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Вступ

Математичний аналiз є однiєю з фундаментальних дисциплiн,
що формують аналiтичне та алгоритмiчне мислення майбутнiх фа-
хiвцiв у галузi iнформацiйних технологiй. Його понятiйний апарат i
методи лежать в основi бiльшостi сучасних обчислювальних проце-
сiв, алгоритмiв оптимiзацiї, чисельного моделювання та аналiзу да-
них. Розумiння структури неперервних процесiв, границь, похiдних
та iнтегралiв є необхiдною передумовою для подальшого вивчення
прикладних дисциплiн — таких як комп’ютерна графiка, машинне
навчання, цифрова обробка сигналiв чи теорiя керування.

Цей посiбник мiстить добiрку вправ i задач разом з основни-
ми теоретичними вiдомостями з математичного аналiзу, пiдiбра-
них з урахуванням специфiки пiдготовки студентiв спецiальностi
“Комп’ютернi науки”, “Системний аналiз”, “Прикладна математика”
та сумiжних напрямiв.

Видання може бути використане як для самостiйної роботи сту-
дентiв, так i пiд час аудиторних занять з метою поглиблення розу-
мiння основ математичного аналiзу та формування навичок аналi-
тичного мислення.
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Роздiл I. Числовi послiдовностi i ряди

1.1. Метод математичної iндукцiї

Для того, щоб довести iстиннiсть тверджень Tn при n ∈ N, до-
статньо:

1) перевiрити iстиннiсть твердження T1 (база iндукцiї);
2) припустивши, що твердження Tn iстинне для деякого нату-

рального n = k (iндуктивне припущення), довести, що твердження
Tn iстинне i для наступного n = k + 1 (iндуктивний перехiд).

За допомогою методу математичної iндукцiї довести, що для ко-
жного n ∈ N виконуються такi рiвностi:

1. 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2 ;

2. 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2;

3. 12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

4. 13 + 23 + · · ·+ n3 =
(
n(n+1)

2

)2
;

5. 1
1·2 + 1

2·3 + · · ·+ 1
n·(n+1) =

n
n+1 ;

6. 1
1·5 + 1

5·9 + · · ·+ 1
(4n−3)(4n+1) =

n
4n+1 ;

7. 12

1·3 + 22

3·5 + · · ·+ n2

(2n−1)(2n+1) =
n(n+1)
2(2n+1) ;

8. 1 · 2 + 2 · 5 + · · ·+ n(3n− 1) = n2(n+ 1);

9. 12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2 = n(4n2−1)
3 ;

10. 1 · 22 + 2 · 32 + · · ·+ (n− 1) · n2 = n(n2−1)(3n+2)
12 ;

11. (1− 1
4 ) · (1−

1
9 ) · · · · · (1−

1
(n+1)2 ) =

n+2
2n+2 ;

12. (1− 4
1 ) · (1−

4
9 ) · (1−

4
25 ) · · · · · (1−

4
(2n−1)2 ) =

1+2n
1−2n ;

13. 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1;

14. Довести нерiвнiсть Бернуллi:
(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xn,
де x1, x2, . . . , xn – числа одного знака, бiльшi вiд −1.
Довести нерiвностi:
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15. (1 + x)n ≥ 1 + nx, де x ≥ −1;

16. 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n >

13
24 при n > 1;

17.
√
n < 1 + 1√

2
+ · · ·+ 1√

n
< 2

√
n при n > 1;

18. n
2 < 1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

2n−1 < n при n > 1;

19. 1
2 · 3

4 · 5
6 · · · · · 2n−1

2n < 1√
2n+1

;

20. 2! · 4! · · · · · (2n)! > [(n+ 1)!]n при n > 1;

21. nn+1 > (n+ 1)n при n > 2;
22. Довести, що для кожного натурального n вираз

а) n(2n2 − 3n+ 1) нацiло дiлиться на 6;

б) (n3 + 11n) нацiло дiлиться на 6;

в) n3 + 3n2 + 5n+ 3 нацiло дiлиться на 3;

г) 11n+1 + 122n−1 нацiло дiлиться на 19;

ґ) 11n+2 + 122n+1 нацiло дiлиться на 133;

д) 62n−2 + 3n+1 + 3n−1 нацiло дiлиться на 11;

е) n5 − n нацiло дiлиться на 5;

є) n7 − n нацiло дiлиться на 7;

ж) 4n + 15n− 1 нацiло дiлиться на 9.
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1.2. Формула бiнома Ньютона

Для довiльних n ∈ N i a, b ∈ R має мiсце така рiвнiсть, яка
називається формулою бiнома Ньютона:

(a+b)n = C0
na

n+C1
na

n−1b+ · · ·+Cknan−kbk+ · · ·+Cn−1
n abn−1+Cnnb

n,

де бiномiальнi коефiцiєнти Ckn обчисляються за формулою
Ckn = n!

k!(n−k)! .
Бiномiальнi коефiцiєнти мають такi властивостi:
1) C0

n = Cnn = 1 для довiльного n ∈ N;
2) Ckn = Cn−kn для довiльних n ∈ N, 0 ≤ k ≤ n;
3) Ck−1

n + Ckn = Ckn+1 для довiльних n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n.
За допомогою цих властивостей коефiцiєнти бiнома можна ви-

писати у виглядi таблицi, яка називається трикутником Паскаля:
1

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
..........................................................

1. Розв’язати рiвняння:
a) C4

x+2 = x2 − 1; б) Cx−3
x + Cx−2

x = 15(x− 1);

в)
1

Cx4
− 1

Cx5
=

1

Cx6
; г) Cx−1

x+1 + Cx−2
x = 9x+ 10.

2. Написати формулу бiнома Ньютона для степенiв двочлена:
а) (x+ 1)7; б) (a− b)6;

в)
(√

b
a −

√
a
b

)5

; г)
(√

x
y + 2

√
y
x

)6
.
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3. Знайти:
а) п’ятий член розкладу (

√
x+ 1

4
√
x
)8;

б) сьомий член розкладу (
√
a− 3

√
b)13;

в) член розкладу (x+ 1
x )

7 з x3;
г) член розкладу (x2 − 2 1

x )
9 з x3;

ґ) член розкладу (x5 + 1)2010 з x2010;
д) член розкладу (

3
√
x−2 − x)7 з x2;

е) член розкладу (
√
x+

√
2)18 з x8.

4. Знайти доданок, який не мiстить змiнної x, у таких розкладах:
а) (x+ 1

x )
8; б) (x− 1

x2 )
9; в) (2x+ 1√

x
)12;

г) (x
1
3 − x−

1
2 )15; ґ) ( 1

3√
x2

+
4
√
x3)17; д) (2

5
√
x4 − 1

3
7√
x2
)19.

5. Довести тотожностi:

а)
n∑
k=0

Ckn = 2n; б)
n∑
k=0

(−1)kCkn = 0;

в)
n∑
k=0

(−1)kkCkn = 0; г)
m∑
k=1

Cn−mn−k = Cn−m+1
n ;

ґ)
n∑
k=2

C2
k = C3

n+1, де n ≥ 2; д) 1
Ck

n
= n+1

n+2

(
1

Ck
n+1

+ 1

Ck+1
n+1

)
.
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1.3. Обмеженi числовi множини та їх точнi межi

Число a називається нижньою (верхньою) межею множини
X ⊆ R, якщо для кожного x ∈ X виконується нерiвнiсть x ≥ a
(x ≤ a). Множина X ⊆ R, яка має хоча б одну нижню (верхню)
межу, називається обмеженою знизу (зверху). Обмежена знизу i
зверху множина називається обмеженою.

Найбiльша (найменша) з усiх нижнiх (верхнiх) меж множини X
називається точною нижньою (верхньою) межею множини X i
позначається infX (supX).

Теорема. Число α ∈ R є точною нижньою (верхньою) межею
множини X ⊆ R, тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови:

1) x ≥ α (x ≤ α) для кожного x ∈ X;
2)для довiльного γ > α(γ < α) iснує таке x ∈ X, що x < γ(x > γ).
Якщо множина X ⊆ R не є обмеженою знизу (зверху), то вва-

жають, що infX = −∞ (supX = +∞).
1. Довести, що множина X ⊆ R обмежена тодi i тiльки тодi, коли

iснує C > 0, таке, що |x| ≤ C для кожного x ∈ X.
2. Встановити, чи є нижченаведенi множини обмеженими зверху,

обмеженими знизу, обмеженими:
а) {x ∈ R : x2 < 5}; б) {x ∈ R : x2 ≤ x+ 2};

в) {x ∈ R : x3 + x < 1}; г) {x ∈ R : x5 − x ≥ 1};
ґ) {x ∈ R : sinx ≤ x}; д) {x ∈ R : | cosx| ≤

√
x};

е)
∞⋃
n=1

{x ∈ R : x2 + x = n}; є)
∞⋃
n=1

{x ∈ R : x2 + 1 = nx}.

Знайти supA та inf A, де A = {xn : n ∈ N}, якщо:
3. xn = 1− 1

n ; 4. xn = −1 + 2
n ;

5. xn = (−1)n(1 + 3
n ); 6. xn = (−1)n n

n+2 ;

7. xn = (−1)n + (−1)n+1

n ; 8. xn = (−1)n

n + 1+(−1)n

2 ;

9. xn = 1 + n
n+1 cos(

πn
2 ); 10. xn = 2− n+1

n sin(πn2 );

11. xn = n−1
n+1 cos(

2πn
3 ); 12. xn = n+2

n sin( 2πn3 );

13. xn = (−1)
n(n+1)

2 (1 + 2
n ); 14. xn = (−1)

(n−1)n
2 · n+3

n ;

15. xn = (−1)n
√
n; 16. xn = −n(2 + (−1)n);

17. xn = n(−1)n ; 18. xn = 1 + n sin(πn2 );

19. xn = sinn; 20. xn = tgn.
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1.4. Обчислення границь послiдовностей

Число a називається границею послiдовностi (xn)∞n=1 (позначає-
ться a = lim

n→∞
xn), якщо для довiльного ε > 0 iснує такий номер N ,

що для кожного n ≥ N виконується нерiвнiсть |xn−a| < ε. Кажуть
також, що (xn)

∞
n=1 збiгається до a, i пишуть xn → a при n→ ∞.

Вважають, що lim
n→∞

xn = ∞ ( lim
n→∞

xn = +∞ чи lim
n→∞

xn = −∞),
якщо для довiльного E > 0 iснує такий номер N , що для кожного
n ≥ N виконується нерiвнiсть |xn| > E (xn > E чи xn < −E).

Послiдовнiсть називається збiжною, якщо вона має скiнченну
границю, i розбiжною, якщо вона не має скiнченної границi.

Якщо lim
n→∞

xn = 0, то послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 називається нескiн-

ченно малою. Якщо ж lim
n→∞

xn = ∞, то послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 нази-

вається нескiнченно великою.
Теорема 1 (арифметичнi дiї над збiжними послiдовно-

стями). Нехай (xn)
∞
n=1 i (yn)∞n=1 – збiжнi послiдовностi. Тодi:

1) lim
n→∞

(xn+yn) = lim
n→∞

xn+ lim
n→∞

yn;
2) lim

n→∞
(xnyn) = lim

n→∞
xn · lim

n→∞
yn;

3) lim
n→∞

xn

yn
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
при yn ̸= 0 i lim

n→∞
yn ̸= 0 для кожного n ∈ N.

Теорема 2 (граничний перехiд пiд знаком нерiвностi).
Нехай (xn)

∞
n=1 i (yn)

∞
n=1 – збiжнi послiдовностi, причому iснує

номер n0 ∈ N, такий, що xn ≤ yn для кожного n ≥ n0. Тодi
lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

yn.
Послiдовнiсть (xn)

∞
n=1 називається обмеженою, якщо множина

{xn : n ∈ N} обмежена.
Теорема 3. Кожна збiжна послiдовнiсть обмежена.
Теорема 4. Добуток нескiнченно малої послiдовностi, на обме-

жену є нескiнченно малою послiдовнiстю.

1. Використовуючи означення границi послiдовностi довести такi
рiвностi:

а) lim
n→∞

n
n+1 = 1; б) lim

n→∞
n+1
2n−1 = 1

2 ; в) lim
n→∞

2n2+1
n2+2n = 2;

г) lim
n→∞

3n2−1
n2+2 = 3; ґ) lim

n→∞
5n+1−2n

5n+1 = 5; д) lim
n→∞

3n−2n

3n+2n = 1.

2. Використовуючи означення границi послiдовностi, довести
розбiжнiсть послiдовностi (xn)∞n=1, якщо:

а) xn = (−1)n; б) xn = (−1)n + 1
n ;

в) xn = sin πn
2 ; г) xn = cos πn3 .
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3. Довести, що послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 (xn ̸= 0) є нескiнченно ве-

ликою тодi i тiльки тодi, коли ( 1
xn

)∞n=1 є нескiнченно малою.

Обчислити такi границi:

5. lim
n→∞

3n2+2n−5
1−6n2 ; 6. lim

n→∞
2n5−77

18+n−4n2+5n3+3n4+n5 ;

7. lim
n→∞

7n3−5n2−4n+1
(n+3)(3−2n2) ; 8. lim

n→∞
(n+1)2(10−5n2)
2n4−13n2+100 ;

9. lim
n→∞

7n2−5n+3
9999n2−n3 ; 10. lim

n→∞
15−5n+6n2−4n3

n4+8n2+180 ;

11. lim
n→∞

0,001n2−5n+3
1000+n ; 12. lim

n→∞
5+4n+n3

5+4n+n2 ;

13. lim
n→∞

√
n2+n

2n+
√
n2+3n

; 14. lim
n→∞

√
4n2+8+n√
4n2+8

;

15. lim
n→∞

3√10n2−n3+3n
3√8n3−99−n ; 16. lim

n→∞

3√27n3+1−n
3√64n3+n+n

;

17. lim
n→∞

4n−3n

4n+3n ; 18. lim
n→∞

5n+2n

5n−(−4)n ;

19. lim
n→∞

(−2)n+5n

5n+1−3n+2 ; 20. lim
n→∞

(−3)n+7n+1

7n+2−6n+1 ;

21. lim
n→∞

(2n+1)(3n−2)
5n−6n+1 ; 22. lim

n→∞
12n+1−11n

(3n+2n+1)(1−4n) ;

23. lim
n→∞

(6n+1+4n)(2n−10)
(3n−2n)(22n+10) ; 24. lim

n→∞
(8n+1−7n)(18n−17n+1)

(12n+1−10n)2 ;

25. lim
n→∞

1+2+22+···+2n

1+3+32+···+3n ; 26. lim
n→∞

1+ 1
2+

1
4+···+ 1

2n

1+ 1
3+

1
9+···+ 1

3n
;

27. lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n); 28. lim

n→∞
(
√
n+ 2−

√
n− 1);

29. lim
n→∞

(
√
n2 + 3n−

√
n2 − n); 30. lim

n→∞
(
√
n2 + 2n− n);

31. lim
n→∞

( 3
√
n3 + 3n− 3

√
n3 − 1); 32. lim

n→∞
( 3
√
n3 + n− 3

√
n);

33. lim
n→∞

( 3
√
n3 + n2 − 3

√
n3 − 1); 34. lim

n→∞
( 3
√
n3 + n2 −

√
n2 + n);

35. lim
n→∞

sinn
n ; 36. lim

n→∞
cos(n2−n)
(1,02)n ;

37. lim
n→∞

2n+cos(n2+1)
n+2 ; 38. lim

n→∞
n2+n

n2−sin(n3+n) ;

39. lim
n→∞

3√
n2 cos(n!)
n+6 ; 40. lim

n→∞
((−1)n

√
n3+1

(n+2)2 );

41. lim
n→∞

arctg
√
n

3
√
n+2

; 42. lim
n→∞

((−1)
n(n+1)

2
3√n4+3n
5√n7+18

).

13



1.5. Ознаки iснування границь послiдовностей

Теорема 1 (про затиснену послiдовнiсть). Нехай (xn)
∞
n=1,

(yn)
∞
n=1 i (zn)

∞
n=1 – такi послiдовностi, що yn ≤ xn ≤ zn для

кожного номера n ≥ n0, (yn)
∞
n=1, (zn)

∞
n=1 – збiжнi, причому

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn = a. Тодi послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 також збiжна

i lim
n→∞

xn = a.

Теорема 2 (ознака збiжностi монотонної послiдовностi).
Монотонна послiдовнiсть збiжна тодi i тiльки тодi, коли вона
обмежена.

Послiдовнiсть називається фундаментальною, якщо для довiль-
ного ε > 0 iснує такий номер N ∈ N, що для всiх m,n ≥ N викону-
ється нерiвнiсть |xm − xn| < ε.

Теорема 3 (критерiй Кошi збiжностi числової послiдов-
ностi). Послiдовнiсть (xn)

∞
n=1 збiжна тодi i тiльки тодi, коли

вона фундаментальна.

Послiдовнiсть
(
(1 + 1

n )
n
)∞
n=1

є збiжною, а її границя називається
числом Ейлера i позначається через e, тобто

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e = 2, 718281828459045 . . . .

1. Використовуючи теорему про збiжнiсть монотонної послiдов-
ностi, довести такi рiвностi:

а) lim
n→∞

n
2n = 0; б) lim

n→∞
n2

3n = 0; в) lim
n→∞

2n

n! = 0;

г) lim
n→∞

nk

an = 0, де k ∈ N i a > 1; ґ) lim
n→∞

an

n! = 0;

д) lim
n→∞

n!
nn = 0.

2. Використовуючи теорему про затиснену послiдовнiсть, довести
такi рiвностi:
а) lim

n→∞
n
√
a = 1, де a > 0; б) lim

n→∞
n
√
n = 1;

в) lim
n→∞

log2n
n = 0, де a > 1; г) lim

n→∞
logan√

n
= 0, де a > 1.

Використовуючи теорему про затиснену послiдовнiсть,
обчислити такi границi:

3. lim
n→∞

n
√
2n; 4. lim

n→∞
n
√
3n+ 5;
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5. lim
n→∞

n
√
5n2 + 7; 6. lim

n→∞
n
√
4n2 − n+ 1;

7. lim
n→∞

n
√
2n + 3n; 8. lim

n→∞
n
√
5n+1 + 4n;

9. lim
n→∞

n
√
8n − 7n; 10. lim

n→∞
n
√
12n − 11n;

11. lim
n→∞

n
√
100n3 + 5n; 12. lim

n→∞
n
√
2010n2010 + (1, 01)n;

13. lim
n→∞

( 5n )
n; 14. lim

n→∞
( 7√

n
)n;

15. lim
n→∞

1
n√
n!

; 16. lim
n→∞

1
n
√

(1+a)(1+2a)·····(1+na)
, де a > 0;

17. lim
n→∞

(
1√
n2+1

+ 1√
n2+2

+ · · ·+ 1√
n2+n

)
;

18. lim
n→∞

(
n

n2+1 + n
n2+2 + · · ·+ n

n2+2n

)
;

19. lim
n→∞

(
1

3√n3+12
+ 1

3√n3+22
+ · · ·+ 1

3√n3+n2

)
;

20. lim
n→∞

(
1√
n4+1

+ 1√
n4+2

+ · · ·+ 1√
n4+n2

)
;

21. lim
n→∞

(
1

n2+1 + 2
n2+2 + · · ·+ n

n2+n

)
;

22. lim
n→∞

(
1√
n4+1

+ 3√
n4+2

+ · · ·+ 2n−1√
n4+n

)
;

23. lim
n→∞

(
12

3√n9+1
+ 22

3√n9+2
+ · · ·+ (2n)2

3√n9+2n

)
;

24. lim
n→∞

(
1

lg(10n+1) +
1

lg(10n+2) + · · ·+ 1
lg(10n+3n)

)
;

25. lim
n→∞

(
1

2n+1 + 2
2n+2 + 22

2n+3 + · · ·+ 2n−1

2n+n

)
.

Використовуючи теорему про збiжнiсть монотонної послiдовно-
стi, обчислити lim

n→∞
xn, якщо:

26. x1 = 1
2 , xn+1 = xn+1

2 при n ∈ N;

27. x1 = 1, xn+1 = 2xn+3
8 при n ∈ N;

28. x1 = 2, xn+1 = xn

2+xn
при n ∈ N;

29. x1 = 3, xn+1 = 1
2 (xn + 1

xn
) при n ∈ N;

30. x1 = 2, xn+1 =
2+x2

n

2xn
при n ∈ N;

31. x1 = 1
4 , xn+1 = 1

4 +
x2
n

2 при n ∈ N.
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Використовуючи теорему про збiжнiсть монотонної послiдовно-
стi, довести збiжнiсть послiдовностi (xn)∞n=1, якщо:

32. xn = 1
2+1 + 1

22+1 + · · ·+ 1
2n+1 ;

33. xn = 1
12 + 1

22 + · · ·+ 1
n2 ;

34. xn = (1− 1
2 )(1−

1
4 ) · · · · · (1−

1
2n );

35. xn = (1 + 1
2 )(1 +

1
4 ) · · · · · (1 +

1
2n ).

Використовуючи критерiй Кошi, дослiдити на збiжнiсть послi-
довнiсть (xn)

∞
n=1, якщо:

36. xn = sin 1
2 + sin 2

22 + · · ·+ sinn
2n ;

37. xn = cos 12

3 + cos 22

32 + · · ·+ cosn2

3n ;

38. xn = a0 + a1q + a2q
2 + · · ·+ anq

n,
де |an| < M для кожного n ∈ N i |q| < 1;

39. xn = cos 1!
1·2 + cos 2!

2·3 + · · ·+ cosn!
n·(n+1) ;

40. xn = sin 1!
1! + sin 2!

2! + · · ·+ sinn!
n! ;

41. xn = arctg 1
12 + arctg 2

22 + · · ·+ arctgn
n2 ;

42. xn = arcctg 12

13 + arcctg 22

23 + · · ·+ arcctgn2

n3 ;

43. xn = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·+ (−1)n 1

n ;

44. xn = 1
ln 2 − 1

ln 3 + 1
ln 4 + · · ·+ (−1)n+1 1

ln(n+1) ;

45. xn = 1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · ·+ 1

n ;

46. xn = 1√
1
+ 1√

2
+ 1√

3
+ · · ·+ 1√

n
.
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1.6. Верхня i нижня границi послiдовностi

Число a ∈ R (a = +∞ або a = −∞) називається частковою
границею послiдовностi (xn)∞n=1, якщо a є границею деякої пiдпо-
слiдовностi послiдовностi (xn)∞n=1.

Теорема 1. Нехай (xn)
∞
n=1 – така числова послiдовнiсть, що

lim
n→∞

xn = a, де a – скiнченне або нескiнченне. Тодi lim
k→∞

xnk
= a

для довiльної пiдпослiдовностi (xnk
)∞k=1 послiдовностi (xn)∞n=1.

Теорема 2 (Больцано-Вейєрштрасса). Довiльна обмежена
числова послiдовнiсть має хоча б одну скiнченну часткову грани-
цю.

Найменша часткова границя (скiнченна або нескiнченна) по-
слiдовностi (xn)∞n=1 називається нижньою границею послiдовностi
(xn)

∞
n=1 i позначається через lim

n→∞
xn. Найбiльша часткова гра-

ниця (скiнченна або нескiнченна) послiдовностi (xn)
∞
n=1 називає-

ться верхньою границею послiдовностi (xn)∞n=1 i позначається через
lim
n→∞

xn.

Теорема 3. Нехай (xn)
∞
n=1 – довiльна числова послiдовнiсть.

Тодi lim
n→∞

xn = a тодi i тiльки тодi, коли lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = a,

де a ∈ R або a = +∞ або a = −∞.

Знайти верхню i нижню границi послiдовностi (xn)∞n=1, якщо:

1. xn = 1− 1
n ; 2. xn = (−1)n(2 + 3

n );

3. xn = (−1)n · n−1
n+1 ; 4. xn = (−1)n · n

2+n
3−n2 ;

5. xn = (−1)n

n + 1+(−1)n

2 ; 6. xn = 1 + n
n+1 cos

πn
2 ;

7. xn = n2+1
100n−n2+1 sin

πn
2 ; 8. xn = (−1)n +

√
n+1√
n+1

(−1)
n(n+1)

2 ;

9. xn = n−1
n+1 cos

2πn
3 ; 10. xn = 2n

n+1 (−1)n + (−1)
(n−1)n

2 ;

11. xn = n
n+1 sin

2πn
3 ; 12. xn = n(−1)n;

13. xn = n(−1)n ; 14. xn = 1 + n sin πn
3 ;

15. xn = n2

1+n cos πn3 ; 16. xn = (1 + 1
n )
n(−1)n + sin πn

4 ;

17. xn = n
n+1 sin

2 πn
4 ; 18. xn =

n
√
1 + 2n(−1)n ;

19. xn = cosn 2πn
3 ; 20. xn = tgn 2πn

3 .
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1.7. Сума числового ряду. Необхiдна умова збiжностi ряду.
Критерiй Кошi

Розглянемо числову послiдовнiсть a1, a2, . . . , an, . . . . Числовим
рядом або просто рядом називається нескiнченна сума

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞∑
n=1

an (6.1)

Позначимо
S1 = a1,
S2 = a1 + a2,
. . . . . . . . . . . . . . .
Sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

Тодi Sn називається n-ою частинною сумою ряду (6.1), а an – за-
гальним членом ряду (6.1).

Для n ∈ N вираз rn = an+1 + an+2 + · · · =
∞∑

k=n+1

ak називається

n-им залишком ряду (6.1). Зауважимо, що S = Sn + rn.
Числовий ряд (6.1) називається збiжним, якщо iснує скiнченна

границя S послiдовностi (Sn)∞n=1 його частинних сум, при цьому S
називається сумою ряду (6.1). Якщо границi послiдовностi (Sn)∞n=1
не iснує або вона нескiнченна, то ряд називається розбiжним.

Теорема 1 (критерiй Кошi). Числовий ряд (6.1) збiжний тодi
i тiльки тодi, коли для довiльного ε > 0 iснує таке N ∈ N, що для
всiх n ≥ N i p ∈ N виконується нерiвнiсть

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε.

Теорема 2 (необхiдна умова збiжностi). Якщо ряд (6.1)
збiжний, то lim

n→∞
an = 0.

Властивостi збiжних рядiв.

Нехай
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn збiжнi ряди i c ∈ R. Тодi

1. Ряд
∞∑
n=1

(an ± bn) збiжний i
∞∑
n=1

(an ± bn) =
∞∑
n=1

an ±
∞∑
n=1

bn.

2. Ряд
∞∑
n=1

can збiжний i
∞∑
n=1

can = c
∞∑
n=1

an.

3. lim
m→∞

rm = 0, де rm – m-ий залишок ряду
∞∑
n=1

an.
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Довести збiжнiсть рядiв i знайти їх суми:

1. 1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · ·+ (−1)n−1

2n−1
+ . . . ;

2.
(
1

6
+

1

7

)
+

(
1

62
+

1

72

)
+ · · ·+

(
1

6n
+

1

7n

)
+ . . . ;

3.
5

6
+

13

36
+ · · ·+ 3n + 2n

6n
+ . . . ;

4.
1

20
+

9

40
+ · · ·+ 5n − 4n

20n
+ . . . ;

5.
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
+ . . . ;

6.
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+ · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)
+ . . . ;

7.
1

1 · 3
+

1

2 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 2)
+ . . . ;

8.
1

2 · 5
+

1

3 · 6
+ · · ·+ 1

(n+ 1)(n+ 4)
+ . . . ;

9.
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)(n+ 2)
+ . . . ;

10.
3

4
+

5

36
+ · · ·+ 2n+ 1

n2(n+ 1)2
+ . . . ;

Користуючись необхiдною умовою збiжностi, довести розбi-
жнiсть рядiв:

11.
∞∑
n=1

n

n+ 1
; 12.

∞∑
n=1

2n2 + 1

1− 6n2
;

13.
∞∑
n=1

(
3n− 2

n+ 2

)n
; 14.

∞∑
n=1

n sin
1

n
.

За допомогою критерiю Кошi довести збiжнiсть рядiв:

15.
∞∑
n=1

5

n · 10n
; 16.

∞∑
n=1

sinn

2n
;

17.
∞∑
n=1

arctg(n!)

3n
; 18.

∞∑
n=1

cosnα− cos(n+ 1)α

n
.
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1.8. Ознаки збiжностi додатних рядiв

Числовий ряд (6.1) називається додатним, якщо an ≥ 0 для всiх
n ∈ N.

Розглянемо ще один ряд
∞∑
n=1

bn. (6.2)

Теорема 1 (ознака порiвняння у формi нерiвностей). Не-
хай m ∈ N таке, що 0 ≤ an ≤ bn для всiх n ≥ m. Тодi

(i) якщо ряд (6.2) збiжний, то ряд (6.1) збiжний;
(ii) якщо ряд (6.1) розбiжний, то ряд (6.2) розбiжний.
Теорема 2 (ознака порiвняння у граничнiй формi). Нехай

L = lim
n→∞

an
bn

i m ∈ N таке, що an ≥ 0 i bn ≥ 0 для всiх n ≥ m. Тодi
(i) якщо 0 ≤ L < +∞ i ряд (6.2) збiжний, то ряд (6.1) збiжний;
(ii) якщо 0 < L ≤ +∞ i ряд (6.1) збiжний, то ряд (6.2) збiжний.

Нехай ряд
∞∑
n=1

an строго додатний, тобто an > 0 для всiх n ∈ N.

Число Cn = n
√
an називається варiантою Кошi.

Теорема 3 (ознака Кошi у формi нерiвностi). Якщо iснує
такий номер N , що для всiх n ≥ N виконується нерiвнiсть

Cn ≤ q, де q < 1, то ряд
∞∑
n=1

an збiжний. Якщо ж iснує такий

номер N , що Cn ≥ 1 для всiх n ≥ N , то ряд
∞∑
n=1

an розбiжний.

Теорема 4 (ознака Кошi у граничнiй формi). Нехай
C = lim

n→∞
Cn.

(i) Якщо C < 1, то ряд
∞∑
n=1

an збiжний.

(ii) Якщо C > 1, то ряд
∞∑
n=1

an розбiжний.

(iii) Якщо C = 1, то про збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

an нiчого сказати
не можна.

Число Dn = an+1

an
називається варiантою Даламбера.

Теорема 5 (ознака Даламбера у формi нерiвностi). Якщо
iснує такий номер N , що для всiх n ≥ N виконується нерiвнiсть

Dn ≤ q, де q < 1, то ряд
∞∑
n=1

an збiжний. Якщо ж iснує такий

номер N , що Dn ≥ 1 для всiх n ≥ N , то ряд
∞∑
n=1

an розбiжний.
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Теорема 6 (ознака Даламбера у граничнiй формi). Нехай
D = lim

n→∞
Dn.

(i) Якщо D < 1, то ряд
∞∑
n=1

an збiжний.

(ii) Якщо D > 1, то ряд
∞∑
n=1

an розбiжний.

(iii) Якщо D = 1, то про збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

an нiчого сказати
не можна.

Число Rn = n( an
an+1−1 ) називається варiантою Раабе.

Теорема 7 (ознака Раабе у формi нерiвностi). Якщо iснує
такий номер N , що для всiх n ≥ N виконується нерiвнiсть

Rn ≥ r > 1, то ряд
∞∑
n=1

an збiжний. Якщо ж iснує такий номер

N , що Rn ≤ 1 для всiх n ≥ N , то ряд
∞∑
n=1

an розбiжний.

Теорема 8 (ознака Раабе у граничнiй формi). Нехай
R = lim

n→∞
Rn.

(i) Якщо R > 1, то ряд
∞∑
n=1

an збiжний.

(ii) Якщо R < 1, то ряд
∞∑
n=1

an розбiжний.

(iii) Якщо R = 1, то про збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

an нiчого сказати
не можна.

За допомогою ознак порiвняння дослiдити на збiжнiсть ряди:

1.
∞∑
n=1

1

n2 − 4n+ 5
; 2.

∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 4)
;

3.
∞∑
n=1

2n− 1

4n+ 3
; 4.

∞∑
n=1

n(n+ 1)

(n+ 2)(n+ 3)
;

5.
∞∑
n=1

(
1 + n2

1 + n3

)2

; 6.
∞∑
n=1

1√
n2 + 2n

;

7.
∞∑
n=1

n+ 1

n(n+ 2)
; 8.

∞∑
n=1

1

ln(n+ 1)
;
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9.
∞∑
n=1

(
√
n−

√
n− 1); 10.

∞∑
n=1

1

n
(
√
n+ 1−

√
n− 1);

11.
∞∑
n=1

sin
π

2n
; 12.

∞∑
n=1

tg
π

4n
;

13.
∞∑
n=1

2 + sinn√
n5 + 4 + n3 + 15

; 14.
∞∑
n=1

3 + cos(n!) · (1 + n+ n2)2

(n+ 4)7
;

15.
∞∑
n=1

ne−n

2n3 + 5
; 16.

∞∑
n=1

n+ 3
√
n3 − n+ 3

3n+1(n5 + 1)3
;

17.
∞∑
n=1

2n+3 + 5n+2

8n+4 + 252n−3
; 18.

∞∑
n=1

lnn√
n5

.

За допомогою ознак Кошi чи Даламбера дослiдити на збiжнiсть
ряди:

19.
∞∑
n=1

1

(2n+ 1)!
; 20.

∞∑
n=1

n

(n+ 1)!
;

21.
∞∑
n=1

1000n

n!
; 22.

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
;

23.
∞∑
n=1

n!

nn
; 24.

∞∑
n=1

2nn!

nn
;

25.
∞∑
n=1

3nn!

nn
; 26.

∞∑
n=1

(n!)2

2n2 ;

27.
∞∑
n=1

ntg
π

2n+1
; 28.

∞∑
n=1

n2 sin
π

3n
;

29.
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

4n · n!
; 30.

∞∑
n=1

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)3

.

31.
1000

1
+

1000 · 1001
1 · 3

+
1000 · 1001 · 1002

1 · 3 · 5
+ . . . ;
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32.
4

2
+

4 · 7
2 · 6

+
4 · 7 · 10
2 · 6 · 10

+ . . . ; 33.
2

1
+

2 · 5
1 · 5

+
2 · 5 · 8
1 · 5 · 9

+ . . . ;

34.
∞∑
n=1

(
√
2− 3

√
2)(

√
2− 5

√
2) . . . (

√
2− 2n+1

√
2);

35.
∞∑
n=1

n2

7n
; 36.

∞∑
n=1

n

5n
;

37.
∞∑
n=1

n2

(2 + 1
n )
n
; 38.

∞∑
n=1

1

lnn(n+ 1)
;

39.
∞∑
n=1

nn

(2n+ 1)n
; 40.

∞∑
n=1

n5

2n + 3n
;

41.
∞∑
n=1

(n+ 1)n
2

nn2 · 3n
; 42.

∞∑
n=1

nn+
1
n

(n+ 1
n )
n
.

За допомогою ознаки Раабе дослiдити на збiжнiсть ряди:

43.
∞∑
n=1

n!en

nn+p
;

44.
∞∑
n=1

p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)

n!
· 1

nq
;

45.
∞∑
n=1

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)p
· 1

nq
.
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1.9. Ознака Лейбнiца. Ознаки Абеля i Дiрiхле

Ряд вигляду

a1 − a2 + a3 − a4 + · · · =
∞∑
n=1

(−1)n+1an (6.3)

називається знакозмiнним.

Теорема 1 (ознака Лейбнiца). Нехай
1) послiдовнiсть (an)

∞
n=1 монотонна;

2) lim
n→∞

an = 0.
Тодi ряд (6.3) збiжний.

Дослiдити на збiжнiсть знакозмiннi ряди:

1.
∞∑
n=1

(−1)n+1

n3
; 2.

∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1

2n− 1
;

3.
∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1√
n+ 1

; 4.
∞∑
n=1

(−1)n+1 · n2

(2n− 1)3
;

5.
∞∑
n=1

(−1)n+1 · n

3n2 + 2
; 6.

∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1

ln(n+ 1)
;

7.
∞∑
n=1

(−1)n+1 · n+ 1

n
; 8.

∞∑
n=1

(−1)n+1 · n
3

2n
;

9.
∞∑
n=1

(−1)n+1 · 2
n2

n!
; 10.

∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1

n− lnn
;

11.
∞∑
n=1

(−1)n+1 · 2 + (−1)n

n
; 12.

∞∑
n=1

(−1)n(n−1)/2 · 1

2n
;

13.
∞∑
n=1

sin
πn

4
· ln

4 n

n
; 14.

∞∑
n=1

(−1)n+1 ·
(
2n+ 100

3n+ 1

)n
;

15.
∞∑
n=1

(−1)n+1 ·
√
n

n+ 100
; 16.

∞∑
n=2

(−1)n · 1√
n+ (−1)n

.

17.
∞∑
n=1

(−1)n+1 · sin
2 n

n
; 18.

∞∑
n=1

sin(π
√
n2 + k2);
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19.
∞∑
n=1

(−1)[
√
n]

n
; 20.

∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n

.

Розглянемо ряд вигляду
∞∑
n=1

anbn. (6.4)

Теорема 2 (ознака Дiрiхле). Нехай
1) послiдовнiсть (an)

∞
n=1 монотонна;

2)
∞
lim
n=1

an = 0;

3) послiдовнiсть (
n∑
k=1

bk)
∞
n=1 обмежена.

Тодi ряд (6.4) збiжний.

Теорема 3 (ознака Абеля). Нехай
1) послiдовнiсть (an)

∞
n=1 монотонна;

2) послiдовнiсть (an)
∞
n=1 обмежена;

3) ряд
∞∑
n=1

bn збiжний.

Тодi ряд (6.4) збiжний.

Використовуючи ознаки Абеля i Дiрiхле, дослiдити на збiжнiсть
ряди:

1.
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
; 2.

∞∑
n=1

(−1)n+1 ·
√
n

n+ 2
;

3.
∞∑
n=1

sinnα

n
; 4.

∞∑
n=1

cosnα

n
;

5.
∞∑
n=1

cosn√
n

; 6.
∞∑
n=1

sinn
3
√
n+ 1

;

7.
∞∑
n=1

cosn · arctgn√
n+ 4

√
n

; 8.
∞∑
n=3

sin(n+ 1)
3
√
n2 − 1

· 2 lnn

1 + ln2 n
.
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1.10. Абсолютна i умовна збiжностi

Ряд
∞∑
n=1

an називається абсолютно збiжним, якщо ряд
∞∑
n=1

|an|

збiжний.
Ряд

∞∑
n=1

an називається умовно збiжним, якщо ряд
∞∑
n=1

|an| роз-

бiжний, а ряд
∞∑
n=1

an збiжний.

Дослiдити на абсолютну i умовну збiжностi числовi ряди:

1.
∞∑
n=1

(−1)n

n5
; 2.

∞∑
n=1

(−1)
n(n+1)

2

n2011
;

3.
∞∑
n=1

(−1)n+1

n3 + 5n− 2
; 4.

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 + 4
√
n+ 1

;

5.
∞∑
n=1

sinnα

n2
; 6.

∞∑
n=1

cosnα

n3
;

7.
∞∑
n=1

(−1)n+1

3
√
n2 + 3n

; 8.
∞∑
n=1

(−1)n+1

√
n+ 4

;

9.
∞∑
n=1

(−1)n+1n
100

2n
; 10.

∞∑
n=1

(−1)n+1 n90

(2n)!
;

11.
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

np+
1
n

; 12.
∞∑
n=1

ln

(
1 +

(−1)n

np

)
;

13.
∞∑
n=1

(−1)n(n− 1)

(n+ 1) 100
√
n

; 14.
∞∑
n=1

(−1)n

n2√
n

;

15.
∞∑
n=1

(−1)n

(n− (−1)n)3
; 16.

∞∑
n=1

(−1)n+12n sin2n α

n
;

17.
∞∑
n=1

sin πn
4

n2 + sin πn
4

; 18.
∞∑
n=1

sin πn
3

lnn
.
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1.11. Нескiнченнi добутки

Нехай (pn)
∞
n=1 – деяка числова послiдовнiсть. Вираз

p1 · p2 · · · · · pn · · · · =
∞∏
n=1

pn

називається нескiнченним добутком.
Для кожного n ∈ N розглянемо n-ий частинний добуток

Pn = p1 · p2 · · · · · pn.

Якщо iснує скiнченна границя P ̸= 0 послiдовностi (Pn)∞n=1, то

добуток
∞∏
n=1

pn називається збiжним. Якщо ж такої границi не

iснує, або вона нескiнченна чи дорiвнює нулю, то добуток нази-
вається розбiжним. Число P називається значенням добутку.

Теорема 1 (необхiдна умова добутку). Якщо добуток
∞∏
n=1

pn

збiжний, то lim
n→∞

pn = 1.

Теорема 2. Нескiнченний добуток
∞∏
n=1

pn, pn > 0, збiжний тодi

i тiльки тодi, коли збiгається ряд
∞∑
n=1

ln pn.

Довести рiвностi:

1.
∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

1

2
; 2.

∞∏
n=2

n3 − 1

n3 + 1
=

2

3
;

3.
∞∏
n=2

(
1− 2

n(n+ 1)

)
=

1

3
; 4.

∞∏
n=0

(
1 +

(
1

2

)2n
)

= 2.

5.
∞∏
n=1

cos
π

2n+1
=

2

π
; 6.

∞∏
n=1

cos
α

2n
=

sinα

α
.

Довести збiжнiсть добуткiв та знайти їх значення:

7.
∞∏
n=3

n2 − 4

n2 − 1
; 8.

∞∏
n=1

[
1 +

1

n(n+ 2)

]
;

9.
∞∏
n=1

(2n+ 1)(2n+ 7)

(2n+ 3)(2n+ 5)
; 10.

∞∏
n=1

2
(−1)n

n .
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Дослiдити на збiжнiсть добутки:

11.
∞∏
n=1

2n3 + 1

n3 + 5
; 12.

∞∏
n=2

1 + n7

4n7 + n− 5
;

13.
∞∏
n=1

1

n
; 14.

∞∏
n=1

(n+ 1)2

n(n+ 2)
;

15.
∞∏
n=1

(
1 +

1

np

)
; 16.

∞∏
n=1

(
1− 1

n

)
;

17.
∞∏
n=1

(
n2 − 1

n2 + 1

)p
; 18.

∞∏
n=1

√
n+ 1

n+ 2
;

19.
∞∏
n=1

n√
n2 + 1

; 20.
∞∏
n=1

n

√
1 +

1

n
;

21.
∞∏
n=1

n2√
n; 22.

∞∏
n=1

(
1 +

5

n

)
e−

5
n .

23. Нехай добутки
∞∏
n=1

pn i
∞∏
n=1

qn збiжнi. Довести, що добутки
∞∏
n=1

p2n,
∞∏
n=1

pnqn i
∞∏
n=1

pn
qn

збiжнi. Чи є збiжним добуток
∞∏
n=1

(pn+ qn)?
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Роздiл II. Границя i неперервнiсть функцiї однiєї змiнної

2.1. Функцiї та їх властивостi

Функцiєю f , що дiє з множини X в множину Y (позначається
f : X → Y або y = f(x)), називається певне правило, згiдно з яким
кожному елементу x з множини X ставиться у вiдповiднiсть єди-
ний цiлком визначений елемент y з множини Y , який називається
значенням функцiї f у точцi x i позначається f(x). МножинаX на-
зивається областю визначення (або областю iснування) функцiї f i
позначається Df . Множина {f(x) : x ∈ X} називається множиною
значень функцiї f i позначається Ef або f(X).

Композицiєю (або суперпозицiєю) g ◦ f функцiй g : Y → Z i
f : X → Y називається функцiя h : X → Z, яка визначається
формулою: h(x) = g (f(x)), тобто (g ◦ f)(x) = g (f(x)).

Нехай f : X → Y – така функцiя, що для кожного y ∈ Ef iснує
єдине x ∈ X таке, що y = f(x). Тодi це правило визначає деяку
функцiю g : Ef → X, яка називається оберненою функцiєю до фун-
кцiї f i позначається через f−1. Отже, f−1(y) = x тодi i тiльки тодi,
коли y = f(x).

Функцiя f : X → R, де X ⊆ R, називається монотонно зростаю-
чою (строго зростаючою), якщо для довiльних x1, x2 ∈ X з нерiв-
ностi x1 < x2 випливає нерiвнiсть f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) < f(x2)).
Функцiя f : X → R, де X ⊆ R, називається монотонно спа-
дною (строго спадною), якщо для довiльних x1, x2 ∈ X з нерiвностi
x1 < x2 випливає нерiвнiсть f(x1) ≥ f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Функцiя f : X → R, де X ⊆ R, називається парною (непарною),
якщо область визначення X функцiї f симетрична вiдносно поча-
тку координат, тобто x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли −x ∈ X, i для до-
вiльного x ∈ X виконується рiвнiсть f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)).

Нехай X ⊆ R i T ̸= 0. Функцiя f : X → R називається перiо-
дичною з перiодом T або T -перiодичною, якщо область визначення
X функцiї f є iнварiантною вiдносно зсуву на T одиниць влiво i
вправо, тобто для довiльного x ∈ R точки x, x+T i x−T або одно-
часно належать множинi X, або одночасно не належать множинi
X, i f(x+ T ) = f(x) для довiльного x ∈ X.

Знайти областi визначення таких функцiй:

1. y = x2

1+x ; 2. y =
√
3x− x2;

3. y = (x− 2)
√

1+x
1−x ; 4. y = lg(x2 − 4);

5. y =
√
sin

√
x; 6. y = lg(x− 2) + lg(x+ 2);
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7. y =
√
cosx2; 8. y = lg(sin π

x );

9. y =
√
x

sin(πx) ; 10. y = arcsin 2x
1+x2 ;

11. y = arccos(2 sinx); 12. y = lg(cos(lg x));

13. y =
√
x sin2(πx); 14. y = ctg(πx) + arccos(2x);

15. y = log2(log3(log4 x)); 16. y = arcsin(1− x) + lg(lg x);

17. y =
√

lg(tgx); 18. y =
√

sin(2x) +
√
sin(3x).

Знайти область визначення i множину значень таких функцiй:

19. y =
√
2 + x− x2; 20. y = lg(1− 2 cosx);

21. y = arccos 2x
1+x2 ; 22. y = arcsin(lg x

10 ).

23. Функцiя y = sgnx визначається так: sgnx = 1, якщо x > 0,
sgnx = −1, якщо x < 0, i sgn 0 = 0. Побудувати графiк функцiї
y = sgnx. Довести, що |x| = x · sgnx.

24. Функцiя y = [x] (цiла частина числа x) визначається так:
[x] = n, якщо n ∈ Z i x ∈ [n, n + 1). Iншими словами, цiла
частина числа x – це найбiльше цiле число, що не перевищує
x. Побудувати графiк функцiї y = [x].

25. Функцiя y = {x} (дробова частина числа x) визначається так:
{x} = x− [x]. Побудувати графiк функцiї y = {x}.

Знайти обернену функцiю x = f−1(y) до функцiї y = f(x), якщо:

26. f(x) = 2x+ 3 i Df = R;

27. f(x) = x2 i Df = {x ∈ R : x ≥ 0};

28. f(x) = x2 i Df = {x ∈ R : x ≤ 0};

29. f(x) = 1−x
1+x i Df = {x ∈ R : x ̸= −1};

30. f(x) =
√
1− x2 i Df = [−1, 0];

31. f(x) =
√
1− x2 i Df = [0, 1];

32. f(x) = shx, де shx = ex−e−x

2 i Df = R;

33. f(x) = thx, де thx = ex−e−x

ex+e−x i Df = R;
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34. f(x) =

 x, x < 1;
x2, 1 ≤ x ≤ 4;
2x, x > 4.

35. Довести, що нижченаведенi функцiї строго зростаючi на вiд-
повiдних промiжках:
а) f(x) = x2 на [0,+∞); б) f(x) = sinx на [−π

2 ,
π
2 ];

в) f(x) = tg x на (−π
2 ,

π
2 ); г) f(x) = x+ sinx на R.

36. Довести, що нижченаведенi функцiї строго спаднi на вiдповiд-
них промiжках:
а) f(x) = x2 на (−∞, 0]; б) f(x) = cosx на [0, π];

в) f(x) = ctg x на (0, π); г) f(x) = 2−x на R.

37. Дослiдити на монотоннiсть такi функцiї:
а) f(x) = ax+ b; б) f(x) = ax2 + bx+ c, де a ̸= 0;

в) f(x) = x3; г) f(x) = ax+b
cx+d , де c ̸= 0;

ґ) f(x) = ax, де a > 0; д) f(x) = logax, де a > 0 i a ̸= 1.

38. Встановити, якi з нижченаведених функцiй парнi, а якi непар-
нi:
а) f(x) = 3x− x3; б) f(x) = 3

√
(1− x)2 + 3

√
(1 + x)2;

в) f(x) = ln 1−x
1+x ; д) f(x) = ln(x+

√
1 + x2);

ґ) f(x) = shx; г) f(x) = ln(
√
1 + x2 − x);

е) f(x) = chx; є) f(x) = (2 +
√
3)x + (2−

√
3)x.

39. Довести, що довiльну функцiю, визначену на симетричнiй вiд-
носно початку координат множинi X ⊆ R, можна в єдиний
спосiб подати у виглядi суми парної i непарної функцiй.

40. Встановити, якi з нижченаведених функцiй перiодичнi, i зна-
йти їхнi найменшi додатнi перiоди:
а) f(x) = sinx+ 1

2 sin(2x) +
1
3 sin(3x);

б) f(x) = 2 tg x
2 − 3 tg x

3 ; в) f(x) = sin2 x;

г) f(x) = sinx2; ґ) f(x) =
√
tg x;

д) f(x) = tg
√
x; е) f(x) = sinx+ sin(

√
2x).
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2.2. Знаходження границь рацiональних та iррацiональних
виразiв

Нехай a ∈ R i ε > 0. Iнтервал (a− ε, a+ ε) називається ε-околом
точки a в R. Множини (−∞,−E) ∪ (E,+∞), (−∞,−E) i (E,+∞),
де E > 0, називаються E-околами точок ∞, −∞ i +∞ вiдповiд-
но. Околом точки a ∈ R (a = ∞,±∞) називається множина, яка
мiстить деякий ε-окiл (E-окiл) точки a в R.

Точка a (скiнченна або нескiнченна) називається граничною то-
чкою множини A ⊆ R або точкою накопичення множини A, якщо
для довiльного околу U точки a в R множина A ∩ U нескiнченна.

Означення границi функцiї мовою ”ε − δ”: число b ∈ R нази-
вається границею функцiї f : X → R при x → a (позначається
b = lim

x→a
f(x)), де X ⊆ R, i a – гранична точка множини X, якщо

для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що для довiльного x ∈ X з
нерiвностi |x− a| < δ випливає нерiвнiсть |f(x)− b| < ε.

Нехай f : X → R, a, b ∈ R∪{∞,−∞,+∞}, причому a – гранична
точка областi визначення X функцiї f .

Означення границi функцiї мовою послiдовностей: b = lim
x→a

f(x),
якщо для довiльної послiдовностi (xn)∞n=1 аргументiв xn ∈ X, яка
прямує до a, вiдповiдна послiдовнiсть (f(xn))

∞
n=1 значень функцiї

f(xn) прямує до b.
Теорема 1. Нехай f : X → R, де X ⊆ R, a, b ∈ R, причому a –

гранична точка множини X. Тодi наступнi твердження еквiва-
лентнi:

1) b є границею функцiї f(x) при x→ a на мовi ”ε− δ”;
2) b є границею функцiї f(x) при x→ a на мовi послiдовностей.
Точка a ∈ R називається точкою лiвостороннього (правосторон-

нього) накопичення множини A ⊆ R, якщо для довiльного ε > 0
множина A ∩ (a− ε, a) (A ∩ (a, a+ ε)) непорожня.

Число b ∈ R називається границею функцiї f : X → R при x
прямуючому до a злiва (справа), де X ⊆ R, a – точка лiвосторон-
нього (правостороннього) накопичення множини X i b ∈ R, тобто
b = lim

x→a−0
f(x) (b = lim

x→a+0
f(x)), якщо для довiльного ε > 0 iснує

таке δ > 0, що для довiльного x ∈ X з нерiвностi a − δ < x < a
(a < x < a+ δ) випливає нерiвнiсть |f(x)− b| < ε.

Теорема 2. Нехай f : X → R, де X ⊆ R, a ∈ R – точка лiво-
стороннього i правостороннього накопичення областi визначення
X функцiї f i b ∈ R. Тодi lim

x→a
f(x) = b тодi i тiльки тодi, коли

lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = b, причому b = f(a), якщо a ∈ X.

Теорема. Нехай a – гранична точка перетину Df ∩ Dg обла-
стей визначення Df i Dg функцiй f i g вiдповiдно, lim

x→a
f(x) = b i
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lim
x→a

g(x) = c. Тодi:
1) lim

x→a
(f(x)± g(x)) = b± c;

2) lim
x→a

(f(x) · g(x)) = b · c;

3) lim
x→a

f(x)
g(x) = b

c , якщо c ̸= 0.

1. Довести, що точка a ∈ R є граничною точкою множини A ⊆ R
тодi i тiльки тодi, коли a є точкою лiвостороннього або право-
стороннього накопичення множини A.

2. Довести, що точка a = ∞ є граничною точкою множини A ⊆ R
тодi i тiльки тодi, коли −∞ або +∞ є граничною точкою мно-
жини A.

3. Нехай A ⊆ R i послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 граничних точок xn мно-

жини A збiгається до деякої точки a ∈ R. Довести, що точка a
є граничною точкою множини A.

4. Використовуючи означення границi функцiї мовою ”ε− δ” до-
вести, що:
а) lim

x→2
x2 = 4; б) lim

x→9

√
x = 3; в) lim

x→−8

3
√
x = −2;

г) lim
x→0

sinx = 0; ґ) lim
x→π

cos x = −1; д) lim
x→0

2x = 1.

5. Нехай b ∈ R. Сформулювати мовою ”ε−∆” такi твердження:
а) lim

x→∞
f(x) = b; б) lim

x→−∞
f(x) = b; в) lim

x→+∞
f(x) = b.

6. Нехай a ∈ R. Сформулювати мовою ”E − δ” такi твердження:
а) lim

x→a
f(x) = ∞; б) lim

x→a
f(x) = −∞;

в) lim
x→a

f(x) = +∞; г) lim
x→a−0

f(x) = ∞;

ґ) lim
x→a−0

f(x) = −∞; д) lim
x→a−0

f(x) = +∞;

е) lim
x→a+0

f(x) = ∞; є) lim
x→a+0

f(x) = −∞;

ж) lim
x→a+0

f(x) = +∞.
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7. Сформулювати мовою ”E −∆” такi твердження:
а) lim

x→∞
f(x) = ∞; б) lim

x→∞
f(x) = −∞;

в) lim
x→∞

f(x) = +∞; г) lim
x→−∞

f(x) = ∞;

ґ) lim
x→−∞

f(x) = −∞; д) lim
x→−∞

f(x) = +∞;

е) lim
x→+∞

f(x) = ∞; є) lim
x→+∞

f(x) = −∞;

ж) lim
x→+∞

f(x) = +∞.

8. Використовуючи означення мовою ”E−δ”, ”ε−∆” чи ”E−∆”
вiдповiдно, довести такi рiвностi:
а) lim

x→1

1
(x−1)2 = +∞; б) lim

x→+0

1√
x
= +∞;

в) lim
x→−∞

3x = 0; г) lim
x→∞

3
√
x = ∞;

ґ) lim
x→+0

ln x = −∞; д) lim
x→π

2 −0
tg x = +∞.

9. Використовуючи означення границi функцiї мовою послiдов-
ностей, довести, що таких границь не iснує:
а) lim

x→0
sin 1

x ; б) lim
x→0

cos πx ;

в) lim
x→∞

sin(πx); г) lim
x→∞

x cosx.

10. Використовуючи одностороннi границi, довести, що таких гра-
ниць не iснує:

а) lim
x→2

[x]; б) lim
x→0

sgn 1
x ; в) lim

x→0
e

1
x ;

г) lim
x→0

2
1
x ; ґ) lim

x→0
arctg 1

x ; д) lim
x→0

arcctg 1
x .

Знайти нижченаведенi границi рацiональних виразiв:

11. lim
x→∞

100−3x2

x+2010−x2 ; 12. lim
x→∞

x5+1
99x3−2x−2x5 ;

13. lim
x→∞

5x4+2x3+4x+1
1−x6 ; 14. lim

x→∞
13+2x−5x2−x3

28+4x4 ;

15. lim
x→∞

x6+2x3+1
44+x4 ; 16. lim

x→∞
15x5−x7

1+5x3−4x6 ;

17. lim
x→∞

a0x
n+a1x

n−1+···+an
b0xm+b1xm−1+···+bm , де a0, b0 ̸= 0;
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18. lim
x→∞

(x−1)(x−2)(x−3)(x−4)(x−5)
(5x−1)5 ; 19. lim

x→∞
(x−1)(x3−3)(x5−5)

x9−9 ;

20. lim
x→∞

(4x+1)10(3x−5)20

(1−18x3)10 ; 21. lim
x→∞

(2x−3)20(3x−2)30

(2x+1)50 ;

22. lim
x→0

(1+x)(1+2x)−1
x ; 23. lim

x→0

(2−x)(3+2x)−6
x ;

24. lim
x→0

(1+x)(1+2x)(1+3x)−1
x ; 25. lim

x→0

(1+3x)(2+2x)(3+x)−6
x ;

26. lim
x→0

(1+x)5−(1+5x)
x2+x5 ; 27. lim

x→0

(2−x)4+16(2x−1)
2x2+x7 ;

28. lim
x→1

x2+x−2
x2−3x+2 ; 29. lim

x→1

x2−1
2x2−x−1 ;

30. lim
x→2

x2−4x+4
x2−5x+6 ; 31. lim

x→3

x2−5x+6
x2−8x+15 ;

32. lim
x→−1

x2+5x+4
x2−1 ; 33. lim

x→−2

x2−7x−18
x2−x−6 ;

34. lim
x→−3

x2−9
x2+7x+12 ; 35. lim

x→1

x3−1
x4−5x+4 ;

36. lim
x→−3

x3+3x2−x−3
x3+27 ; 37. lim

x→1

x3−3x+2
x4−4x+3 ;

38. lim
x→1

x4−3x+2
x5−4x+3 ; 39. lim

x→2

x3−2x2−4x+8
x4−8x2+16 ;

40. lim
x→−1

x3−2x−1
x5−2x−1 ; 41. lim

x→1

x3−x2−x+1
x3−4x2+5x−2 ;

42. lim
x→−1

x3+3x+4
x3+4x2+5x+2 ; 43. lim

x→3

x4−18x2+81
x3−5x2+3x+9 ;

44. lim
x→−2

x4−16
x4+2x3−3x2−4x+4 ; 45. lim

x→−4

x3+7x2+8x−16
x4−32x2+256 ;

46. lim
x→2

(x2−x−2)20

(x3−12x+16)10 ; 47. lim
x→−3

(x2+x−6)30

(x3+5x2+3x−9)15 ;

48. lim
x→1

x+x2+···+xn−n
x−1 ; 49. lim

x→1

x100−2x+1
x50−2x+1 ;

50. lim
x→1

xn−1
xm−1 , де m,n ∈ N; 51. lim

x→1

xn+1−(n+1)x+n
(x−1)2 , де n ∈ N.

Знайти нижченаведенi границi iррацiональних виразiв:

52. lim
x→+∞

√
x+

√
x+

√
x

√
x+1

; 53. lim
x→+∞

3
√
x2+

3
√
x2+

3√
x2

3√2x2+5
;

54. lim
x→+∞

√
x+ 3

√
x+ 4

√
x√

2x+1
; 55. lim

x→+∞

5√14+15x4

3√
3x2+

4√
4x3+

5√
5x4

;
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56. lim
x→0

√
1+2x−1
x ; 57. lim

x→0

√
1−2x−x2−(1+x)

x ;

58. lim
x→4

√
1+2x−3√
x−2

; 59. lim
x→−1

√
3−x−2√
5−4x−3

;

60. lim
x→0

3
√
8+3x−2
x ; 61. lim

x→0

3√8+3x−x2−2
x+x2 ;

62. lim
x→0

3
√
27+x− 3

√
27−x

x+2
3√
x4

; 63. lim
x→2

√
x+2−2

3
√
x−1−1

;

64. lim
x→−8

√
1−x−3
2+ 3

√
x

; 65. lim
x→−5

3
√
4x−7+3√
4−x−3

;

66. lim
x→8

√
9+2x−5
3
√
x−2

; 67. lim
x→a

√
x−

√
a+

√
x−a√

x2−a2 , де a > 0;

68. lim
x→3

√
x+13−2

√
x+1

x2−9 ; 69. lim
x→−1

x2+3x+2√
1−3x−

√
3−x ;

70. lim
x→−2

3
√
x−6+2
x3+8 ; 71. lim

x→3

x3−27
3
√
x−11+2

;

72. lim
x→1

3
√
2x−1−1

3
√
3x+5− 3

√
5x+3

; 73. lim
x→−1

3
√
5+4x+ 3

√
4+5x

3
√
7−x−2

;

74. lim
x→16

4
√
x−2√
x−4

; 75. lim
x→0

√
1+x−

√
1−x

3
√
1+x− 3

√
1−x ;

76. lim
x→7

√
x+2− 3

√
x+20

4
√
x+9−2

; 77. lim
x→+∞

(

√
x+

√
x+

√
x−

√
x);

78. lim
x→+∞

x(
√
x2 + 2x− 2

√
x2 + x+ x);

79. lim
x→∞

( 3
√
x3 + x2 + 1− 3

√
x3 − x2 + 1);

80. lim
x→+∞

( 3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x).
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2.3. Важливi границi, застосування еквiвалентних до
знаходження границь

Мають мiсце такi рiвностi, якi називаються важливими грани-
цями:

1) lim
x→0

sin x
x = 1; 2) lim

x→0

1−cos x
x2 = 1

2 ;

3) lim
x→0

(1 + x)
1
x = lim

x→∞
(1 + 1

x )
x = e;

4) lim
x→0

ex−1
x = 1; 5) lim

x→0

ax−1
x = ln a, де a > 0;

6) lim
x→0

ln(1+x)
x = 1; 7) lim

x→0

(1+x)α−1
x = α.

Функцiї f(x) i g(x) називаються еквiвалентними при x→ a (по-
значається f(x) ∼ g(x) при x→ a), якщо lim

x→a

f(x)
g(x) = 1.

При x→ 0 мають мiсце такi еквiвалентностi:

x ∼ sinx ∼ arcsinx ∼ tg x ∼ arctg x ∼ ln(1 + x) ∼ (ex − 1) ∼

∼ ax−1
ln a ∼ (1+x)α−1

α i (1− cosx) ∼ 1
2x

2.

Теорема. Нехай f(x) ∼ g(x) при x → a, h(x) – довiльна фун-
кцiя. Тодi lim

x→a
(f(x)h(x)) = lim

x→a
(g(x)h(x)), причому цi двi границi

iснують або не iснують одночасно.

За допомогою важливих границь обчислити:

1. lim
x→0

sin(5x)
x ; 2. lim

x→0

sin(2x)
sin(7x) ;

3. lim
x→0

sin(ax)
sin(bx) , де a, b ̸= 0; 4. lim

x→0

tg x
x ;

5. lim
x→0

(x ctg (3x)); 6. lim
x→0

tg x−sin x
sin3 x

;

7. lim
x→0

1−cos(2x)
x2 ; 8. lim

x→0

sin2(3x)
1−cos(4x) ;

9. lim
x→0

sin(5x)−sin(3x)
sin x ; 10. lim

x→0

cos(3x)−cos x
x2 ;

11. lim
x→a

sin x−sin a
x−a ; 12. lim

x→a

cos x−cos a
x−a ;

13. lim
x→a

tg x−tg a
x−a ; 14. lim

x→a

ctg x−ctg a
x−a ;

37



15. lim
x→π

6

2 sin2 x+sin x−1
2 sin2 x−3 sin x+1

; 16. lim
x→ 2π

3

2 cos2 x+3 cos x+1
2 cos2 x−cos x−1 ;

17. lim
x→π

3

sin(x−π
3 )

1−2 cos x ; 18. lim
x→π

sin(2x)
sin(3x) ;

19. lim
x→π

sin(nx)
sin(mx) , де n,m ∈ N; 20. lim

x→π
2

cos(3x)
cos x ;

21. lim
x→0

sin(a+2x)−2 sin(a+x)+sin a
x2 ; 22. lim

x→0

sin(a+x)·sin(a+2x)−sin2 a
x ;

23. lim
x→0

√
1+sin2 x−1

cos x−1 ; 24. lim
x→0

√
1+tg x−

√
1+sin x

x3 ;

25. lim
x→0

√
1+x sin x−

√
cos x

x2 ; 26. lim
x→0

1−
√
cos x

tg(2x)(
√

1+sin(3x)−1)
;

27. lim
x→0

√
1−cos x2

1−cos x ; 28. lim
x→0

1−
√
cos x

1−cos
√
x
;

29. lim
x→0

(1 + 2x)
1
x ; 30. lim

x→0
(1− 3x)

1
x ;

31. lim
x→0

(1 + x2)ctg
2x; 32. lim

x→0
(1 + sin2 x)

1
x2 ;

33. lim
x→1

(1 + 2x2)
1
x2 ; 34. lim

x→−2
(1− 3x)

4
x2 ;

35. lim
x→∞

(x+2
x+1 )

3x; 36. lim
x→∞

(x
2+1
x2+2 )

x2

;

37. lim
x→0

(cosx)
1

sin2 x ; 38. lim
x→0

(cos(2x))ctg
2 x;

39. lim
x→0

( 1+tg x
1+sin x )

1
sin x ; 40. lim

x→0
( 1+tg x
1+sin x )

1
sin3 x ;

41. lim
x→1

(1 + sin(πx))ctg(πx); 42. lim
x→2

(cos(πx))
1

x−2 ;

43. lim
x→a

( sin xsin a )
1

x−a , де a ̸= πn, n ∈ Z; 44. lim
x→0

(
cos x

cos(2x)

) 1
x2

;

45. lim
x→0

(
tg(π4 − x)

)ctg x; 46. lim
x→0

(
tg(π4 + x)

) 1
2x ;

47. lim
n→∞

cosn x√
n
, де x ̸= 0; 48. lim

x→0
(sinx+ cosx)

1
3x2 ;

49. lim
x→0

ln(1+3x)
x ; 50. lim

x→0

sin(2x)
ln(1−4x) ;

51. lim
x→0

ln(1−tg2 x)
ln(1+5x2) ; 52. lim

x→0

ln(1−3
√
x)

ln(1+sin
√
x)

;

53. lim
x→0

ln cos x
tg x2 ; 54. lim

x→0

ln cos(2x)
ln cos(3x) ;
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55. lim
x→0

ln(cos(5x))
ln2(1−2x)

; 56. lim
x→0

ln(1−tg2(7x))
ln(cos(3x)) ;

57. lim
x→−∞

ln(1+3x)
ln(1+2x) ; 58. lim

x→+∞
ln(1+ 1

6x )

ln(1− 1
5x )

;

59. lim
x→a

ln x−ln a
x−a , де a > 0; 60. lim

x→10

lg x−1
x−10 ;

61. lim
x→0

ln(a+x)+ln(a−x)−2 ln a
x2 , де a > 0;

62. lim
x→0

(ex)2−1
x ; 63. lim

x→0

(ex)3−1
x ;

64. lim
x→0

esin x−1
x ; 65. lim

x→0

etg(2x)−1
ln(1+sin 3x) ;

66. lim
x→0

2tg x−1
ln(1−4x) ; 67. lim

x→0

ln2(1+
√
7x)

5sin(5x)−1
;

68. lim
x→0

ex
2
−1

ln cos(4x) ; 69. lim
x→0

ln(cos(5x))

etg2(3x)−1
;

70. lim
x→0

shx
x ; 71. lim

x→0

chx−1
x2 ;

72. lim
x→0

e5x−e3x
sin(5x)−sin(3x) ; 73. lim

x→0

eαx−eβx

sin(αx)−sin(βx) ;

74. lim
x→2

2x−4
x−2 ; 75. lim

x→b

ax−ab
x−b , де a > 0;

76. lim
n→∞

(
n
√
a+

n√
b

2

)n
, де a, b > 0;

77. lim
x→0

(
ax+bx+cx

3

) 1
x , де a, b, c > 0;

78. lim
x→0

(
ax+1+bx+1+cx+1

a+b+c

) 1
x

, де a, b, c > 0;

79. lim
x→0

(x+ ex)
1
x ; 80. lim

x→0
(ex − sinx)

1
x ;

81. lim
x→0

(1+3x)
1
2 −1

x ; 82. lim
x→0

(1−2x)
1
3 −1

x ;

83. lim
x→0

(1+
√
2x)

1
4 −1

ln(1+
√
x)

; 84. lim
x→0

(1− 3√2x)−
1
3 −1

tg 3
√
x

;

85. lim
x→0

(1+
√
x)α−1√
sin x

; 86. lim
x→0

√
1+sin x2−1

ln(1+arcsin2x)
;

87. lim
x→0

ln(1−arctg x)
3
√

1−tg2
√
x−1

; 88. lim
x→∞

(
(x+1
x−1 )

1
5 − 1

)
sin 1

x ;

89. lim
x→+∞

((
x2−1
x2+1

)α
− 1
)
ctg2 1

x ; 90. lim
x→a

xα−aα
xβ−aβ , де a > 0;
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91. lim
x→a

ax−xa

x−a , де a > 0; 92. lim
x→a

xx−aa
x−a , де a > 0.

Використовуючи важливi границi або переходячи до еквiвален-
тних функцiй, обчислити такi границi:

93. lim
x→0

ln(x2+
√
1+x2)

ln(1+x(ex−1)) ; 94. lim
x→0

√
1+x sin x−1

earctg2x−1
;

95. lim
x→0

cos(xex)−cos(xe−x)
x3 ; 96. lim

x→0

sin(xex)−sin(xe−x)
x2 ;

97. lim
x→0

cos(xex)−cos(xe−x)
x3 ; 98. lim

x→0

sin(xex)−sin(xe−x)
x2 ;

99. lim
x→0

ln(x2+ex)
ln(x4+e2x) ; 100. lim

x→+∞
ln(x2+ex)
ln(x4+e2x) ;

101. lim
x→0

ln(1+arcsin(3x))(3sin x2
−1)

(etg x−1) ln(cos(2x)) ; 102. lim
x→0

ln(1+sin(4x))(4tg
2 x−1)

(esin(3x)−1) ln(cos(7x))
;

103. lim
x→0

5arctg
2(3x)−1

((1+sin x)
1
3 −1) ln2(1+

√
6x)

; 104. lim
x→0

(1+arctg
√
x)

1
5 −1

ln(1+ 3√sin x)(e
6√
arcsin x−1)

;

105. lim
x→0

sin(e
√

x−1) tg(2
√

x−1)

ln(cos 3√5x) ln(cos 6√2x)
; 106. lim

x→0

earcsin
2(2x)−1

((1+tg x)
1
2 −1) ln2(1−

√
3x)

;

107. lim
x→0

sin(e3x−1) ln(cos
√
x)

arcsin(
√
1+3x2−1)

; 108. lim
x→0

ln(cos(e2x−1))

ln(1+arcsin(ex2−1))
;

109. lim
x→0

√
1+ln2(1+

√
3x)−1

sin2(etg
√

x−1)
; 110. lim

x→0

(e3x
2
−1) ln(1−sin3 3

√
x)

arctg3(ln(cos
√
x))

;

111. lim
x→0

(e2 arcsin
√

x−1) ln(1−tg2 4√
sin x3)√

cos(2x)−1
;

112. lim
x→0

ln( 1+x
1−x )

arctg(1+x)−arctg(1−x) ; 113. lim
x→0

arctg(a+x)−arctg a
x ;

114. lim
x→∞

x
(
π
4 − arctg x

x+1

)
; 115. lim

x→+∞
x
(
π
2 − arcsin x√

x2+1

)
.
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2.4. Неперервнi функцiї

Нехай X ⊆ R, f : X → R i x0 ∈ X. Функцiя f називається непе-
рервною в точцi x0, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що
для довiльного x ∈ X з нерiвностi |x− x0| < δ випливає нерiвнiсть
|f(x) − f(x0)| < ε. Мовою околiв це означення має такий вигляд:
функцiя f неперевна в точцi x0, якщо для довiльного околу V то-
чки f(x0) в R iснує окiл U точки x0 в R, такий, що f(x) ∈ V для
всiх x ∈ U ∩X. Кажуть також, що точка x0 є точкою неперервно-
стi функцiї f . Якщо, крiм того, x0 є граничною точкою областi
визначення функцiї f , то f неперервна в точцi x0 тодi i тiльки тодi,
коли lim

x→x0

f(x) = f(x0).

Функцiя y = f(x) називається неперервною на множинi A ⊆ Df ,
якщо вона неперервна в кожнiй точцi множини A. Функцiї, непе-
рервнi на всiй своїй областi визначення, називаються неперервними.

Якщо точка x0 є граничною точкою областi визначення функцiї
y = f(x) i функцiя f не є неперервною в точцi x0, то f називається
розривною в точцi x0, а точка x0 – точкою розриву функцiї f .

Точка розриву x0 функцiї y = f(x) називається то-
чкою розриву першого роду, якщо iснують скiнченнi границi
f(x0 − 0) = lim

x→x0−0
f(x) i f(x0 + 0) = lim

x→x0+0
f(x). Рiзниця hf (x0) =

f(x0 + 0) − f(x0 − 0) називається стрибком функцiї f в точцi x0.
Якщо hf (x0) = 0, тобто f(x0 + 0) = f(x0 − 0), то точка розриву x0
функцiї f називається точкою усувного розриву.

Якщо хоча б одна з границь lim
x→x0−0

f(x) i lim
x→x0+0

f(x) не iснує

або нескiнченна, то точка розриву x0 функцiї y = f(x) називається
точкою розриву другого роду. Зокрема, у випадку, коли хоча б одна
з границь нескiнченна, точку розриву називають також точкою
нескiнченного розриву.

Теорема 1. Нехай X ⊆ R i функцiї f : X → R та g : X → R
неперервнi в точцi x0 ∈ X. Тодi функцiї f(x) ± g(x), f(x) · g(x) i
f(x)
g(x) , якщо g(x0) ̸= 0, також неперервнi в точцi x0.

Теорема 2. Нехай X,Y ⊆ R, функцiя f : X → Y неперервна в
точцi x0 ∈ X i функцiя g : Y → R неперервна в точцi y0 = f(x0).
Тодi функцiя h = g ◦ f також неперервна в точцi x0.

1. Нехай x0 – iзольована точка областi визначення функцiї y =
f(x), тобто x0 ∈ Df i x0 не є граничною точкою множини Df .
Довести, що f неперервна в точцi x0.

2. За допомогою ”ε − δ”-мiркувань довести неперервнiсть таких
функцiй:
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а) y = ax+ b; б) y = x2; в) y = x3;

г) y = 1
x ; ґ) y =

√
x; д) y = 3

√
x;

е) y = sinx; є) y = cosx; ж) y = arctg x.

Дослiдити на неперервнiсть, визначити характер точок розриву
(якщо вони є) i зобразити графiки таких функцiй:

3. f(x) = |x|; 4. f(x) = −|x− 1|;

5. f(x) =
{

x2−4
x−2 , x ̸= 2;

3, x = 2;
6. f(x) =

{
x2−x−2
x+1 , x ̸= −1;

0, x = −1;

7. f(x) =
{

x2, x ≥ 0;
1− x, x < 0;

8. f(x) =
{

x− 3, x > 1;
2− x2, x ≤ 1;

9. f(x) =
{

1
(1+x)2 , x ̸= −1;

0, x = −1;
10. f(x) =

{
− 1

(x−3)2 , x ̸= 3;

3, x = 3;

11. f(x) =
{

sin x
x , x ̸= 0;
1, x = 0;

12. f(x) =
{
x sin 1

x , x ̸= 0;
0, x = 0;

13. f(x) =
{

sin 1
x , x ̸= 0;
1, x = 0;

14. f(x) =
{

cos 1
x , x ̸= 0;

−1, x = 0;

Визначити точки розриву нижченаведених функцiй i дослiдити
характер цих точок:

15. f(x) = x
(1+x)2 ; 16. f(x) = x2−1

x3−3x+2 ;

17. f(x) =
1
x− 1

x+1
1
x− 1

x−1

; 18. f(x) = x
sin x ;

19. f(x) =
√

1−cosπx
4−x2 ; 20. f(x) = cosπ

x

cosπ
x
;

21. f(x) = sgn(sin π
x ); 22. f(x) = sgn(cos 1x ).

42



2.5. Основнi теореми про неперервнi функцiї

Перша теорема Больцано–Кошi. Нехай функцiя y = f(x) не-
перервна на [a, b] i f(a)f(b) < 0. Тодi iснує таке c ∈ (a, b), що
f(c) = 0.

Друга теорема Больцано–Кошi. Нехай функцiя y = f(x) не-
перервна на деякому промiжку X, a, b ∈ X, a < b, f(a) = A i
f(b) = B. Тодi для довiльного числа C, яке знаходиться мiж A та
B, iснує таке c ∈ (a, b), що f(c) = C.

Теорема. Нехай функцiя y = f(x) визначена, строго зростає
(спадає) i неперервна на деякому промiжку X. Тодi на промiжку
Y = f(X) = {f(x) : x ∈ X} iснує обернена функцiя x = f−1(y), яка
є строго зростаючою (спадною) i неперервною.

Нехай X ⊆ R, f : X → R i A ⊆ X. Функцiя називається обме-
женою на множинi A, якщо iснують числа m,M ∈ R такi, що
m ≤ f(x) ≤M для кожного x ∈ A. Функцiї, обмеженi на всiй своїй
областi визначення, називаються обмеженими. Кажуть, що фун-
кцiя f має найбiльше (найменше) значення на множинi A, якщо
iснує таке x0 ∈ A, що для всiх x ∈ A виконується нерiвнiсть

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)).

Перша теорема Вейерштрасса. Кожна неперервна на вiдрiз-
ку функцiя обмежена на цьому вiдрiзку.

Друга теорема Вейерштрасса. Кожна неперервна на вiдрiзку
функцiя має на цьому вiдрiзку найбiльше i найменше значення.

1. Довести, що функцiя f(x) = x3 − 3x+ 1 має хоча б один нуль
на вiдрiзку [0, 1].

2. Довести, що рiвняння x5 + 3cos2x = sinx має хоча б один
розв’язок.

3. Довести, що кожен многочлен непарного степеня має хоча б
один дiйсний корiнь.

4. Знайти множину значень функцiї f(x) = arcsin(lg x
10 ).

5. Знайти множину значень функцiї f(x) = 2|x|
1+x2 .

6. Скiльки iснує неперервних функцiй y = f(x), визначених на
R, якi задовольняють умову y2 = x2?

7. Скiльки iснує неперервних функцiй y = f(x), визначених на
[−1, 1], якi задовольняють умову x2 + y2 = 1?
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8. Неперервна на вiдрiзку [a, b] функцiя має рiвно n нулiв: a =
x1 < x2 < · · · < xn = b. Довести, що на кожному iнтервалi
(xk, xk+1), k = 1, 2, . . . , n− 1, функцiя f зберiгає свiй знак.

9. Нехай неперервна функцiя f : R → R така, що f (f(x)) = x
для кожного x ∈ R. Довести, що iснує таке c ∈ R, що f(c) = c.

10. Нехай функцiя f : [a, b] → R – зростає на вiдрiзку [a, b] i
f([a, b]) = {f(x) : x ∈ [a, b]} = [f(a), f(b)]. Довести, що фун-
кцiя f неперервна на [a, b].

11. Довести, що функцiя f(x) =

{
sin 1

x , x ̸= 0;
0, x = 0;

на довiльному

вiдрiзку [0, a], де a > 0, набуває всiх значень мiж f(0) i f(a),
але функцiя f не є неперервною на [0, a].

12. Нехай y = f(x) – строго додатна неперервна на вiдрiзку [a, b]
функцiя. Довести, що iснує таке c > 0, що f(x) > c для всiх
x ∈ [a, b].

13. Нехай a ∈ R i функцiя y = f(x) неперервна на промiжку
[a,+∞), причому iснує скiнченна границя lim

x→+∞
f(x). Довести,

що функцiя f обмежена на [a,+∞).

14. Нехай функцiя y = f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b] i
x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b]. Довести, що iснує таке c ∈ [a, b], що
f(c) = 1

n (f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)).

15. Нехай функцiя y = f(x) неперервна i обмежена на промiжку
[a,+∞). Довести, що для довiльного числа T > 0 iснує послi-
довнiсть (xn)

∞
n=1 точок xn ∈ [a,+∞), така, що lim

n→∞
xn = +∞ i

lim
n→∞

(f(xn)− f(xn + T )) = 0.

16. Функцiї f i g – такi неперервнi перiодичнi функцiї на R, що
lim

x→+∞
(f(x)− g(x)) = 0. Довести, що f(x) = g(x) для всiх x ∈

R.

17. Яка властивiсть графiка функцiї y = f(x) означає, що функцiя
f має обернену f−1, яка збiгається з функцiєю f?

18. Довести, що розривна функцiя y = (1+x2) sgnx має неперерв-
ну обернену функцiю.
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Роздiл III. Диференцiальне числення функцiй однiєї
змiнної

3.1. Похiдна функцiї та її знаходження

Нехай задано функцiю y = f(x) i x0 ∈ Df – гранична точка
множини Df . Для кожного x ∈ Df число ∆x = x− x0 називається
приростом аргументу, а число ∆f(x0) = f(x)−f(x0) – вiдповiдним
приростом функцiї f у точцi x0.

Якщо iснує скiнченна границя вiдношення приросту функцiї f у
точцi x0 до приросту аргументу в цiй точцi при ∆x → 0, то вона
називається похiдною функцiї f у точцi x0 i позначається f ′(x0)

або df
dx (x0), тобто

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
=

= lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Теорема 1. Якщо функцiя f має похiдну в точцi x0, то вона
неперервна в цiй точцi.

Теорема 2 (правила знаходження похiдних). Якщо C –
стала, а функцiї u i v мають похiднi в точцi x0, то функцiї Cu,
u± v, uv,

u

v
(якщо v(x0) ̸= 0) також мають похiднi в цiй точцi i

1) (Cu)′(x0) = Cu′(x0);

2) (u± v)′(x0) = u′(x0)± v′(x0);

3) (uv)′(x0) = u′(x0)v(x0) + u(x0)v
′(x0);

4)
(u
v

)′
(x0) =

u′(x0)v(x0)− u(x0)v
′(x0)

v2(x0)
.

Теорема 3 (похiдна складеної функцiї). Нехай функцiя φ :
T → X має похiдну в точцi t0 ∈ T , а функцiя f : X → Y має
похiдну в точцi x0 = φ(t0) ∈ X. Тодi складена функцiя g : T → Y ,
g(t) = f(φ(t)), також має похiдну в точцi t0, причому

g′(t0) = f ′(x0)φ
′(t0).
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Теорема 4 (таблиця похiдних). Якщо C, p ∈ R, a > 0 (a ̸= 1),
то для всiх тих x, для яких iснують вiдповiднi вирази, правильнi
такi рiвностi:

1) C ′ = 0; 2) (xp)′ = p xp−1;
3) ( 1x )

′ = − 1
x2 ; 4) (

√
x)′ = 1

2
√
x
;

5) (ex)′ = ex; 6) (ax)′ = ax ln a;
7) (lnx)′ = 1

x ; 8) (loga x)
′ = 1

x ln a ;
9) (sinx)′ = cosx; 10) (cosx)′ = − sinx;

11) (tg x)′ = 1
cos2 x ; 12) (ctg x)′ = − 1

sin2 x
;

13) (arcsinx)′ = 1√
1−x2

; 14) (arccosx)′ = − 1√
1−x2

;

15) (arctg x)′ = 1
1+x2 ; 16) (arcctg x)′ = − 1

1+x2 ;
17) (shx)′ = chx; 18) (chx)′ = shx;
19) (thx)′ = 1

ch2 x
; 20) (cthx)′ = − 1

sh2 x
.

1. Використовуючи означення похiдної, знайти f ′(x), якщо:
а) f(x) = x2, x ∈ R; б) f(x) = x3, x ∈ R;

в) f(x) =
1

x
, x ̸= 0; г) f(x) =

1

x2
, x ̸= 0;

ґ) f(x) =
√
x, x > 0; д) f(x) = 3

√
x, x ̸= 0.

2. Знайти f ′(1), f ′(2) i f ′(3), якщо f(x) = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3.

3. Знайти f ′(−1) i f ′(5), якщо f(x) = (x+ 1)(x− 5)2.

4. Знайти f ′(2), якщо f(x) = x2 sin(x− 2).

5. Знайти f ′(3), якщо f(x) = x tg (x− 3).

6. Знайти f ′(1), якщо f(x) = x+ (x− 1) arcsin

√
x

x+ 1
.

7. Знайти f ′(−1), якщо f(x) = x+ (x+ 1) arctg

√
x

x− 2
.

Використовуючи правила знаходження похiдних i таблицю похi-
дних, знайти похiднi таких функцiй:

8. f(x) = 10x2 − 18x+ 1; 9. f(x) = 8x4 − 3x3 + 1
2x

2 − 7;

10. f(x) =
1

x
+

2

x2
; 11. f(x) =

3

x
− 1

x3
;

12. f(x) =
√
x− 3

√
x+

4
4
√
x

; 13. f(x) = 4
√
x+ 8 4

√
x− 3

3
√
x

;

14. f(x) = (x2 − 1)(x3 + 2); 15. f(x) = (x4 + 2x)(x2 − 5);
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16. f(x) = (1− x)(1− x2)(1− x3);

17. f(x) = (x+ 1)(x2 + 2)(x3 + 3);

18. f(x) =
2x

1− x2
; 19. f(x) =

1 + x− x2

1− x+ x2
;

20. f(x) =
x3 + 20

(x+ 1)2
; 21. f(x) =

2− x2

(x− 1)3
;

22. f(x) = x(sinx+ cosx); 23. f(x) = arccosx arcsinx;

24. f(x) =
arcsinx

arccosx
; 25. f(x) =

sinx

tg x+ cosx
;

26. f(x) = x2tg x arctg x; 27. f(x) = x4 ctg x arcctg x;
28. f(x) = x4 lnx; 29. f(x) = x3 lnx;

30. f(x) =
1− lnx

1 + lnx
; 31. f(x) =

lnx

lnx+ x2
;

32. f(x) = ex ctg x; 33. f(x) = ex cosx;

34. f(x) =
ex

arcctg x
; 35. f(x) =

ex

arctg x
;

36. f(x) =
√
x

3x
; 37. f(x) =

x

4x
;

38. f(x) = 10x lg x; 39. f(x) = 5x lg x;
40. f(x) = 2 shx− 3 thx; 41. f(x) = 4 chx+ 5 cthx;
42. f(x) = chx cthx; 43. f(x) = shx thx;

44. f(x) = sinx arccosx arctg x ex;
45. f(x) = cosx arcsinx tg x lnx.

Знайти похiднi таких складених функцiй:

46. f(x) =
√
1 + x2; 47. f(x) =

√
2x+ x4;

48. f(x) = 3

√
1 + x

1− x
; 49. f(x) = 3

√
2− x

3 + x
;

50. f(x) = cos 2x− sin 3x; 51. f(x) = tg 4x− ctg 5x;
52. f(x) = sin(cosx); 53. f(x) = cos(sinx);
54. f(x) = cos3 x; 55. f(x) = sin2 x;

56. f(x) =
sin2 x

cos(x2)
; 57. f(x) =

sin(x3)

cos2 x
;

58. f(x) = e−x
2

; 59. f(x) = ex
3

;
60. f(x) = ln(ln(lnx)); 61. f(x) = lg(lg(lg x));
62. f(x) = 3ctg (ln3 x); 63. f(x) = 2tg

1
ln x ;

64. f(x) = ex + ee
x

+ ee
ex

; 65. f(x) = ee
x

+ ex
e

+ xe
e

;
66. f(x) = ln(x+

√
x2 ± 1); 67. f(x) = ln(ex +

√
1 + e2x);
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68. f(x) = arcsin(sinx); 69. f(x) = arccos(cosx);

70. f(x) = ln(chx) +
1

2ch2x
; 71. f(x) =

chx

sh2x
− ln

(
cth

x

2

)
;

72. f(x) = x(sin(lnx)− cos(lnx)); 73. f(x) = xx;

74. f(x) = ln

√
1 + sinx

1− sinx
; 75. f(x) = x

√
x;

76. f(x) = arcctg

(
sinx+ cosx

sinx− cosx

)
; 77. f(x) = (sinx)cos x;

78. f(x) = 2arctg (x+
√
1 + x2); 79. f(x) = (cosx)sin x;

80. f(x) = x+ xx + xx
x

; 81. f(x) = (lnx)x;
82. f(x) = xx

e

+ xe
x

+ ex
x

; 83. f(x) = xln x.
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3.2. Геометричний та механiчний змiст похiдної

Геометричний змiст. Нехай l – деяка крива на площинi, M0 ∈ l
– фiксована точка, а M ∈ l – довiльна точка кривої l. Пряма M0T
називається дотичною до кривої l у точцi M0, якщо кут мiж пря-
мими M0T i M0M прямує до нуля при M → M0. Iншими словами,
дотична M0T – це граничне положення сiчної M0M при M →M0.

Нехай задано функцiю y = f(x), яка має похiдну в точцi x0 ∈ Df .
Тодi iснує дотична до графiка цiєї функцiї в точцi x0 i її кутовий
коефiцiєнт (тобто тангенс кута нахилу прямої до осi Ox) дорiвнює
f ′(x0). У цьому полягає геометричний змiст похiдної. Враховуючи
це, рiвняння дотичної до графiка функцiї f у точцi x0 має вигляд

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Нехай задано двi функцiї f та g, якi мають похiднi в точцi x0
i графiки яких перетинаються в цiй точцi. Кутом мiж графiками
функцiй f та g в точцi x0 називається кут φ мiж дотичними до
графiкiв цих функцiй, проведеними в цiй точцi. Вiн обчислюється
за формулою

φ =

{
arctg

∣∣∣ f ′(x0)−g′(x0)
1+f ′(x0)g′(x0)

∣∣∣ , якщо f ′(x0)g
′(x0) ̸= −1;

π
2 , якщо f ′(x0)g

′(x0) = −1.

Механiчний змiст. Точка P рухається вздовж числової прямої,
s(t) — координата точки P у момент часу t. Нехай t1, t2 — два
моменти часу, причому t1 < t2. Середня швидкiсть руху точки за
перiод часу [t1, t2] дорiвнює

s(t2)− s(t1)

t2 − t1
,

де s(t2)−s(t1) — шлях, який пройдено за час t2−t1. Миттєва швид-
кiсть у точцi t1 визначається як границя

lim
t2→t1+0

s(t2)− s(t1)

t2 − t1
.

Отже, миттєва швидкiсть v(t) точки P у момент часу t є похiдна у
точцi t вiд шляху s: v(t) = s′(t). Якщо миттєва швидкiсть точки у
момент часу t вiдома, то наближене значення шляху, який пройдено
за промiжок часу [t, t+∆t], дорiвнює наближено s′(t)∆t.

Якщо швидкiсть руху v не стала i сама змiнюється з часом t,
то розглядають прискорення — «швидкiсть змiни швидкостi». Гра-
ниця вiдношення приросту швидкостi ∆v до приросту часу ∆t дає
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прискорення руху в момент часу t. Отже, прискорення — це похiдна
вiд швидкостi за часом: a(t) = v′(t).

Скласти рiвняння дотичної до графiка функцiї y = f(x) у точцi
x0, якщо:

1. f(x) = x3, x0 = −1; 2. f(x) = x3 − 3x, x0 = 2;
3. f(x) = 3− 2x2, x0 = −2; 4. f(x) = (3x− 7)3, x0 = 3;

5. f(x) = − 2

x
, x0 = 1; 6. f(x) =

3

x2
, x0 = 1;

7. f(x) =
√
x, x0 = 4; 8. f(x) =

√
2x− 1, x0 = 5;

9. f(x) =
x2 − 1

x
, x0 = −2; 10. f(x) = x

√
x− 1, x0 = 2;

11. f(x) = sinx, x0 = 0; 12. f(x) = cos 2x, x0 = π
12 ;

13. f(x) = sin2 3x, x0 = π
12 ; 14. f(x) = tg (x− π

4 ), x0 = π
2 ;

15. f(x) = x2e−x, x0 = 1; 16. f(x) = x(lnx− 1), x0 = e.

17. Знайти кут нахилу до осi Ox дотичної до графiка функцiї
f(x) = x2 lnx у точцi x0 = 1.

18. Пiд яким кутом до осi Ox нахилена дотична, проведена до
графiка функцiї f(x) = 2x3 − x у точцi перетину з вiссю Oy?

19. В яких точках дотична до графiка функцiї f(x) = 1
3x

3− 5
2x

2+
7x− 4 утворює з вiссю Ox кут 45o?

20. В яких точках кутовий коефiцiєнт дотичної до графiка функцiї
f(x) = 2x3 − 2x2 + x− 1 дорiвнює 3?

21. Знайти кут, який утворює з вiссю ординат дотична до графiка
функцiї f(x) = 2

3x
5− 1

9x
3, проведена в точцi з абсцисою x0 = 1.

22. Пiд яким кутом графiк функцiї f(x) = ex перетинає вiсь Oy?

23. Пiд яким кутом нахилена до осi Ox дотична, проведена до
графiка функцiї f(x) = x3 − x2 − 7x+ 6 у точцi M(2;−4)?

24. На графiку функцiї y = x(x−4)3 знайти точки, в яких дотичнi
паралельнi до осi Ox.

25. Довести, що дотичнi, проведенi до графiка функцiї f(x) = x−4
x−2

в точках його перетину з осями координат, паралельнi.

26. Знайти точку, в якiй дотична до графiка функцiї f(x) = x2 +
5x+ 1 паралельна до прямої y = 3x+ 1.

27. В яких точках дотична до графiка функцiї f(x) = 2+ x − x2:
а) паралельна до осi Ox;
б) паралельна до бiсектриси першого координатного кута?
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28. В точцi M(1; 8) до кривої y =
√
(5− x2/3)3 проведена дотична.

Знайти довжину її вiдрiзка мiж осями координат.
29. Знайти площу трикутника, утвореного бiсектрисами координа-

тних кутiв i дотичною до кривої y =
√
x2 − 5 у точцi M(3; 2).

30. Довести, що парабола y = ax2 + bx + c (a ̸= 0, b2 − 4ac > 0)
перетинає вiсь Ox пiд рiвними кутами.

31. Скласти рiвняння дотичних до параболи y = 1−x2, що прохо-
дять через точку M(0; 3).

32. Скласти рiвняння дотичних до параболи y = x2 − 4x + 3, що
проходять через точку M(2;−5).

33. Скласти рiвняння дотичних до кривих y = 2x2−5 i y = x2−3x+
5, що проходять через точки перетину цих кривих, та знайти
кут мiж цими дотичними.

34. Пiд яким кутом перетинаються графiки функцiй
а) y = lnx i y = 1− x;
б) y = ex i y = 1− x;
в) y = 2x i y = 3− x;
г) y = arcsinx i y = arccosx;
ґ) y = arctg x i y = arcctg x?

35. Пiд якими кутами перетинаються лiнiї
а) y = x2 i x = y2;
б) y = x3 i x = y3;
в) y = sinx i y = cosx?

36. Перемiщення об’єкта на s метрiв вiдносно точки P через t се-
кунд задається рiвнянням s(t) = 2.1 + 1.7t2 − 0.2t3.

(а) Знайти миттєву швидкiсть i прискорення об’єкта через 5 с.
(б) Знайти початкове змiщення автомобiля вiдносно точки P .
(в) Знайдiть середню швидкiсть протягом перших 5 с руху.

37. Об’єкт рухається вздовж прямої. Через t секунд пiсля того,
як вiн пройшов точку O, його змiщення x метрiв вiдносно O
задається рiвнянням x = 0.1t3 − 1.2t2 + 3.5t.

(а) Знайти швидкiсть i прискорення об’єкта через 6 секунд
пiсля проходження точки O.

(б) Якою є швидкiсть об’єкта в момент, коли вiн уперше по-
вертається в точку O?

(в) Знайдiть перший момент часу, коли швидкiсть дорiвнює
нулю, i змiщення об’єкта вiдносно точки O у цей момент.
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3.3. Диференцiал функцiї та його застосування

Функцiя y = f(x) називається диференцiйовною в точцi
x0 ∈ Df , якщо її прирiст у цiй точцi можна подати у виглядi

(∆f)(x0) = A∆x+ α(∆x)∆x, (1)

де A ∈ R, а α(∆x) – нескiнченно мала при ∆x→ 0.
Теорема 1. Функцiя y = f(x) диференцiйовна в точцi x0 ∈ Df

тодi й лише тодi, коли вона має похiдну в цiй точцi, причому
A = f ′(x0), де A – константа з формули (1).

Нехай функцiя y = f(x) диференцiйовна в точцi x0 ∈ Df . Тодi
головна лiнiйна частина її приросту в цiй точцi називається дифе-
ренцiалом функцiї f у точцi x0 i позначається df(x0).

Диференцiал функцiї f(x) = x позначається через dx. Оскiльки
dx = ∆x для незалежної змiнної x, то диференцiал df(x0) довiльної
диференцiйовної в точцi x0 функцiї f можна подати у виглядi

df(x0) = f ′(x0) dx.

Ця формула залишається правильною i в тому випадку, коли змiнна
x є функцiєю вiд iншої незалежної змiнної (властивiсть iнварiан-
тностi форми першого диференцiала).

Теорема 2. Якщо C – стала, а u i v – диференцiйовнi функцiї,
то

1) d(Cu) = Cdu; 2) d(u± v) = du± dv;

3) d(uv) = u dv + v du; 4) d
(u
v

)
=
v du− u dv

v2
.

Нехай функцiя y = f(x) диференцiйовна в точцi x0 ∈ Df . Тодi
для малих значень приросту аргументу ∆x, для яких x0 +∆x ∈ Df ,
маємо

f(x0 +∆x)− f(x0) = (∆f)(x0) ≈ df(x0).

Тому
f(x0 +∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x.

Якщо функцiя задається параметричними рiвняннями x = φ(t),
y = ψ(t), t ∈ T , де φ i ψ – диференцiйовнi на T , причому φ(t) ̸= 0
на T , то вона диференцiйовна на множинi X = φ(T ), причому її
похiдна задається такими параметричними рiвняннями:

x = φ(t), y′(x) =
dy

dx
=
ψ′(t)

φ′(t)
, t ∈ T.

1. Для функцiї f(x) = x3 − 2x + 1 обчислити ∆f(1) та df(1) i
порiвняти їх, якщо:
а) ∆x = 1; б) ∆x = 0, 1; в) ∆x = 0, 01.
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Знайти диференцiал функцiї f , якщо:

2. f(x) = 1
x ; 3. f(x) = 1

x2 ;

4. f(x) = 1
aarctg

x
a (a ̸= 0); 5. f(x) = 1

2a ln
x−a
x+a (a ̸= 0);

6. f(x) = ln(x+
√
x2 + a); 7. f(x) = arcsinxa (a ̸= 0).

Обчислити такi диференцiали:

8. d( 1
x3 + 3

√
x); 9. d(arcsinx− x3); 10. d(xex);

11. d(sinx− x cosx); 12. d
(

ln x√
x

)
; 13. d

(
x√

1−x2

)
;

14. d(
√
a2 + x2); 15. d(ln(1− x2)); 16. d(arccos 1x ).

Нехай u, v, w – диференцiйовнi функцiї вiдносно x. Знайти dy,
якщо:

17. y = uvw; 18. y = uv − v

w
; 19. y =

u

v2
;

20. y = arctguv ; 21. y = ln
√
u2 + v2; 22. y =

1√
u2 + v2

.

Замiнюючи прирiст функцiї вiдповiдним диференцiалом, обчи-
слити наближенi значення таких виразiв:

23.
√
0, 98; 24. 3

√
1, 03; 25. 3

√
30; 26. 4

√
80;

27. sin 29◦; 28. cos 121◦; 29. arctg 1, 05; 30. arcctg 0, 98.

Обчислити:

31.
d(x3 − 2x6 − x9)

d(x3)
; 32.

d
(
sin x
x

)
d(x2)

; 33.
d(sinx)

d(cosx)
;

34.
d(tg x)

d(ctg x)
; 35.

d(arcsinx)

d(arccosx)
; 36.

d(arctg x)

d(arcctg x)
.

Знайти похiднi y′(x) вiд нижченаведених параметрично заданих
функцiй:

37. x =
3
√
1−

√
t, y =

√
1− 3

√
t;

38. x = sin2 t, y = cos2 t;
39. x = a cos t, y = b sin t (a, b > 0);
40. x = a ch t, y = b sh t (a, b > 0);
41. x = a cos3 t, y = a sin3 t (a > 0);
42. x = a (t− sin t), y = a (1− cos t) (a > 0);
43. x = e2t cos2 t, y = e2t sin2 t;
38. x = arcsin t√

1+t2
, y = arccos 1√

1+t2
.
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3.4. Похiднi та диференцiали вищих порядкiв

Нехай функцiя f диференцiйовна в кожнiй точцi деякої множини
X ⊆ Df , яка є околом точки x ∈ X. Якщо функцiя f ′ диферен-
цiйовна в точцi x, то її похiдна в цiй точцi називається похiдною
другого порядку функцiї f i позначається через f ′′(x) або d2f

dx2 (x),
тобто

f ′′(x) = (f ′(x))′.
При цьому кажуть, що функцiя f двiчi диференцiйовна в точцi x.

Аналогiчно, якщо для деякого n ≥ 2 функцiя f має похiдну (n−
1)-го порядку в кожнiй точцi деякої множиниX ⊆ Df , яка є околом
точки x ∈ X, i ця похiдна f (n−1) диференцiйовна в точцi x, то
похiдна функцiї f (n−1) в точцi x називається похiдною n-го порядку
функцiї f у точцi x i позначається через f (n)(x) або dnf

dxn (x), тобто

f (n)(x) = (f (n−1)(x))′.

При цьому кажуть, що f є n разiв диференцiйовною в точцi x.
Якщо функцiя f n разiв диференцiйовна в точцi x (n ≥ 2), то

диференцiалом n-го порядку вiд функцiї f називається диференцiал
вiд диференцiала (n − 1)-го порядку вiд функцiї f i позначається
вiн dnf(x), тобто

dnf(x) = d(dn−1f(x)).
Якщо x – незалежна змiнна, то

dnf(x) = f (n)(x) dxn.

Теорема 1 (похiднi n-го порядку вiд елементарних фун-
кцiй). Нехай n ∈ N, p ∈ R, a > 0 (a ̸= 1). Тодi для всiх тих x, для
яких iснують вiдповiднi вирази, правильнi такi рiвностi

1) (sinx)(n) = sin
(
x+ nπ

2

)
; 2) (cosx)(n) = cos

(
x+ nπ

2

)
;

3) (ex)(n) = ex; 4) (ax)(n) = ax lnn a;
5) (xp)(n) = p(p− 1)...(p− n+ 1)xp−n;

6) (lnx)(n) = (−1)(n−1) (n−1)!
xn .

Теорема 2 (формула Лейбнiца). Якщо u i v – n разiв дифе-
ренцiйовнi функцiї (n ∈ N), то

(uv)(n) =

n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k).

Знайти f ′′(x), якщо:
1. f(x) = x

√
1 + x2; 2. f(x) = (1 + x2) arctg x;

3. f(x) =
x√

1− x2
; 4. f(x) =

arcsinx√
1− x2

;

5. f(x) = e−x
2

; 6. f(x) = tg x;
7. f(x) = x sinx; 8. f(x) = x lnx;
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9. f(x) = x [sin(lnx) + cos(lnx)].

10. Знайти f(0), f ′(0) i f ′′(0), якщо f(x) = esin x cos(sinx).

11. Нехай u i v – двiчi диференцiйовнi функцiї вiдносно x. Знайти
y′′, якщо:

а) y = u2; б) y = ln u
v ; в) y =

√
u2 + v2; г) y = uv.

12. Нехай f – тричi диференцiйовна функцiя вiдносно x. Знайти
y′′ i y′′′, якщо:
а) y = f(x2); б) y = f( 1x ); в) y = f(ex); г) y = f(lnx).

13. Для функцiї y = ex знайти d2y у двох випадках:
а) x – незалежна змiнна; б) x = φ(t).

14. Вважаючи x незалежною змiнною, знайти d2y, якщо:

а) y =
√
1 + x2; б) y = ln x

x ; в) y = xx.

15. Нехай u i v – двiчi диференцiйовнi функцiї вiдносно x. Знайти
d2y, якщо:
а) y = uv; б) y = arctg u

v ; в) y = umvn (m,n ∈ R);
г) y = u

v ; ґ) y = au (a > 0); д) y = ln
√
u2 + v2.

16. Знайти похiднi y′(x), y′′(x) i y′′′(x) вiд нижченаведених пара-
метрично заданих функцiй:
а) x = 2t− t2, y = 3t− t3;
б) x = a cos t, y = a sin t (a > 0);
в) x = a (t− sin t), y = a (1− cos t) (a > 0);
г) x = et cos t, y = et sin t.

17. Знайти y(6) i y(7), якщо y = x(2x− 1)2(x+ 3)3.
Для нижченаведених функцiй знайти похiдну y(n) вказаного по-

рядку n:

18. y =
√
x, n = 10; 19. y = 3

√
x, n = 15;

20. y = x2

1−x , n = 8; 21. y = 1+x√
1−x , n = 80;

22. y = x2 e2x, n = 20; 23. y = x2 2x, n = 32;
24. y = x2 sin 3x, n = 30; 25. y = x2 cos 4x, n = 40;
26. y = x shx, n = 100; 27. y = x3chx, n = 25;
28. y = x lnx, n = 8; 29. y = ln x

x , n = 5;
30. y = ex cosx, n = 4; 31. y = sin2 x lnx, n = 6;
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32. y = sinx sin 2x sin 3x, n = 10;

33. y = cosx cos 2x cos 3x, n = 12.

Для нижченаведених функцiй знайти диференцiал dny вказано-
го порядку n:

34. y = x5, n = 5; 35. y = 1√
x
, n = 3;

36. y = x cos 2x, n = 8; 37. y = x sin 3x, n = 7;
38. y = ex lnx, n = 4; 39. y = cosx chx, n = 6.

Вважаючи, що u – n разiв диференцiйовна функцiя вiд x, знайти
диференцiал dny вказаного порядку n для таких функцiй:

40. y = u2, n = 10; 41. y = eu, n = 4; 42. y = lnu, n = 3.

Знайти похiдну y(n) (n ∈ N) для таких функцiй:

43. y = 1√
1−2x

; 44. y = ax+b
cx+d ;

45. y = 1
x(1−x) ; 46. y = 1

x2−3x+2 ;

47. y = sin2 x; 48. y = cos2 x;
49. y = sin3 x; 50. y = cos3 x;
51. y = sin ax sin bx; 52. y = cos ax cos bx;
53. y = sin ax cos bx; 54. y = sin2 ax cos bx;
55. y = sin4 x+ cos4 x; 56. y = ln a+bx

a−bx ;

57. y = x
3
√
1+x

; 58. y = x shx;

59. y = x cos ax; 60. y = x2 sin ax;
61. y = (x2 + 2x+ 2)e−x; 62. y = ex

x ;
63. y = ex cosx; 64. y = ex sinx.
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3.5. Основнi теореми диференцiального числення i правила
Лопiталя

Теорема Ролля. Нехай функцiя f : [a, b] → R неперервна на
вiдрiзку [a, b], диференцiйовна на iнтервалi (a, b) i f(a) = f(b). Тодi
iснує таке c ∈ (a, b), що f ′(c) = 0.

Теорема Лаґранжа. Нехай функцiя f : [a, b] → R неперервна
на вiдрiзку [a, b] i диференцiйовна на iнтервалi (a, b). Тодi iснує
таке c ∈ (a, b), що f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a .
Теорема Кошi. Нехай функцiї f : [a, b] → R i g : [a, b] → R

неперервнi на вiдрiзку [a, b] i диференцiйовнi на iнтервалi (a, b),
причому g′(x) ̸= 0 для кожного x ∈ (a, b). Тодi iснує таке c ∈ (a, b),
що f ′(c)

g′(c) = f(b)−f(a)
g(b)−g(a) .

Теорема (правило Лопiталя розкриття невизначено-
стей 0

0 i ∞
∞). Нехай a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞} i функцiї f та g

визначенi i диференцiйовнi на промiжку (a; b), причому g′(x) ̸= 0
на цьому промiжку. Якщо c ∈ {a, b}, lim

x→c
f(x) = lim

x→c
g(x) = 0 (або

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

g(x) = ∞) та iснує скiнченна чи нескiнченна грани-

ця lim
x→c

f ′(x)
g′(x) , то

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim
x→c

f ′(x)

g′(x)
.

1. Перевiрити правильнiсть висновку теореми Ролля для функцiї
f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) на вiдрiзку:
а) [1, 2]; б) [2, 3].

2. Функцiя f(x) = 1 − 3
√
x2 така, що f(−1) = f(1) = 0. Чому

для функцiї f не справджується висновок теореми Ролля на
вiдрiзку [−1, 1], тобто f ′(x) ̸= 0 для кожної точки x ∈ (−1, 1)?

3. Нехай функцiя f : [a, b] → R – неперервна на вiдрiзку [a, b], n
разiв диференцiйовна на iнтервалi (a, b) i a = x0 < x1 < · · · <
xn = b – такi точки, що f(x0) = f(x1) = · · · = f(xn). Довести,
що iснує точка c ∈ (a, b), така, що f (n)(c) = 0.

4. Нехай многочлен P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n з дiйсними кое-

фiцiєнтами a0, a1, . . . , an ∈ R з an ̸= 0 має лише дiйснi коренi.
Довести, що його похiднi P ′(x), P ′′(x), . . . P (n−1)(x) також ма-
ють лише дiйснi коренi.

5. На кривiй y = f(x) знайти точку, через яку проходить дотична,
паралельна до прямої AB, якщо:
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а) f(x) = x2, A(0, 1) i B(3, 4);
б) f(x) = x3, A(−1, 1) i B(2, 8).

6. За допомогою теореми Лаґранжа довести нерiвностi:
а) | sinx− sin y| ≤ |x− y| для довiльних x, y ∈ R;
б) | cosx− cos y| ≤ |x− y| для довiльних x, y ∈ R;
в) |x− y| ≤ | tg x− tg y| для довiльних x, y ∈ (−π

2 ,
π
2 );

г) | arctg x− arctg y| ≤ |x− y| для довiльних x, y ∈ R;
ґ) p yp−1(x−y) ≤ xp−yp ≤ p xp−1(x−y) для довiльних 0 < y < x
i p > 1;
д) x−y

x ≤ ln x
y ≤ x−y

y для довiльних 0 < y < x.

Обчислити такi границi:
7. lim

x→π

sin 5x
sin 6x ; 8. lim

x→π
2

cos x
cos 3x ; 9. lim

x→π
2

tg 3x
tg x ;

10. lim
x→π

ctg 5x
ctg 7x ; 11. lim

x→0

tg x−x
x−sin x ; 12. lim

x→0

ch x−cos x
x2 ;

13. lim
x→0

arcsin 2x−2 arcsin x
x3 ; 14. lim

x→0

2arctg
√

x
4−arctg

√
x

x
√
x

;

15. lim
x→0

ln(cos ax)
ln(cos bx) ; 16. lim

x→0

ln(sin ax)
ln(sin bx) ;

17. lim
x→0

cos(sin x)−cos x
x4 ; 18. lim

x→0

1−cos x2

x2 sin x2 ;

19. lim
x→0

3tg 4x−12tg x
3 sin 4x−12 sin x ; 20. lim

x→0

x(ex+1)−2(ex−1)
x3 ;

21. lim
x→π

4

3
√
tg x−1

2 sin2 x−1
; 22. lim

x→0

x ctg x−1
x2 ;

23. lim
x→0

ax−asin x

x3 , a > 0; 24. lim
x→a

ax−xa

x−a , a > 0;

25. lim
x→+∞

ln x
xε , ε > 0; 26. lim

x→+∞
ln 2x
x2 ;

27. lim
x→+∞

xε

ex , ε > 0; 28. lim
x→+∞

x2e−0,01x;

29. lim
x→+∞

x2

2x ; 30. lim
x→0

e−1/x2

x100 ;

31. lim
x→0+

xε lnx, ε > 0; 32. lim
x→1−0

lnx · ln(1− x);

33. lim
x→0

(
1
x − 1

ex−1

)
; 34. lim

x→1

(
1

ln x − 1
x−1

)
;

35. lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
; 36. lim

x→0

1
x

(
1

th x − 1
tg x

)
;

37. lim
x→0+

xx; 38. lim
x→1

x
1

1−x ;
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39. lim
x→π

4

(tg x)tg 2x; 40. lim
x→0

(ctg x)sin x;

41. lim
x→+∞

(
2
π arctg x

)x; 42. lim
x→0

(
2
π arccosx

) 1
x ;

43. lim
x→0

(
sin x
x

) 1
x2 ; 44. lim

x→0

(
arcsin x

x

) 1
x2 ;

45. lim
x→1

(2− x)tg
πx
2 ; 46. lim

x→0+

(
ln 1

x

)x;
47. lim

x→0

(1+x)
1
x −e

x ; 48. lim
x→+∞

xln x

(ln x)x .
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3.6. Застосування похiдної до дослiдження функцiй на
монотоннiсть i екстремуми

Функцiя f : E → R, визначена на множинi E ⊆ R, називається
монотонно зростаючою (монотонно спадною) на множинi X ⊆ E,
якщо

f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2))

для довiльних x1, x2 ∈ X з x1 < x2. Функцiя f , яка монотонно зро-
стає або монотонно спадає на множинi X, називається монотонною
на множинi X.

Аналогiчно, функцiя f : E → R називається строго зростаючою
(строго спадною) на множинi X ⊆ E, якщо

f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2))

для довiльних x1, x2 ∈ X з x1 < x2. Функцiя f , яка строго зростає
або строго спадає на множинi X, називається строго монотонною
на множинi X.

Теорема 1. Нехай функцiя f : X → R неперервна на промiж-
ку X iз кiнцями a та b i диференцiйовна на iнтервалi (a, b). Тодi
функцiя f монотонно зростає (спадає) на X тодi i тiльки тодi,
коли f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) для кожного x ∈ (a, b).

Теорема 2. Нехай функцiя f : X → R неперервна на промiж-
ку X iз кiнцями a та b i диференцiйовна на iнтервалi (a, b). Тодi
функцiя f строго зростає (спадає) на X тодi i тiльки тодi, коли
f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) для кожного x ∈ (a, b) i похiдна f ′ не дорiвнює
тотожно нулю на кожному iнтервалi I ⊆ (a, b).

Нехай область визначення Df ⊆ R функцiї f є околом точки x0.
Точка x0 називається точкою локального максимуму (локального
мiнiмуму) функцiї f , якщо iснує такий окiл U ⊆ Df точки x0, що

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0))

для довiльного x ∈ U . Точка x0, яка є точкою локального максиму-
му або мiнiмуму, називається точкою локального екстремуму.

Якщо для всiх x ∈ U \ {x0} виконуються вiдповiднi строгi нерiв-
ностi, то точка x0 називається точкою строгого локального макси-
муму, мiнiмуму i екстремуму вiдповiдно.

Теорема 3 (необхiдна умова екстремуму). Нехай x0 – точка
локального екстремуму функцiї f i f диференцiйовна в точцi x0.
Тодi f ′(x0) = 0.

Теорема 4. Нехай функцiя f – диференцiйовна в деякому околi
U = (x0 − δ, x0 + δ) точки x0 ∈ Df . Тодi

(i) якщо f ′(x) ≥ 0 для кожного x ∈ (x0 − δ, x0) i f ′(x) ≤ 0 для
кожного x ∈ (x0, x0 + δ), то x0 – точка локального максимуму;

(ii) якщо f ′(x) ≤ 0 для кожного x ∈ (x0 − δ, x0) i f ′(x) ≥ 0 для
кожного x ∈ (x0, x0 + δ), то x0 – точка локального мiнiмуму.
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Теорема 5. Нехай функцiя f – диференцiйовна в деякому околi
U = (x0 − δ, x0 + δ) точки x0 ∈ Df , f ′(x0) = 0 i iснує f ′′(x0). Тодi

(i) якщо f ′′(x0) < 0, то x0 – точка локального максимуму;
(ii) якщо f ′(x0) > 0, то x0 – точка локального мiнiмуму.

Нехай функцiя f : X → R визначена на множинi X ⊆ R,
α = inf{f(x) : x ∈ X} i β = sup{f(x) : x ∈ X}. Якщо iснує a ∈ X,
таке, що f(a) = α, то кажуть, що функцiя f має найменше зна-
чення, а число α називається найменшим значенням функцiї f i
позначається через fmin. Аналогiчно, якщо iснує b ∈ X, таке, що
f(b) = β, то кажуть, що функцiя f має найбiльше значення, а чи-
сло β називається найбiльшим значенням функцiї f i позначається
через fmax.

Теорема 6. Нехай функцiя f : [a, b] → R неперервна на вiдрiзку
[a, b], диференцiйовна на iнтервалi (a, b) i {x1, . . . , xn} = {x ∈ (a, b) :
f ′(x) = 0}. Тодi

fmin = min{f(a), f(b), f(x1), . . . , f(xn)}
i

fmax = max{f(a), f(b), f(x1), . . . , f(xn)}.
Теорема 7. Нехай f : (a, b) → (−∞, β) – диференцiйовна фун-

кцiя, така, що lim
x→a+0

f(x) = lim
x→b−0

f(x) = β. Тодi функцiя f має

найменше значення i

fmin = min{f(x) : x ∈ (a, b), f ′(x) = 0}.

Теорема 8. Нехай f : (a, b) → (α,+∞) – диференцiйовна фун-
кцiя, така, що lim

x→a+0
f(x) = lim

x→b−0
f(x) = α. Тодi функцiя f має

найбiльше значення i

fmax = max{f(x) : x ∈ (a, b), f ′(x) = 0}.

Знайти промiжки строгої монотонностi таких функцiй:

1. y = 2x2 + 3x+ 2; 2. y = 2 + x− x2;

3. y = 3x− x3; 4. y = x3

3 + x2

2 − 6x;

5. y = 2x
1+x2 ; 6. y =

√
x

x+100 ;

7. y = x+ sinx; 8. y = cos2 x− x;

9. y = cos πx ; 10. y = sin π
2x ;

11. y = x2

2x ; 12. y = x3e−x;
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13. y = xne−x при n > 0 i x ≥ 0;

14. y = x2 − lnx; 15. y = x2 − lnx2;

16. y = x
(√

3
2 + sin lnx

)
; 17. y = x

(
1√
2
− cos lnx

)
.

Довести такi нерiвностi:
18. ex > 1 + x при x ̸= 0;

19.
√
1 + 2x < 1 + x при x > 0;

20. cosx > 1− x2

2 при x ̸= 0;

21. x− x2

2 < ln(1 + x) < x при x > 0;

22. x− x3

6 < sinx < x при x > 0;

23. x < tg x < x+ x3

3 при x ∈ (0, π2 ).
Знайти екстремуми таких функцiй:

24. y = 5x2 − 7x+ 4; 25. y = 4x3 + 6x+ 5;

26. y = x3 − 6x2 + 9x− 4; 27. y = 2x2 − x4;

28. y = x(x− 1)2(x− 2)3; 29. y = x2(x+ 1)4(x+ 2)6;

30. y = x+ 1
x ; 31. y = 2x

1+x2 ;

32. y = x2−3x+2
x2+2x+1 ; 33. y =

√
2x− x2;

34. y =
√
x2 − 4x+ 5; 35. y = x 3

√
x− 1;

36. y = xex; 37. y = xe−x;

38. y = (x− 3)ex+1; 39. y = x2e−x;

40. y = ln(9− x2); 41. y = x− ln(1 + x);

42. y =
√
x lnx; 43. y = ln2 x

x ;

44. y = cosx+ 1
2 cos 2x; 45. y = sinx− 1

3 sin 3x;

46. y = arctg x− 1
2 ln(1 + x2); 47. y = ex sinx;

48. y = ex cosx; 49. y = 10
1+sin2 x

.

Знайти найменше та найбiльше значення нижченаведених функцiй
на вiдповiдних промiжках:

62



50. f(x) = 2x на вiдрiзку [−1; 5];

51. f(x) = 1
3x на вiдрiзку [−3; 2];

52. f(x) = 2
3√
x2 на вiдрiзку [−8;−1];

53. f(x) = 1√
5−4x

на вiдрiзку [−1; 1];

54. f(x) = 1√
13+3x

на вiдрiзку [−4; 4];

55. f(x) = x2 − 4x+ 6 на вiдрiзку [−3; 10];

56. f(x) = x2 + 6x− 8 на вiдрiзку [−7; 4];

57. f(x) = 3x4 + 4x3 + 1 на вiдрiзку [−2; 2];

58. f(x) = x5 − x3 + x+ 2 на вiдрiзку [−2; 1];

59. f(x) = |x2 − 3x+ 2| на вiдрiзку [−10; 10];

60. f(x) = |x2 + 5x+ 4| на вiдрiзку [−7; 7];

61. f(x) = x+ 1
x на вiдрiзку [ 1

10 ; 10];

62. f(x) = x
3 + 3

x на вiдрiзку [−5;−1];

63. f(x) = x2

x−1 на вiдрiзку [32 ; 5];

64. f(x) = 4√
x2+16

на вiдрiзку [2
√
5; 8];

65. f(x) = x+ cos2 x на вiдрiзку [0; π2 ];

66. f(x) = cos2 x+ sinx на вiдрiзку [0; π4 ];

67. f(x) = 1
2 cos 2x+ sinx на вiдрiзку [0; π2 ];

68. f(x) = (5− x)2−x на вiдрiзку [−1; 0];

69. f(x) = 2x2 − lnx на вiдрiзку [1; e];

70. f(x) = xe−x на [0,+∞);

71. f(x) = x2e−x на [0,+∞);

72. f(x) = xne−x, де n ∈ N, на [0,+∞);

73. f(x) = x
x2+1 на [0,+∞);

74. f(x) =
√
x

x+25 на [0,+∞).
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Роздiл IV. Функцiональнi i степеневi ряди

4.1. Рiвномiрна збiжнiсть функцiональних послiдовностей

Послiдовнiсть (fn)
∞
n=1 функцiй fn : X → R називається пото-

чково збiжною на множинi X до функцiї f : X → R, якщо

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

для кожного x ∈ X. При цьому функцiю f називають граничною
функцiєю i пишуть

fn → f на X.

Послiдовнiсть (fn)
∞
n=1 функцiй fn : X → R називається рiвно-

мiрно збiжною на множинi X до функцiї f : X → R , якщо для
довiльного ε > 0 iснує таке N ∈ N, що для всiх n ≥ N i для всiх
x ∈ X має мiсце нерiвнiсть

|fn(x)− f(x)| < ε.

Для позначення рiвномiрної збiжностi функцiональної послiдов-
ностi (fn)∞n=1 до функцiї f на множинi X використовують запис

fn ⇒ f на X.

Зрозумiло, що кожна рiвномiрно збiжна на множинi X послiдов-
нiсть функцiй є поточково збiжною на цiй множинi.

Для кожного n ∈ N вважатимемо

rn = sup
x∈X

|fn(x)− f(x)|.

Теорема 1. Нехай послiдовнiсть (fn)
∞
n=1 функцiй fn : X → R

поточково збiгається на множинi X до функцiї f : X → R. Тодi
функцiональна послiдовнiсть (fn)

∞
n=1 рiвномiрно збiгається на X

до функцiї f у тому i тiльки в тому випадку, коли

lim
n→∞

rn = 0.

Дослiдити на рiвномiрну збiжнiсть функцiональну послiдовнiсть
(fn)

∞
n=1 на множинi X, якщо:

1. fn(x) = xn, X = [0, 12 ]; 2. fn(x) = xn, X = [0, 1];

3. fn(x) = xn − xn+1, X = [0, 1]; 4. fn(x) = xn+2 − xn, X = [0, 1];
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5. fn(x) = x2n − xn, X = [0, 1]; 6. fn(x) = x2n − x5n, X = [0, 1];

7. fn(x) = xn

1+xn , X = [0, 1]; 8. fn(x) = sinn x, X = [0, π2 ];

9. fn(x) = arctgnx√
n+x

, X = [0,+∞); 10. fn(x) =
arctg(n+2x)
n3+|x| , X = R;

11. fn(x) =
sin (n−x)
n+x2 , X = R; 12. fn(x) = cos

√
nx5√

2n+3x
, X = [0, 2π];

13. fn(x) = n2

n2+x2 , X = [−1, 1]; 14. fn(x) = x
x+n , X = [0, 3];

15. fn(x) = nx
1+n+x , X = [0, 1]; 16. fn(x) = nx2

1+2n+x , X = [0, 1];

17. fn(x) = 2nx
1+n2x2 , X = [0, 1]; 18. fn(x) = nx

1+n3x2 , X = [0, 1];

19. fn(x) = n2x
n5+x2 , X = [1,+∞); 20. fn(x) = 2nx

n2+x2 , X = [1,+∞);

21. fn(x) =
√
x2 + 1

n , X = R; 22. fn(x) = nx
n+xn , X = (0, 1);

23. fn(x) = e−nx
2

, X = [1,+∞); 24. fn(x) = sinn
√
x

ln(n+1) , X = [0, π];

25. fn(x) = e−(x−n)2 , X = [−1, 1]; 26. fn(x) = e−(x−n)2 , X = R;

27. fn(x) = e−x
2−nx, X = (0, 1); 28. fn(x) =

4√
n3 x

e
√

nx , X = [0,+∞);

29. fn(x) = x
n ln x

n , X = (0, 2); 30. fn(x) =
ln(nx)
nx2 , X = [1,+∞).
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4.2. Рiвномiрна збiжнiсть функцiональних рядiв

Розглянемо функцiональний ряд
∞∑
n=1

un(x), (1)

де un : X → R для кожного n ∈ N.
Для x ∈ X та n ∈ N суму

Sn(x) = u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x) =

n∑
k=1

uk(x)

називають n-ою частинною сумою ряду (1).
Функцiональний ряд (1) називається поточково збiжним на

множинi X, якщо послiдовнiсть (Sn)
∞
n=1 його частинних сум по-

точково збiжна на X. При цьому функцiя

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) =

∞∑
n=1

un(x)

називається сумою функцiонального ряду (1).
Функцiональний ряд (1) називається рiвномiрно збiжним на

множинi X, якщо
Sn ⇒ S на X.

Теорема 1. Якщо ряд (1) рiвномiрно збiгається на множинi X,
то un ⇒ 0 на X.

Теорема 2.[критерiй Кошi] Функцiональний ряд (1) рiвномiрно
збiгається на X тодi i тiльки тодi, коли для довiльного ε > 0 iснує
таке N ∈ N, що для всiх n ≥ N , p ∈ N i x ∈ X має мiсце нерiвнiсть

|un+1(x) + un+2(x) + . . .+ un+p(x)| < ε.

Теорема 3.[ознака Вейєрштрасса] Нехай

1) |un(x)| ≤ cn для всiх x ∈ X i n ∈ N;

2) числовий ряд
∞∑
n=1

cn збiжний.

Тодi функцiональний ряд
∞∑
n=1

un(x) рiвномiрно збiжний на X.

Теорема 4.[ознака Дiрiхле] Нехай

1) послiдовнiсть (an(x))
∞
n=1 монотонна для кожного x ∈ X;
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2) an ⇒ 0 на X;

3) iснує таке K > 0, що

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

bk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ K для всiх n ∈ N i x ∈ X.

Тодi ряд
∞∑
n=1

an(x) bn(x) рiвномiрно збiжний на X.

Теорема 5.[ознака Абеля] Нехай

1) послiдовнiсть (an(x))
∞
n=1 монотонна для кожного x ∈ X;

2) iснує таке K > 0, що |an(x)| ≤ K для всiх n ∈ N i x ∈ X;

3) функцiональний ряд
∞∑
n=1

bn(x) рiвномiрно збiжний на X.

Тодi ряд
∞∑
n=1

an(x) bn(x) рiвномiрно збiжний на X.

Знайти областi збiжностi таких функцiональних рядiв:

1.
∞∑
n=1

xn; 2.
∞∑
n=1

(lnx)n;

3.
∞∑
n=1

xn
2

; 4.
∞∑
n=1

n

xn
;

5.
∞∑
n=1

xn

n2
; 6.

∞∑
n=1

xn√
n

;

7.
∞∑
n=1

xn√
n+ n

; 8.
∞∑
n=1

n(n+ 1)xn;

9.
∞∑
n=1

1

1 + xn
; 10.

∞∑
n=1

xn

1 + x2n
.

Користуючись ознакою Вейєрштрасса, довести рiвномiрну збiж-

нiсть ряду
∞∑
n=1

un(x) на множинi X, якщо:

11. un(x) =
1

x2 + n2
, X = R; 12. un(x) =

n

x4 + n3
, X = R;

13. un(x) =
sinnx

n!
, X = R; 14. un(x) =

cos(x+ n)

2n
, X = R;
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15. un(x) =
cos(n2 + x3)

3n + x4
, X = R; 16. un(x) =

sin(
√
nx)

(2n)! + |x|
, X = R;

17. un(x) =
sin(x2 − n)

n3 + |x|
, X = R; 18. un(x) =

cos(n7 + x)

n2 + x6
, X = R;

19. un(x) =
1

n2(1 + nx2)
, X = R; 20. un(x) =

1

n
√
n+ x2

, X = R;

21. un(x) =
n√

n5 + x4
, X = R; 22. un(x) =

√
n+ 7√
n5 + |x|

, X = R;

23. un(x) =
(3x)n

n
√
n+ x

, X = [0, 13 ]; 24. un(x) =
xn

n2
, X = [−1, 1];

25. un(x) =
e−n

2x2

n2
, X = R; 26. un(x) =

2−nx
4

√
n3 + x2

, X = R;

27. un(x) =
arcctg(nx)

(n+ |x|)2
, X = R; 28. un(x) =

arctg(n2x)

n
√
n

, X = R;

29. un(x) =
(−1)n

2n + x
, X = (−2,+∞);

30. un(x) =
(−1)n

n2 + x
2

, X = (−2,+∞);

31. un(x) =
√
x

n3 + x
, X = [0,+∞); 32. un(x) =

x

n4 + x2
, X = R;

33. un(x) =
nx

1 + n5x2
, X = R; 34. un(x) =

nx2

1 + n6x4
, X = R;

35. un(x) =
n2(x2n + 1)

xn
√
n!

, X = [ 12 , 2]; 36. un(x) =
xn

n!
, X = [−98, 89];

37. un(x) =
x2

enx
, X = [0,+∞); 38. un(x) =

x

en2x
, X = [0,+∞);

39. un(x) = sin2
√
x

1 + n2x
, X = [0,+∞);

40. un(x) = arctg
2x

x2 + n3
, X = R;
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41. un(x) = ln

(
1 +

x2

n ln2 n

)
, X = [−5, 5];

42. un(x) =
n ln(1 + nx)

xn
, X = [2,+∞);

За допомогою ознак Абеля чи Дiрiхле дослiдити на рiвномiрну

збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

un(x) на множинi X, якщо:

43. un(x) =
cosnx√
n+ x

, X = [π3 ,
5π
3 ]; 44. un(x) =

sinnx

n
, X = [π7 ,

13π
7 ];

45. un(x) =
(−1)n

n+ x
, X = (0,+∞); 46. un(x) =

(−1)n

n+ sinx
, X = [0, 2π];

47. un(x) =
cos 2πn

3√
n2 + x2

, X = R;

48. un(x) =
sinx · sinnx√

n+ x
, X = [0,+∞);

49. un(x) =
cosn

n
sin

x

x+ n
, X = [0,+∞);

50. un(x) =
(−1)n nx

(n+ 1)
√
n+ x

, X = [0, 5];

51. un(x) =
(−1)n√

n
arctg xn, X = [0,+∞);

52. un(x) =
(−1)n

n
arctg(nx), X = R.
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4.3. Властивостi сум функцiональних рядiв

Теорема 1. Нехай функцiї un : X → R такi, що ряд
∞∑
n=1

un(x)

рiвномiрно збiжний на X, a – гранична точка множини X i для
кожного n ∈ N iснує скiнченна границя lim

x→a
un(x) = cn. Тодi ряд

∞∑
n=1

cn збiжний i

lim
x→a

∞∑
n=1

un(x) =

∞∑
n=1

cn.

Наслiдок 1. Нехай fn ⇒ f на X, a – гранична точка множини
X i bn = lim

x→a
fn(x). Тодi

lim
x→a

f(x) = lim
n→∞

bn.

Теорема 2. Нехай (fn)
∞
n=1 – послiдовнiсть функцiй fn : X → R,

неперервних в точцi x0 ∈ X, яка рiвномiрно збiгається до функцiї
f : X → R на X. Тодi f також неперервна в точцi x0.

Наслiдок 2. Границя рiвномiрно збiжної на X послiдовностi
неперервних на множинi A ⊆ X функцiй є неперервною на A фун-
кцiєю.

Наслiдок 3. Сума рiвномiрно збiжного наX ряду з неперервних
на множинi A ⊆ X функцiй є неперервною на A функцiєю.

Теорема 3. Нехай функцiї un : [a, b] → R мають неперервнi похi-

днi на [a, b] для кожного n ∈ N, ряд
∞∑
n=1

un(x) поточково збiжний на

[a, b], ряд
∞∑
n=1

u′n(x) рiвномiрно збiжний на [a, b] i S(x) =
∞∑
n=1

un(x).

Тодi функцiя S диференцiйовна на [a, b], причому

S′(x) =

∞∑
n=1

u′n(x)

для кожного x ∈ [a, b].
Наслiдок 4. Нехай функцiї fn : [a, b] → R мають неперервнi

похiднi на [a, b] для кожного n ∈ N, послiдовнiсть (fn)
∞
n=1 поточково

збiгається до функцiї f на [a, b], а послiдовнiсть (f ′n)
∞
n=1 рiвномiрно

збiгається на [a, b]. Тодi функцiя f диференцiйовна на [a, b] i

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x)

для кожного x ∈ [a, b].

Довести неперервнiсть суми ряду
∞∑
n=1

un(x) на множинi X, якщо:
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1. un(x) =
arctg nx
3
√
n4 + x2

, X = R; 2. un(x) = arcsin
1

n2 + x4
, X = R;

3. un(x) = x4 e−nx, X = [0,+∞); 4. un(x) = x e−n
3x, X = [0,+∞);

5. un(x) =
(−1)n

x2 +
√
n

, X = [2, 5]; 6. un(x) =
1
3
√
n

cosnx, X = [π3 ,
2π
3 ].

Знайти область визначення D функцiї f i дослiдити її на непе-
рервнiсть на D, якщо:

7. f(x) =
∞∑
n=1

sin(x7 − n5)
3
√
n5 + x2

; 8. f(x) =
∞∑
n=1

cos(lnx)
4
√
n5 + x

;

9. f(x) =
∞∑
n=1

e−n
2x2

cosnx; 10. f(x) =
∞∑
n=1

lnn x

n2
;

11. f(x) =
∞∑
n=1

(
1

2
+
x

n

)n
; 12. f(x) =

∞∑
n=1

(
x+

1

n

)n
;

13. f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n√
1 + nx

; 14. f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

nx
;

15. f(x) =
∞∑
n=1

x

(1 + x2)n
; 16. f(x) =

∞∑
n=1

n

1 + nx
.

Знайти область визначення D функцiї f i дослiдити її на дифе-
ренцiйовнiсть на D, якщо:

17. f(x) =
∞∑
n=1

x+ n

en
; 18. f(x) =

∞∑
n=1

cosnx√
n5

;

19. f(x) =
∞∑
n=1

sin(x+ n)

2n + x2
; 20. f(x) =

∞∑
n=1

x3

enx
;

21. f(x) =
∞∑
n=1

(−1)nx

n+ x
; 22. f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n

n+ x2
.
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Знайти границi:

23. lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n

n

xn

xn + 1
; 24. lim

x→+0

∞∑
n=1

1

2nnx
;

25. lim
x→0

∞∑
n=1

1 + x

n(n+ 1) + x
; 26. lim

x→0

∞∑
n=1

x

n2 + x
;

27. lim
x→∞

∞∑
n=1

x2

1 + n2x2
; 28. lim

x→+∞

∞∑
n=1

x

1 + n(n+ 1)x
;

29. lim
x→1−0

∞∑
n=1

(xn − xn+1).
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4.4. Область збiжностi степеневих рядiв

Нехай x0 ∈ R i (an)∞n=0 – фiксована послiдовнiсть дiйсних чисел.
Функцiональний ряд вигляду

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = a0 + a1(x− x0) + . . .+ an(x− x0)

n + . . . (2)

називається степеневим рядом з центром у точцi x0. Якщо x0 = 0,
то отримуємо такий степеневий ряд:

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n + . . . .

Множина тих x ∈ R, для яких ряд (3) збiгається, називається обла-
стю збiжностi цього ряду.

Радiусом збiжностi степеневого ряду (3)називається число R,
яке обчисляється за допомогою формули Кошi–Адамара

R =
1

lim
n→∞

n
√

|an|

або формули Даламбера–Адамара

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ .
Теорема 1. Ряд (3) абсолютно збiгається при |x − x0| < R i

розбiгається при |x− x0| > R.
Множина (x0 − R, x0 + R) називається iнтервалом збiжностi

степеневого ряду (3).
Знайти областi збiжностi таких степеневих рядiв:

1.
∞∑
n=0

xn; 2.
∞∑
n=0

(x+ 2)2n−1;

3.
∞∑
n=1

(x− 1)n

n
√
n

; 4.
∞∑
n=1

xn

n2
;

5.
∞∑
n=0

10n(x− 3)n; 6.
∞∑
n=0

2n(x− 1)n;

7.
∞∑
n=1

(x+ 1)n

n · 4n−1
; 8.

∞∑
n=1

xn√
n · 2n

;
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9.
∞∑
n=0

xn

3n + 4n
; 10.

∞∑
n=0

(x− 2)n

2n + 3n
;

11.
∞∑
n=0

n! (x+ π)n; 12.
∞∑
n=0

(n+ 1)!xn;

13.
∞∑
n=0

xn

(n+ 2)!
; 14.

∞∑
n=0

(x− e)n

n!
;

15.
∞∑
n=1

n

3n
xn; 16.

∞∑
n=1

n

2n
(x+ 1)n;

17.
∞∑
n=0

(
2n− 1

3n+ 2

)n
(x− 1)n; 18.

∞∑
n=0

(
3n+ 1

6n− 1

)n
(x− 5)n;

19.
∞∑
n=2

lnn

n
xn; 20.

∞∑
n=1

n

en
xn;

21.
∞∑
n=0

3n (n3 + 3) (x+ 3)3n; 22.
∞∑
n=1

2n−1 x2(n−1);

23.
∞∑
n=0

2n xn
2

; 24.
∞∑
n=0

4n (x+ 4)n
2

;

25.
∞∑
n=0

5n + (−3)n

n+ 1
xn; 26.

∞∑
n=1

3n + (−2)n

n
xn;

27.
∞∑
n=0

[2 + (−1)n]n (x− 1)n; 28.
∞∑
n=1

(x− 1)n

[3 + (−1)n]n
;

29.
∞∑
n=0

[1 + 4 sin 2πn
3 ]n

ln(n+ 1)
xn; 30.

∞∑
n=1

[1 + 2 cos nπ4 ]n

lnn
xn;

31.
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

n!
(x+ 2)n; 32.

∞∑
n=1

(−1)n
(x+ 2)2n

2n · (2n)!
;

33.
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
xn; 34.

∞∑
n=1

n!

en2 x
n;

35.
∞∑
n=0

xn

a
√
n

, a > 0; 36.
∞∑
n=0

n!

an2 x
n, a > 1;

37.
∞∑
n=0

xn

an + bn
, a, b > 0; 38.

∞∑
n=0

(
an

n
+
bn

n2

)
xn, a, b > 0.
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4.5. Формула Тейлора i розклад функцiй у степеневi ряди

Нехай x0 ∈ R, n ∈ N i
p(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2 + ...+ an(x− x0)
n.

Коефiцiєнти ak цього многочлена обчисляються за формулами

ak =
p(k)(x0)

k!
, k ∈ {0, 1, ..., n}.

Тому його можна подати у виглядi

p(x) = p(x0) + p′(x0)(x− x0) + ...+
p(n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

який називається формулою Тейлора для многочлена p(x).
Теорема 1. Нехай функцiя f визначена i (n− 1) разiв диферен-

цiйовна в деякому околi точки x0, а також iснує f (n)(x0). Тодi при
x→ x0

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + ...+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n+ o((x− x0)
n).

Остання формула називається формулою Тейлора для функцiї f
iз залишковим членом у формi Пеано.

Теорема 2. Нехай функцiя f визначена i (n+1) разiв диферен-
цiйовна в деякому околi точки x0. Тодi для всiх x iз цього околу

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + ...+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n+

+
f (n+1)(cx) (x− x0)

n+1

(n+ 1)!
,

де точка cx лежить мiж точками x0 та x.
Остання формула називається формулою Тейлора для функцiї f

iз залишковим членом у формi Лаґранжа.
Якщо x0 = 0, то вiдповiднi формули Тейлора називаються фор-

мулами Маклорена для многочлена p або функцiї f .
Якщо функцiя f визначена в деякому околi точки x0 i має в цiй

точцi похiднi всiх порядкiв, то степеневий ряд виду
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (3)

називається рядом Тейлора функцiї f у точцi x0. Якщо x0 = 0, то
вiдповiдний ряд (3) називають рядом Маклорена.

Теорема 1. Якщо iснує така стала, що функцiя f та всi її похiднi
обмеженi за модулем цiєю сталою в деякому iнтервалi I = (x0 −
δ, x0 + δ), то функцiя f подається у кожнiй точцi x ∈ I збiжним до
неї рядом Тейлора, тобто
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f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Основнi елементарнi функцiї розкладаються в наведенi нижче
ряди Маклорена.

1) Показникова функцiя: для x ∈ R

ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
.

2) Тригонометричнi функцiї: для x ∈ R

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . =

=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
;

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . =

=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

3) Гiперболiчнi функцiї: для x ∈ R

chx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ . . .+

x2n

(2n)!
+ . . . =

=

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
;

shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+

x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . =

=

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
.

4) Логарифмiчна функцiя: для x ∈ (−1, 1]

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . .+ (−1)n−1x

n

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn.

5) Степенева функцiя: для x ∈ (−1, 1)

(1+x)p = 1+px+
p(p− 1)

2!
x2+ . . .+

p(p− 1) . . . (p− n+ 1)

n!
xn+ . . . =
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= 1 +

∞∑
n=1

p(p− 1) . . . (p− n+ 1)

n!
xn.

Користуючись розкладами основних елементарних функцiй у
степеневi ряди, розкласти в ряди Маклорена такi функцiї та знайти
радiуси збiжностi цих рядiв:

1. e−x
2

; 2. e−x
3

;

3. e−3x + 3ex; 4. e2x + 2e−x;

5. (1 + x) e−x; 6. e · ex
2

· e2x;

7. sin
x3

3
; 8. cos(2x2);

9. cos2 x; 10. sin2 x;

11.
1

2
(shx+ sinx); 12.

1

2
(chx− cosx);

13. sin 3x sin 5x; 14. cos 5x cos 7x;
15. sinx cos2 x; 16. x sin 2x cos 3x;
17. x cos3 2x; 18. sin3 x;

19.
x2

(1 + x)2
; 20.

1

(1− x3)2
;

21.
1√

(1− x2)3
; 22.

x3√
1− 2x

;

23. ln(1 + x4); 24. x ln(1− 3x2);

25. x2 ln(4 + x2); 26. (1− x) ln(1− x);

27. ln 3

√
1 + x

1− x
; 28. ln 4

√
x+ 2

2− x
;

29. ln
3− 2x

2 + 3x
; 30. ln(12− x− x2);

31. ln
2 + x2√
1− 2x2

; 32. ln
2 + x2

1− x
;

33.
1

2x+ 3
; 34.

5x− 4

x+ 2
;

35.
1

x2 + 4
; 36.

1

4x2 + 25
;
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37.
1

x2 − 2x− 3
; 38.

1

2x2 + 5x− 3
;

39. arctg x; 40. (1 + x2) arctg x;
41. arccosx; 42. x arcsinx;
43. (x2 − 1) arcsin 2x2; 44. x2 arccos 2x;

45. x arcsinx+
√
1− x2; 46. x arccosx−

√
1− x2;

47. x ln(x+
√
x2 + 2); 48. x ln(x2 +

√
x4 + 9);

49. x ln(x+
√
1 + x2)−

√
1 + x2; 50. x

√
x2 + 4 + 4 ln(x+

√
x2 + 4).

Обчислити суми та вказати областi збiжностi таких рядiв:

51.
∞∑
n=0

lnn x

n!
; 52.

∞∑
n=0

(−1)n lnn x

2n n!
;

53.
∞∑
n=0

ln2n+1(
√
x2 + 1− x)

(2n+ 1)!
; 54.

∞∑
n=0

ln2n(
√
x2 + 1 + x)

(2n)!
.

За допомогою почленного диференцiювання знайти суми наве-
дених нижче рядiв та вказати областi збiжностi цих рядiв:

55.
∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
; 56.

∞∑
n=0

(−1)n
x3n+1

3n+ 1
;

57.
∞∑
n=0

(−1)n
x3n

3n+ 1
; 58.

∞∑
n=0

x2n

2n+ 1
;

59.
∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n2
; 60.

∞∑
n=1

xn

n (n+ 1)
;
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Роздiл V. Невизначений iнтеграл

5.1. Первiсна, невизначений iнтеграл, простiшi методи
iнтегрування

Функцiя F (x) називається первiсною до функцiї f(x) на промiж-
ку X, якщо F ′(x) = f(x) для кожного x ∈ X.

Теорема 1. Нехай F (x) – первiсна до функцiї f(x) на промiжку
X. Тодi функцiя G(x) є первiсною до функцiї f(x) на промiжку X
тодi i тiльки тодi, коли iснує C ∈ R, таке, що G(x) = F (x) + C
для кожного x ∈ X.

Сукупнiсть усiх первiсних до функцiї f(x) на промiжку X на-
зивається невизначеним iнтегралом вiд функцiї f i позначається∫
f(x)dx. Згiдно з теоремою 1, невизначений iнтеграл має такий

вигляд: ∫
f(x) dx = F (x) + C,

де F (x) – деяка первiсна до функцiї f(x) i C ∈ R – довiльна стала.
Властивостi невизначеного iнтеграла.
1. d

(∫
f(x) dx

)
= f(x) dx;

2.
∫
d(F (x)) = F (x) + C;

3.
∫
af(x) dx = a

∫
f(x) dx;

4.
∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx;

5. Якщо
∫
f(x) dx = F (x) + C i a ̸= 0, то

∫
f(ax + b) dx =

F (ax+ b) + C.

Таблиця основних iнтегралiв.

1.
∫
xpdx = xp+1

p+1 + C, де p ̸= 1; 2.
∫
dx
x = ln |x|+ C;

3.
∫

1
x2 dx = − 1

x + C; 4.
∫

dx√
x
= 2

√
x+ C;

5.
∫
exdx = ex + C; 6.

∫
axdx = ax

ln a + C;

7.
∫
sinx dx = − cosx+ C; 8.

∫
cosx dx = sinx+ C;

9.
∫

dx
cos2 x = tg x+ C; 10.

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

11.
∫

dx
1+x2 = arctg x+ C; 12.

∫
dx

a2+x2 = 1
a arctg

x
a + C;

13.
∫

dx√
1−x2

= arcsinx+ C; 14.
∫

dx√
a2−x2

= arcsin x
a + C;

15.
∫

dx
1−x2 = 1

2 ln
∣∣∣ 1+x1−x

∣∣∣+ C; 16.
∫

dx
a2−x2 = 1

2a ln
∣∣∣a+xa−x

∣∣∣+ C;

17.
∫

dx√
x2+a

= ln |x+
√
x2 + a|+ C, де a ̸= 0;

18.
∫
shx dx = chx+ C; 19.

∫
chx dx = shx+ C;

20.
∫

dx
ch2 x

= thx+ C; 21.
∫

dx
sh2 x

= −cthx+ C.
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За допомогою таблицi iнтегралiв знайти нижчеподанi невизна-
ченi iнтеграли:

1.
∫
(2 + 4x3 − 3x2) dx; 2.

∫
(7x6 − 2x+ 11) dx;

3.
∫ (√

x+
1

x2

)
dx; 4.

∫ (
2

x3
− 3

√
x

)
dx;

5.
∫ (

3
4
√
x3 − 2√

x5

)
dx; 6.

∫ (
1

3
√
x4

+ 5
6
√
x7
)
dx;

7.
∫ (

2

x
+

4

x2
+

8

x3

)
dx; 8.

∫ (
1− x

x

)2

dx;

9.
∫
x+ 1√
x

dx; 10.
∫

(1− x)3

x 3
√
x

dx;

11.
∫ √

x− 2
3
√
x2 + 1

4
√
x

dx; 12.
∫ (

1− 1

x2

)√
x
√
x dx;

13.
∫
(2x + 3x)2dx; 14.

∫
2x+1 − 5x−1

10x
dx;

15.
∫

3e2x − ex + 2x

ex
dx; 16.

∫
25x − 4e3x

e2x
dx;

17.
∫
(1 + sinx+ cosx) dx; 18. (2 cos x− 3 sinx) dx;

19.
∫

1

sin2 x cos2 x
dx; 20.

∫
cos 2x

cos2 x sin2 x
dx;

21.
∫

tg2x dx; 22.
∫

ctg2x dx;

23.
∫

x2

1 + x2
dx; 24.

∫
2x2 − 3

4 + x2
dx;

25.
∫
x2 + 3

x2 − 1
dx; 26.

∫
3x2 + 1

9− x2
dx;

27.
∫

dx

x+ 2
; 28.

∫
dx

3x− 5
;

29.
∫

x

x+ 4
dx; 30.

∫
x+ 1

2x+ 3
dx;

31.
∫
(x+ 1)100dx; 32.

∫
(2x− 3)10dx;
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33.
∫

dx

4 + 9x2
; 34.

∫
dx

1 + 16x2
;

35.
∫ √

1 + x2 −
√
1− x2√

1− x4
; 36.

∫ √
x2 − 1 +

√
x2 + 1√

x4 − 1
;

37.
∫

dx√
1− 4x2

; 38.
∫

dx√
16− 9x2

;

39.
∫

dx√
5x2 − 3

; 40.
∫

dx√
3x2 − 2

;

41.
∫

dx√
2 + 3x2

; 42.
∫

dx√
9x2 + 7

;

43.
∫
(e−x + e−2x)dx; 44.

∫
e−3x+4dx;

45.
∫

sin 3x dx; 46.
∫

cos 5x dx;

47.
∫

dx

1 + cosx
; 48.

∫
dx

1− cosx
;

49.
∫

sin2 x dx; 50.
∫

cos2 x dx;

51.
∫

dx

cos2(5x+ π
4 )

; 52.
∫

dx

sin2(2x+ π
3 )

;

53.
∫
(sin 5x− sin 2x) dx; 54.

∫
(cos 4x− cos 3x) dx;

55.
∫

sin 3x cos 5x dx; 56.
∫

cos 6x cos 8x dx;

57.
∫
(sh(2x− 1) + ch(2x+ 1)) dx; 58.

∫
(ch 7x− sh 3x) dx;

59.
∫

1

ch2 x2
dx; 60.

∫
1

sh2 x2
dx.
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5.2. Внесення пiд знак диференцiала i замiна змiнної в
невизначеному iнтегралi

Теорема Нехай
∫
f(x)dx = F (x)+C i x = φ(t) – диференцiйовна

функцiя. Тодi
∫
f(φ(t))φ′(t) dt = F (φ(t)) + C.

Цей факт може бути записаний у виглядi∫
f(φ(t))φ′(t) dt

x=φ(t)
=

∫
f(x) dx

i називається формулою замiни змiнної у невизначеному iнтегралi.
Використання формули замiни змiнної у виглядi∫

f(φ(x))φ′(x) dx =
∫
f(φ(x)) d(φ(x))

називається внесенням пiд знак диференцiала.
Перехiд вiд iнтеграла

∫
f(x) dx при замiнi змiнної x = φ(t) до

iнтеграла
∫
f(φ(t))φ′(t) dt називається пiдстановкою.

Використовуючи внесення пiд знак диференцiала елементарних
функцiй, знайти iнтеграли:

1.
∫

x

x2 + 1
dx; 2.

∫
x√

1 + x2
dx;

3.
∫
x4 ·

√
4 + x5 dx; 4.

∫
x3 · 5

√
x4 + 1 dx;

5.
∫

lnx

x
dx; 6.

∫ √
lnx+ 1

x
dx;

7.
∫

sin3 x · cosx dx; 8.
∫

cos2 x · sinx dx;

9.
∫

sinx√
cos3 x

dx; 10.
∫
esin x · cosx dx;

11.
∫

tg x dx; 12.
∫

ctg x dx;
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13.
∫

sinx+ cosx
3
√
sinx− cosx

dx; 14.
∫

dx

x lnx ln(lnx)
;

15.
∫
xe−x

2

dx; 16.
∫
x2e−x

3

dx;

17.
∫

ex

1 + ex
dx; 18.

∫
ex√
ex − 2

dx;

19.
∫

dx

ex + e−x
; 20.

∫
dx

ex − e−x
;

21.
∫

arctg2x

1 + x2
dx; 22.

∫ 4
√
arcsin3x√
1− x2

dx;

23.
∫

dx

arcsin3x
√
1− x2

; 24.
∫ √

arctgx

x2 + 1
dx;

Використовуючи формулу замiни змiнної, знайти такi iнтеграли:

25.
∫

dx

1 +
√
x

; 26.
∫

dx

2 +
√
x+ 1

;

27.
∫

dx

x
√
x2 − 1

; 28.
∫

dx

x
√
x2 + 1

;

29.
∫

dx√
1 + ex

; 30.
∫
ex ·

√
1− ex dx;

31.
∫ √

1 + lnx

x lnx
dx; 32.

∫
lnx dx

x
√
2 + lnx

dx;

33.
∫ √

x

x+ 1
dx; 34.

∫
e2x

4
√
ex + 1

dx.

Використовуючи тригонометричнi (x = a sin t, x = a tg t) або
гiперболiчнi (x = a sh t, x = a ch t) пiдстановки, знайдiть iнтеграли:

35.
∫ √

1− x2 dx; 36.
∫ √

4− x2 dx;

37.
∫ √

1 + x2 dx; 38.
∫ √

9 + x2 dx;

39.
∫ √

x2 − 1 dx; 40.
∫ √

x2 − 16 dx;

41.
∫

dx

(9− x2)
3
2

; 42.
∫

dx

(4 + x2)
3
2

.
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5.3. Iнтегрування частинами у невизначеному iнтегралi

Нехай u i v – диференцiйовнi функцiї. Тодi має мiсце рiвнiсть∫
u dv = uv −

∫
vdu,

яка називається формулою iнтегрування частинами.
Для знаходження iнтеграла

∫
f(x)g(x) dx зручно використовува-

ти формулу iнтегрування частинами у таких випадках.
1. Якщо f(x) многочлен, а g(x) функцiя вигляду eax, sin ax або

cos ax. При цьому функцiю g(x) вносять пiд знак диференцiала i з
допомогою формули iнтегрування частинами переходять до подi-
бного iнтеграла, у якому степiнь многочлена менший, нiж у вихi-
дного.

2. Якщо f(x) = xp, де p ̸= −1, а g(x) функцiя вигляду lnx,
arcsinx або arctg x. При цьому функцiю f(x) вносять пiд знак ди-
ференцiала i за допомогою формули iнтегрування частинами пе-
реходять до iнтеграла, у якого пiдiнтегральний вираз не мiстить
логарифмiчної чи оберненої тригонометричної функцiї.

3. Якщо f(x) = eax, а g(x) функцiя вигляду sin bx або cos bx.
При цьому двiчi використовують формулу iнтегрування частинами,
вносячи пiд знак диференцiала функцiю f(x) або g(x), i переходять
до такого ж iнтеграла, одержуючи в такий спосiб рiвняння вiдносно
нього.

Для знаходження iнтегралiв In+1 =
∫

dx
(x2+a2)n+1 при n ∈ N вико-

ристовують рекурентну формулу

In+1 =
1

2na2
x

(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In ,

яка одержується iнтегруванням частинами iнтеграла In.
За допомогою формули iнтегрування частинами знайти невизна-

ченi iнтеграли:

1.
∫
x sinx dx; 2.

∫
x cosx dx;

3.
∫
xex dx; 4.

∫
x cos 2x dx;

5.
∫
xe−x dx; 6.

∫
x 3x dx;

7.
∫
x2e−x dx; 8.

∫
x3ex dx;
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9.
∫
x cos2 x dx; 10.

∫
x2 sin2 3x dx;

11.
∫

lnx dx; 12.
∫
x lnx dx;

13.
∫
x2 lnx dx; 14.

∫
xn lnx dx;

15.
∫

ln(x2 + 1) dx; 16.
∫

ln2 x dx;

17.
∫
x3 ln2 x dx; 18.

∫
x2 ln3 x dx;

19.
∫
xarctg x dx; 20.

∫
arccosx dx;

21.
∫
xarctg2xdx; 22.

∫
arctg

√
xdx;

23.
∫

x dx

cos2 x
; 24.

∫
x dx

sin2 x
.

За допомогою формули iнтегрування частинами одержати рiв-
няння вiдносно нижченаведених iнтегралiв i знайти їх:

25.
∫
ex sinx dx; 26.

∫
ex cosx dx;

27.
∫
e2x cos 3x dx; 28.

∫
e−x sin 2xdx;

29.
∫

sin(lnx)dx; 30.
∫

cos(lnx)dx.

За допомогою формули iнтегрування частинами вивести реку-
рентну формулу i знайти такi iнтеграли:

31.
∫

dx

(1 + x2)2
; 32.

∫
dx

(4 + x2)2

33.
∫

dx

(9 + x2)3
; 34.

∫
dx

(1 + x2)3
;

35.
∫

dx

(3 + x2)4
; 36.

∫
dx

(5 + x2)4
.
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5.4. Iнтегрування рацiональних функцiй

Функцiя R(x) вигляду R(x) = P (x)
Q(x) , де P (x) i Q(x) – деякi много-

члени, називається рацiональною функцiєю. Рацiональна функцiя
R(x) = P (x)

Q(x) називаються правильним рацiональним дробом, якщо
степiнь многочлена P (x) менший, нiж степiнь многочлена Q(x).

Серед правильних рацiональних дробiв розрiзняють простi дро-
би таких чотирьох типiв:

1) A
x−a – простий дрiб першого типу;

2) A
(x−a)n , де n = 2, 3, . . . , – простий дрiб другого типу;

3) Bx+D
x2+px+q , де x2 + px + q – незвiдний квадратний тричлен, –

простий дрiб третього типу;
4) Bx+D

(x2+px+q)n , де x2+px+q – незвiдний квадратний тричлен i n =

2, 3, . . . , – простий дрiб четвертого типу. Теорема. Довiльний

правильний рацiональний дрiб можна подати у виглядi скiнченної
суми простих дробiв.

Простi дроби 1 - 4-го типiв iнтегруються так:
1)
∫

A
x−adx = A ln |x− a|+ C;

2)
∫

A
(x−a)n dx = A

1−n · 1
(x−a)n−1 + C;

3-4) iнтеграл
∫

Bx+D
(x2+px+q)n dx подаємо у виглядi суми

B
2

∫ d(x2+px+q)
(x2+px+q)n dx+ (D − Bp

2 )
∫

dx(
(x+ p

2 )
2+(q− p2

4 )
)n ,

перший доданок в якiй зводиться до табличного iнтеграла (аналогi-
чно, як при iнтегруваннi дробiв першого i другого типiв), а другий
– до знаходження iнтеграла In =

∫
dx

(x2+a2)n dx.

Схема iнтегрування довiльної рацiональної функцiї R(x)
I. Рацiональну функцiю R(x) = P (x)

Q(x) подаємо у виглядi суми

многочлена S(x) i правильного рацiонального дробу R1(x) = P1(x)
Q(x)

(видiлення цiлої частини).
II. Знаменник Q(x) дробу R1(x) розкладаємо у добуток взаємно

простих незвiдних множникiв
Q(x) = (x− a1)

n1 · ... · (x2 + p1x+ q1)
m1 · ... . (1)

III. Використовуючи метод невизначених коефiцiєнтiв пра-
вильний рацiональний дрiб R1(x) розкладаємо у суму простих дро-
бiв, породжених множниками (x− a1)

n1 , . . . , (x2 + p1x+ q1)
m1 , . . . .

IV. Iнтегруємо многочлен S(x) i простi дроби з розкладу, одер-
жаного на попередньому кроцi, i знаходимо суму цих iнтегралiв.
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Розклавши на простi дроби вiдповiдний правильний дрiб, знайти
невизначенi iнтеграли:

1.
∫

1

x(x− 1)
dx; 2.

∫
1

x(x+ 1)
dx;

3.
∫

1

(x+ 1)(2x− 3)
dx; 4.

∫
1

(x− 2)(3x+ 1)
dx;

5.
∫

2x+ 3

(x− 2)(x+ 5)
dx; 6.

∫
x

(x+ 1)(2x+ 1)
dx;

7.
∫

1

x2 − 7x+ 10
dx; 8.

∫
1

x2 + 3x− 10
dx;

9.
∫

2x3 − 11x2 + 4x+ 6

x2 − 6x+ 5
dx; 10.

∫
x4 + 5x3 + 4x2 + 13

x2 + 5x+ 6
dx;

11.
∫

(2x2 + 41x− 91) dx

(x− 1)(x+ 3)(x− 4)
; 12.

∫
x dx

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
;

13.
∫

x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx; 14.

∫
3x2 + 10x

(x+ 2)(x2 − 4)
dx;

15.
∫

4x

x4 − 2x2 + 1
dx; 16.

∫
2x2 + 8

x4 − 8x2 + 16
dx;

17.
∫

x2

(x+ 2)2(x+ 4)2
dx; 18.

∫
8x2 − 36

x4 − 18x2 + 81
dx;

19.
∫

(2x3 + 6x) dx

x6 − 3x4 + 3x2 − 1
; 20.

∫
(12x2 + 16) dx

x6 − 12x4 + 48x2 − 64
;

21.
∫
x5 − 6x4 + 13x2 + 11x− 7

(x− 1)3(x− 2)2(x− 3)
dx;

22.
∫

dx

(x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)3
;

23.
∫

dx

x5 + x4 − 2x3 − 2x2 + x+ 1
;
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24.
∫

dx

x4 + 3x2 + 2
; 25.

∫
(16x+ 8) dx

x4 + 10x2 + 9
;

26.
∫

(x2 + 5x+ 4) dx

x4 + 5x2 + 4
; 27.

∫
dx

(x+ 1)(x2 + 1)
;

28.
∫

dx

x3 + 1
; 29.

∫
x dx

x3 − 1
;

30.
∫
x4 + 3

x4 − 1
dx; 31.

∫
2x2 dx

x4 − 16
;

32.
∫

2(x2 + 1)dx

x4 + 1
; 33.

∫
4x dx

x4 + 4
;

34.
∫

(x2 + 2x− 1) dx

x(x+ 1)(x2 + 1)
; 35.

∫
(x2 + x+ 2) dx

x(x− 1)(x2 + 1)
;

36.
∫

dx

(x2 + 1)2
; 37.

∫
dx

(x2 + 4)2
;

38.
∫

dx

(x2 + 9)3
; 39.

∫
dx

(x2 + 1)4
.
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5.5. Iнтегрування iррацiональних функцiй

Нехай R(u, v) – рацiональна функцiя двох змiнних, тобто
R(u, v) = P (u,v)

Q(u,v) , де P (u, v) i Q(u, v) – деякi полiноми.
Iнтегрування простiших iррацiональностей
Iнтеграл

∫
R
(
x, n

√
ax+b
cx+d

)
dx, де n ∈ N, за допомогою замiни

t = n

√
ax+b
cx+d зводиться до iнтеграла вiд деякої рацiональної функцiї.

Iнтегрування з допомогою пiдстановок Ейлера
Iнтеграл

∫
R
(
x,

√
ax2 + bx+ c

)
dx зводиться до iнтеграла вiд де-

якої рацiональної функцiї за допомогою таких пiдстановок Ейлера:
1)

√
ax2 + bx+ c = ±

√
a x+ t, якщо a > 0;

2)
√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c, якщо c > 0;

3)
√
a(x− x1)(x− x2) = t(x − x1), якщо ax2 + bx + c =

a(x− x1)(x− x2).
Iнтегрування бiномiальних диференцiалiв
Iнтеграл

∫
xm(a + bxn)pdx, де m,n, p ∈ Q, за допомогою вказа-

них пiдстановок можна звести до iнтеграла вiд деякої рацiональної
функцiї у наступних випадках:

1) якщо p ∈ Z (пiдстановка x = tN , де N – спiльний знаменник
дробiв m i n);

2) m+1
n ∈ Z (пiдстановка a + bxn = tN , де N – знаменник дробу

p);
3) m+1

n +p ∈ Z (пiдстановка a+bxn

xn = tN , де N – знаменник дробу
p).

Зводячи до iнтегралiв вiд рацiональних функцiй, знайти неви-
значенi iнтеграли:

1.
∫

dx

1 +
√
x

; 2.
∫

dx

1 + 3
√
x

;

3.
∫ √

x+ 1

1− 4
√
x+ 1

dx; 4.
∫

6
√
x− 1

2 + 3
√
x− 1

dx;

5.
∫

2 4
√
x+ 2 + 3

(x+ 2) 4
√
x+ 2 + 2x−

√
x+ 2 4

√
x+ 2 + 4

dx;

6.
∫

dx

x(
√
x+ 3

√
x)

; 7.
∫

dx

x(1 + 2
√
x+ 3

√
x)

;

8.
∫

dx√
x+ 1 + 3

√
x+ 1

; 9.
∫
x2 +

√
1 + x

3
√
1 + x

dx;

10.
∫

dx

(1 + 4
√
x) 3

√
x

; 11.
∫

dx√
x+ 3

√
x+ 2 4

√
x

;
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12.
∫ √

1− x

1 + x
dx; 13.

∫ √
2 + x

x− 2
dx;

14.
∫

3

√
1− x

1 + x
dx; 15.

∫
3

√
3 + x

x− 1
dx;

16.
∫ √

1− x+
√
1 + x√

1− x−
√
1 + x

dx; 17.
∫ √

x+ 1−
√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx;

18.
∫

dx
3
√
(x+ 1)2(x− 1)4

; 19.
∫

dx
4
√
(x− 1)3(x+ 2)5

;

20.
∫ √

1−
√
x

1 +
√
x
dx; 21.

∫ √
1 + 3

√
x

1− 3
√
x
dx;

22.
∫

dx

1 +
√
x+

√
x+ 1

; 23.
∫

dx
√
x+

√
x− 4

.

Використовуючи пiдстановки Ейлера, знайти такi iнтеграли:

24.
∫

dx

x+
√
x2 + x+ 1

; 25.
∫

dx

x−
√
x2 − x+ 1

;

26.
∫

dx

1−
√
x2 + x+ 1

; 27.
∫

dx

1 +
√
1− 2x− x2

;

28.
∫

dx√
3x− x2 − 2

; 29.
∫

dx√
5x− x2 − 4

.

Знайти такi iнтеграли вiд бiномiальних диференцiалiв:

30.
∫ √

x (1 + 3
√
x)4 dx; 31.

∫
dx

x (1 + 3
√
x)

;

32.
∫ √

x
3

√
2−

√
x dx; 33.

∫
3
√
1 +

√
x√

x
dx;

34.
∫

dx

x 3
√
x2 + 1

; 35.
∫
x5 3
√

(1 + x3)2 dx;

36.
∫

x dx√
1 +

3
√
x2

; 37.
∫

dx√
x3 + x4

;

38.
∫

dx
3
√
1 + x3

; 39.
∫

dx
4
√
1 + x4

;

40.
∫
x

3
√
1 + x3 dx; 41.

∫ √
x dx√

1 + 3
√
x

.
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5.6. Iнтегрування тригонометричних функцiй

Нехай R(u, v) – довiльна рацiональна функцiя двох змiнних.
Унiверсальна тригонометрична пiдстановка
Iнтеграл

∫
R(cosx, sinx) dx за допомогою замiни t = tg x

2 , яка
називається унiверсальною тригонометричною пiдстановкою, зво-
диться до iнтеграла вiд деякої рацiональної функцiї.

Спецiальнi випадки iнтегрування тригонометричних
виразiв

Для знаходження iнтеграла
∫
R(cosx, sinx) dx при виконаннi де-

яких додаткових умов на рацiональну функцiю R зручнiше вико-
ристовувати наступнi пiдстановки:

1) t = sinx, якщо R(−u, v) = −R(u, v);
2) t = cosx, якщо R(u,−v) = −R(u, v);
3) t = tg x, якщо R(−u,−v) = R(u, v).

Знайти iнтеграли вiд тригонометричних функцiй:

1.
∫

sin2 x cos5 x dx; 2.
∫

cos5 x dx;

3.
∫

sin3 x

cos4 x
dx; 4.

∫
cos5 x

sin2 x
dx;

5.
∫

dx

cos x sin3 x
; 6.

∫
dx

sinx cos4 x
;

7.
∫

dx

sin3 x
; 8.

∫
dx

cos3 x
;

9.
∫

dx

sin2 x+ 4 cos2 x
; 10.

∫
dx

cos2 x− 9 sin2 x
;

11.
∫

sin4 x dx; 12.
∫

cos6 x dx;

13.
∫

sin2 x cos2 x dx; 14.
∫

cos2 x sin4 x dx;

15.
∫

sinx
8
√
cos5 x

dx; 16.
∫

cosx
7
√

sin2 x dx;

17.
∫

tg5 x dx; 18.
∫

ctg6 x dx.
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Використовуючи вiдповiднi тригонометричнi пiдстановки, зна-
йти:

19.
∫

dx

(1 + cosx) sinx
; 20.

∫
dx

(1− sinx) cosx
;

21.
∫

1 + sin2 x

cos3 x− 2 sin2 x cosx
dx; 22.

∫
2 + cos2 x

2 sin3 x+ sinx cos2 x
dx;

23.
∫

dx

1 + cos2 x
; 24.

∫
dx

1 + sin2 x
;

25.
∫

sinx cosx dx

sinx+ cosx
; 26.

∫
sinx cosx dx

sin3 x+ cos3 x
;

27.
∫

dx

sinx+ cosx
; 28.

∫
dx

sinx− cosx
;

29.
∫

dx

2 sinx− cosx+ 5
; 30.

∫
dx

3 cosx− sinx− 1
;

31.
∫

1 + cosx

1− sinx
dx; 32.

∫
2− sinx

2 + cosx
dx;

33.
∫

dx

4 sin2 x+ 25 cos2 x
; 34.

∫
dx

1− 16 cos2 x
;

35.
∫

2 sin3 x+ cos2 x sin 2x

sin4 x+ 3 cos2 x
dx; 36.

∫
sinx+ sin3 x

cos 2x
dx.
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Роздiл VI. Визначений iнтеграл i його застосування

6.1. Формула Ньютона–Лейбнiца

Нехай на вiдрiзку [a; b] визначена деяка функцiя f . Множина P =
{x0, x1, ..., xn} точок вiдрiзка [a; b] називається розбиттям цього
вiдрiзка на n частин, якщо

a = x0 < x1 < ... < xk−1 < xk < ... < xn−1 < xn = b.

Якщо ∆xk = xk − xk−1, k = 1, 2, ..., n, то число
λ(P ) = max

1≤k≤n
∆xk

називається параметром розбиття P .
Для довiльного розбиття P вiдрiзка [a; b] на n частин та довiльно-

го набору T = {τk : τk ∈ [xk−1, xk], k = 1, 2, ..., n} вiдмiчених точок
вiдрiзка [a; b] вiдповiдною iнтегральною сумою функцiї f називає-
ться така сума:

σP,T (f) =

n∑
k=1

f(τk)∆xk.

Якщо iснує скiнченна границя lim
λ(P )→0

σP,T (f) = I, яка не зале-

жить нi вiд розбиття P вiдрiзка [a; b], нi вiд вибору вiдмiчених точок
T , то функцiя f називається iнтегровною на вiдрiзку [a; b], а число
I називається визначеним iнтегралом вiд f по [a; b] i позначається

через
b∫
a

f(x) dx. Отже,
b∫
a

f(x) dx = lim
λ(P )→0

n∑
k=1

f(τk)∆xk.

Теорема 1 (необхiдна умова iнтегровностi функцiї). Якщо
f iнтегровна на вiдрiзку [a; b], то вона обмежена на цьому вiдрiз-
ку.

Нехай f обмежена на вiдрiзку [a; b], P – фiксоване розбиття вiд-
рiзка [a; b] на n частин i для k = 1, 2, ..., n

mk(P, f) = inf
xk−1≤x≤xk

f(x), Mk(P, f) = sup
xk−1≤x≤xk

f(x),

ωk(P, f) =Mk(P, f)−mk(P, f).

Число ωk(P, f) називається коливанням функцiї f на вiдрiзку
[xk−1;xk], а суми

sP (f) =

n∑
k=1

mk(P, f)∆xk та SP (f) =

n∑
k=1

Mk(P, f)∆xk −
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вiдповiдно нижньою та верхньою сумами Дарбу функцiї f для роз-
биття P .

Теорема 2 (критерiй iнтегровностi функцiї). Обмежена на
вiдрiзку [a; b] функцiя f iнтегровна на цьому вiдрiзку тодi й лише
тодi, коли

lim
λ(P )→0

(
SP (f)− sP (f)

)
≡ lim
λ(P )→0

n∑
k=1

ωk(P, f)∆xk = 0.

Теорема 3. Кожна неперервна на вiдрiзку функцiя iнтегровна
на цьому вiдрiзку.

Теорема 4. Кожна монотонна на вiдрiзку функцiя iнтегровна
на цьому вiдрiзку.

Теорема 5. Якщо обмежена на вiдрiзку функцiя має на ньому
лише скiнченну кiлькiсть точок розриву, то вона iнтегровна на
цьому вiдрiзку.

Нехай функцiя f iнтегровна на вiдрiзку [a; b]. Тодi вона iнте-
гровна на кожному вiдрiзку [a;x], x ∈ [a; b]. Тому на [a; b] можна
визначити функцiю

Φ(x) =

x∫
a

f(t) dt,

яка називається iнтегралом зi змiнною верхньою межею.
Теорема 6. Якщо f iнтегровна на [a; b], то Φ неперервна на

[a; b].
Теорема 7. Якщо f неперервна на [a; b], то Φ диференцiйовна

на [a; b] i
Φ′(x) = f(x), x ∈ [a; b].

Наслiдок. Кожна неперервна на промiжку функцiя має первi-
сну функцiю.

Зауважимо, що не кожна первiсна для неперервної функцiї вира-
жається через елементарнi функцiї. Наприклад, первiснi для фун-
кцiй ex

2

, sinx2, cosx2 через елементарнi функцiї не виражаються.
Теорема 8 (Ньютона–Лейбнiца). Нехай функцiя f неперерв-

на на вiдрiзку [a; b], а F – одна з її первiсних. Тодi
b∫
a

f(x) dx = F (x)
b

|
a
= F (b)− F (a).

1. Знайти iнтегральну суму σn для функцiї f(x) = x+1 на вiдрiз-
ку [−1; 4], розбиваючи його на n рiвних вiдрiзкiв i вибираючи
за вiдмiченi точки τk середини вiдповiдних вiдрiзкiв.
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2. Знайти iнтегральну суму σn для функцiї f(x) = 2x на вiдрiзку
[0; 2], розбиваючи його на n рiвних вiдрiзкiв i вибираючи за
вiдмiченi точки τk середини вiдповiдних вiдрiзкiв.

3. Для вказаних нижче функцiй f(x) знайти нижню sn(f) та
верхню Sn(f) суми Дарбу на вiдповiдних вiдрiзках, розбиваю-
чи цi вiдрiзки на n рiвних частин:
а) f(x) = x2, x ∈ [1; 4]; б) f(x) = x3, x ∈ [−2; 3];
в) f(x) =

√
x, x ∈ [0; 1]; г) f(x) = 2x, x ∈ [0; 10].

Обчислити визначенi iнтеграли, розглядаючи їх як границi вiд-
повiдних iнтегральних сум:

4.
2∫

−1

x2 dx; 5.
3∫

1

x3 dx; 6.
2∫

0

3x dx; 7.
1∫

0

ax dx (a > 0);

8.

π
2∫

0

sinx dx; 9.
π∫

0

cosx dx; 10.
4∫

1

dx

x2
; 11.

3∫
1

dx

x
;

12.
b∫
a

xm dx (0 < a < b, m ̸= −1).

13. Використовуючи формулу Ньютона–Лейбнiца, обчислити на-
веденi нижче визначенi iнтеграли:

а)
8∫

−1

3
√
x dx; б)

3∫
0

dx√
x+ 1

; в)
π∫

0

sinx dx;

г)
π∫

0

cosx dx; ґ)

√
3∫

1√
3

dx

1 + x2
; д)

1
2∫

− 1
2

dx√
1− x2

;

е)
2∫

0

|1− x| dx; є)
0∫

−2

|x2 − 1| dx; ж)
sh 2∫

sh 1

dx√
1 + x2

.

14. Обчислити:

а)
100π∫
0

√
1− cos 2x dx; б)

1∫
−1

d

dx

(
1

1 + 2
1
x

)
dx.
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15. Обчислити:

а)
2∫

0

f(x) dx, якщо f(x) =
{

x2, 0 ≤ x ≤ 1,
2− x, 1 < x ≤ 2;

б)
1∫

0

f(x) dx, якщо f(x) =
{

x, 0 ≤ x ≤ t,
t 1−x

1−t , t < x ≤ 1.

За допомогою визначених iнтегралiв знайти такi границi:

16. lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ ...+

n− 1

n2

)
;

17. lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

n+ n

)
;

18. lim
n→∞

(
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ ...+

n

n2 + n2

)
;

19. lim
n→∞

(
1

n2 + 12
+

2

n2 + 22
+ ...+

n

n2 + n2

)
;

20. lim
n→∞

(√
n+ 1

n3
+

√
n+ 2

n3
+ ...+

√
n+ n

n3

)
;

21. lim
n→∞

1

n3

(√
n2 + 12 + 2

√
n2 + 22 + ...+ n

√
n2 + n2

)
;
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6.2. Замiна змiнної та iнтегрування частинами у визначе-
ному iнтегралi

Теорема 1. Нехай функцiя f : [a; b] → R неперервна, а функцiя
φ : [α;β] → [a; b] неперервно диференцiйовна, причому φ(α) = a i
φ(β) = b. Тодi b∫

a

f(x) dx =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Теорема 2. Нехай функцiї u та v неперервно диференцiйовнi на
вiдрiзку [a; b]. Тодi

b∫
a

u(x) dv(x) = u(x) v(x)
b

|
a
−

b∫
a

v(x) du(x).

Зауважимо, що формули замiни змiнної та iнтегрування части-
нами використовуються, як правило, у тих самих випадках, що й
для невизначеного iнтеграла.

Використовуючи вiдповiдну замiну змiнної, обчислити наведенi
нижче визначенi iнтеграли:

1.
1∫

−1

x dx√
5− 4x

; 2.
9∫

1

x 3
√
1− x dx;

3.
ln 2∫
0

√
ex − 1 dx; 4.

ln 8∫
ln 3

dx√
ex + 1

;

5.
1∫

0

arcsin
√
x√

x(1− x)
dx; 6.

1∫
0

x15
√
1 + 3x8 dx;

7.
a∫

0

x2
√
a2 − x2 dx; 8.

√
3∫

0

dx√
(4− x2)3

;

9.

0,75∫
0

dx

(x+ 1)
√
1 + x2

; 10.
−1∫

−2

dx

x
√
x2 − 1

.

Використовуючи формулу iнтегрування частинами, обчислити
такi визначенi iнтеграли:

11.
1∫

0

x e2x dx; 12.
ln 2∫
0

x e−x dx;

97



13.
π∫

0

x sinx dx; 14.

π
2∫

0

x cos 2x dx;

15.
π∫

0

x2 cos 3x dx; 16.

π
2∫

0

x2 sinx dx;

17.
e∫

1
e

x lnx dx; 18.
e∫

1

x2 lnx dx;

19.
1∫

0

arccosx dx; 20.

√
3

2∫
0

arcsinx dx;

21.
1∫

0

x arcsinx dx; 22.

1
2∫

0

x2 arccosx dx;

23.
1∫

0

arctg x dx; 24.

√
3∫

0

x arctg x dx;

25.
3∫

0

arcsin

√
x

1 + x
dx; 26.

e∫
1

x2 ln2 x dx;

27.

π
2∫

0

ex sinx dx; 28.

π
2∫

0

ex cosx dx.

29. Довести, що коли функцiя f неперервна i парна на [−a; a], то
a∫

−a

f(x) dx = 2

a∫
0

f(x) dx.

30. Довести, що коли функцiя f неперервна i непарна на [−a; a],

то
a∫

−a

f(x) dx = 0.

31. Довести, що одна з первiсних для неперервної i парної на
[−a; a] функцiї є непарною функцiєю, а кожна первiсна для
неперервної i непарної на [−a; a] функцiї є парною функцiєю.

32. Довести, що коли функцiя f неперервна i перiодична з перiо-

дом T > 0 на R, то для кожного a ∈ R
a+T∫
a

f(x) dx =

T∫
0

f(x) dx.
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6.3. Обчислення площ плоских фiгур

Теорема 1. Нехай фiгура P на декартовiй площинi обмежена
прямими x = a та x = b i графiками неперервних на [a; b] функцiй
y = φ(x) та y = ψ(x), причому φ(x) ≤ ψ(x) на [a; b]. Тодi площа
S(P ) цiєї фiгури обчисляється за формулою

S(P ) =

b∫
a

[ψ(x)− φ(x)] dx.

Теорема 2. Нехай фiгура P на полярнiй площинi є криволiнiй-
ним сектором, обмеженим променями φ = α та φ = β i графiком
неперервної на вiдрiзку [α;β] функцiї r = r(φ). Тодi площа S(P )
цiєї фiгури обчисляється за формулою

S(P ) =
1

2

β∫
α

r2(φ) dφ.

Теорема 3. Нехай проста замкнена лiнiя L на декартовiй пло-
щинi задається параметричними рiвняннями x = φ(t), y = ψ(t),
t ∈ [α;β], де φ i ψ – неперервно диференцiйовнi на [α;β] функцiї.
Якщо лiнiя L, що проходиться проти годинникової стрiлки, обме-
жує злiва вiд себе фiгуру P iз площею S(P ), то

S(P ) =

β∫
α

x(t) y′(t) dt = −
β∫
α

y(t)x′(t) dt =

=
1

2

β∫
α

[x(t) y′(t)− y(t)x′(t)] dt.

Знайти площi фiгур, обмежених кривими, заданими в прямоку-
тних декартових координатах:

1. y = x2, x = y2; 2. y2 + 8x = 16, y2 − 24x = 48;
3. y = 2x− x2, x+ y = 0; 4. y = x2, x+ y = 2;
5. xy = 3, x+ y = 4; 6. xy = a, x+ y = a+ 1 (a > 1);
7. y = x2, 3y = x3; 8. y = x(x− 1)2, y = 0;
9. x = y2(y − 1), x = 0; 10. y(1 + x2) = 1, 2y = x2;

11.
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a, b > 0); 12. y2 = x2(a2 − x2) (a > 0);

13. y = x, y = x+ sin2 x, 0 ≤ x ≤ π;
14. x = (y − 1)2, x = 0, y = sin(πx), 0 ≤ x ≤ 1;
15. y = | lnx|, y = 0, x = 1

e , x = e;
16. y = ex, y = e, x = 0;
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17. y2 = 2px, 27py2 = 8(x− p)3 (p > 0);

18. y =
a3

a2 + x2
, y = 0 (a > 0);

19. y2 =
x3

2a− x
(циссоїда), x = 2a (a > 0);

20. x = a ln
a+

√
a2 − y2

y
−
√
a2 − y2 (трактриса) (a > 0), y = 0,

x = 0.

21. Знайти площу фiгури, яка обмежена параболою y =
−x2 + 4x − 3 i дотичними до неї в точках (0;−3) i (3; 0).

22. Знайти площi фiгур, на якi парабола 2y = x2 дiлить круг x2 +
y2 ≤ 8.

23. Знайти площi фiгур, на якi парабола y2 = 6x дiлить круг x2 +
y2 ≤ 16.

Знайти площi фiгур, обмежених кривими, заданими в полярних
координатах:
24. r = a(1 + cosφ) (кардiоїда) (a > 0); 25. r = 3 + 2 cosφ;
26. r = 4 + sin 2φ; 27. r = 3 + cos 2φ;
28. r2 = a2 cos 2φ (лемнiската) (a > 0); 29. r = 2

√
sin 2φ;

30. r = a sin 3φ (трилисник) (a > 0); 31. r = 4 cos 3φ;
32. r = 3 + cos 3φ; 33. r = 4 + sin 3φ;
34. r =

p

1− cosφ
(парабола) (p > 0), φ = π

4 , φ = π
2 ;

35. r =
p

1 + ε cosφ
(елiпс) (p > 0, 0 < ε < 1);

36. r =
1

φ
, r =

1

sinφ
, 0 < φ ≤ π

2 .

Переходячи до полярних координат, знайти площi фiгур, обме-
жених лiнiями:
37. (x2 + y2)2 = 2a2xy (лемнiската) (a > 0);
38. x3 + y3 = 3axy (лист Декарта) (a > 0);
39. x4 + y4 = a2(x2 + y2) (a > 0).
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6.4. Обчислення довжин дуг кривих

Теорема 1. Нехай лiнiя L на декартовiй площинi задана яв-
ним рiвнянням y = f(x), x ∈ [a; b], причому функцiя f неперервно
диференцiйовна на вiдрiзку [a; b]. Тодi довжина ℓ(L) цiєї лiнiї обчи-
слюється за формулою

ℓ(L) =

b∫
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx.

Теорема 2. Нехай лiнiя L на декартовiй площинi задається
параметричними рiвняннями x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α;β], де φ i
ψ – неперервно диференцiйовнi на [α;β] функцiї. Тодi довжина ℓ(L)
цiєї лiнiї обчисляється за формулою

ℓ(L) =

β∫
α

√
[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

Теорема 3. Нехай лiнiя L на полярнiй площинi задана рiвнян-
ням r = r(φ), φ ∈ [α;β], причому функцiя r(φ) неперервно дифе-
ренцiйовна на вiдрiзку [α;β]. Тодi довжина ℓ(L) цiєї лiнiї обчисля-
ється за формулою

ℓ(L) =

β∫
α

√
[r(φ)]2 + [r′(φ)]2 dφ.

Знайти довжини дуг кривих, заданих у прямокутних декартових
координатах:
1. y = x

3
2 , 0 ≤ x ≤ 4; 2. x2 = y3, 0 ≤ y ≤ 1;

3. 4y = x2, −1 ≤ x ≤ 1; 4. y2 = 2x, 0 ≤ x ≤ 2;
5. y = chx, 0 ≤ x ≤ ln 3; 6. y = ex, ln 3 ≤ 2x ≤ ln 8;
7. y = lnx,

√
3 ≤ x ≤

√
8; 8. y = ln(1− x2), 0 ≤ x ≤ 1

2 ;

9. x =
y2 − 2 ln y

4
, 1 ≤ y ≤ e; 10. x = 2 ln

4

4− x2
, 0 ≤ x ≤ 1;

11. y = ln(cosx), 0 ≤ x ≤ π
3 ; 12. y = ln(sinx), π

6 ≤ x ≤ 5π
6 ;

13. y =
√
x− x2 + arcsin

√
x; 14. (y − arcsinx)2 = 1− x2;

15. y =
ex + 1

ex − 1
, 0 < a ≤ x ≤ b;

16. x = 2 ln
2 +

√
4− y2

y
−
√
4− y2, 1 ≤ y ≤ 2.

Знайти довжини дуг кривих, заданих параметричними рiвнян-
нями:
17. x = a cos t, y = b sin t, 0 ≤ t ≤ 2π (елiпс) (a, b > 0);
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18. x = a cos2 t, y = b sin2 t, 0 ≤ t ≤ 2π (a, b > 0);
19. x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 ≤ t ≤ 2π (астроїда) (a > 0);
20. x = a cos4 t, y = a sin4 t, 0 ≤ t ≤ π (a > 0);
21. x = a cos5 t, y = a sin5 t, 0 ≤ t ≤ 2π (a > 0);
22. x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π (a > 0);
23. x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t), 0 ≤ t ≤ 2π (a > 0);
24. x = (t2− 2) sin t+2t cos t, y = (2− t2) cos t+2t sin t, 0 ≤ t ≤ π;
25. x = a(sh t− t), y = a(ch t− 1), 0 ≤ t ≤ 1 (a > 0);
26. x = 9

5 cos
3 t, y = 9

4 sin
3 t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Знайти довжини дуг кривих, заданих у полярних координатах:
27. r = aφ, 0 ≤ φ ≤ 2π (спiраль Архiмеда) (a > 0);

28. r = a eφ, 0 < r < a (a > 0);

29. r = a (1 + cosφ) (a > 0); 30. r = a (1− cosφ) (a > 0).
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6.5. Обчислення об’ємiв тiл i площ поверхонь обертання

Теорема 1. Нехай проєкцiєю тiла T на вiсь Ox є вiдрiзок [a; b]
i для кожного x0 ∈ [a; b] площа перерiзу тiла T площиною x = x0
дорiвнює S(x0). Якщо функцiя S(x) неперервна на [a; b], то об’єм
V (T ) тiла T обчисляється за формулою

V (T ) =

b∫
a

S(x) dx.

Теорема 2. Нехай тiло T обмежене площинами x = a та
x = b i поверхнею, яка утворена обертанням навколо осi Ox
графiка неперервної на вiдрiзку [a; b] функцiї y = f(x). Тодi об’єм
V (T ) тiла обертання T обчислюється за формулою

V (T ) = π

b∫
a

f2(x) dx.

Теорема 3. Нехай поверхня P утворена обертанням навколо
осi Ox графiка неперервно диференцiйовної на вiдрiзку [a; b] функ-
цiї y = f(x). Тодi площа S(P ) поверхнi обертання P обчислюється
за формулою

S(P ) = 2π

b∫
a

|f(x)|
√
1 + [f ′(x)]2 dx.

Теорема 4. Нехай лiнiя L на площинi з прямокутною декарто-
вою системою координат задається параметричним рiвнянням{

x = φ(t),
y = ψ(t), t ∈ [α;β],

де φ i ψ – неперервно диференцiйовнi на [α;β] функцiї, а поверхня
P утворена обертанням лiнiї L навколо осi Ox. Тодi площа S(P )
поверхнi обертання P обчислюється за формулою

S(P ) = 2π

β∫
α

|ψ(t)|
√
[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

Теорема 5. Нехай лiнiя L на площинi з полярною системою
координат задана рiвнянням r = r(φ), φ ∈ [α;β], причому фун-
кцiя r(φ) неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [α;β], а поверхня
P утворена обертанням лiнiї L навколо полярної осi. Тодi площа
S(P ) поверхнi обертання P обчислюється за формулою

S(P ) = 2π

β∫
α

r(φ)| sinφ|
√
[r(φ)]2 + [r′(φ)]2 dφ.
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1. Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнею, яка утворюється
обертанням навколо осi Ox параболи y2 = 4x, i площиною
x = 1.

2. Фiгура, обмежена дугами парабол y = x2 i x = y2, обертається
навколо осi Oy. Обчислити об’єм тiла обертання, яке отриму-
ється при цьому.

3. Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнею, яка утворюється
обертанням навколо осi Ox лiнiї (x−4)y2 = x(x−3), 0 ≤ x ≤ 3.

4. Знайти об’єм тiла, отриманого обертанням навколо осi Ox кри-
волiнiйної трапецiї, яка обмежена лiнiєю y = xex i прямими
x = 1 та y = 0.

5. Знайти об’єм тiла, отриманого обертанням навколо осi Ox кри-
волiнiйної трапецiї, яка обмежена лiнiєю y = arcsinx i прямими
x = 1 та y = 0.

6. Знайти об’єм тiла, отриманого обертанням фiгури, яка обме-
жена прямою y = 0 i графiком функцiї y = sinx, 0 ≤ x ≤ π:

а) навколо осi Ox; б) навколо осi Oy.

7. Знайти об’єм тiла, отриманого обертанням криволiнiйної тра-
пецiї, яка обмежена прямою y = 0 i графiком функцiї y =
2x− x2, 0 ≤ x ≤ 2:

а) навколо осi Ox; б) навколо осi Oy.

8. Знайти об’єм тiла, отриманого обертанням криволiнiйної тра-
пецiї, яка обмежена прямою y = 0 i аркою циклоїди
x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π (a > 0):

а) навколо осi Ox; б) навколо осi Oy;

в) навколо прямої y = 2a; г) навколо прямої x = aπ.

9. Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнею, яка утворюється
обертанням лiнiї x = a sin3 t, y = b cos3 t, 0 ≤ t ≤ 2π (a, b > 0):

а) навколо осi Ox; б) навколо осi Oy.

10. Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнею, яка утворюється
обертанням петлi лiнiї x = 2t− t2, y = 4t− t3:

а) навколо осi Ox; б) навколо осi Oy.
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Знайти площi поверхонь, утворених обертанням навколо осi Ox
таких кривих:

11. y2 = 4ax, 0 ≤ x ≤ 3a (a > 0); 12. ay2 = x3, 0 ≤ x ≤ a (a > 0);

13. 3y = x3, 0 ≤ x ≤ a (a > 0); 14. y = sinx, 0 ≤ x ≤ π;

15. y = a cos πx2b , |x| ≤ b (a, b > 0); 16. y = tg x, 0 ≤ x ≤ π
4 ;

17. x2 + (y − b)2 = a2 (a ≥ b > 0); 18. y = e−x, x ≥ 0.

Знайти площi поверхонь, утворених обертанням нижченаведених
кривих навколо: а) осi Ox; б) осi Oy.

19. 2py = x2, 0 ≤ y ≤ a (a, p > 0);

20.
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a ≥ b > 0);

21. y = a ch x
a , |x| ≤ b (ланцюгова лiнiя) (a, b > 0).

22. Знайти площу поверхнi, утвореної обертанням астроїди
x = a cos3 t, y = a sin3 t (a > 0) навколо:

а) осi Ox; б) прямої y = x.

23. Знайти площу поверхнi, утвореної обертанням навколо осi аб-
сцис дуги лiнiї x = et cos t, y = et sin t, 0 ≤ t ≤ π

2 .

24. Знайти площу поверхнi, утвореної обертанням арки циклоїди
x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, навколо:

а) осi Ox; б) прямої x = aπ;

в) осi Oy; г) прямої y = 2a (a > 0).
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Роздiл VII. Невласнi iнтеграли та iнтеграли Ейлера

7.1. Означення та обчислення невласних iнтегралiв

Нехай a ∈ R, функцiя f визначена на промiжку [a;ω), де
ω ∈ (a; +∞] – особлива точка для f (тобто ω = +∞ або ω ∈ R i
f необмежена в кожному околi точки ω), i для кожного A ∈ (a;ω)
функцiя f iнтегровна на вiдрiзку [a;A].

Якщо iснує скiнченна границя lim
A→ω

A∫
a

f(x) dx, то функцiя f нази-

вається iнтегровною (у невласному розумiннi) на промiжку [a, ω),

а значення границi lim
A→ω

A∫
a

f(x) dx називається невласним iнтегра-

лом вiд функцiї f на промiжку [a;ω) i позначається через
ω∫
a

f(x) dx,

тобто ω∫
a

f(x) dx = lim
A→ω

A∫
a

f(x) dx.

При цьому невласний iнтеграл
ω∫
a

f(x) dx називається збiжним.

У випадку, коли границя lim
A→ω

A∫
a

f(x) dx нескiнченна або не iснує,

то функцiя f не iнтегровна на [a, ω) i невласний iнтеграл
ω∫
a

f(x) dx

називається розбiжним. При цьому, у випадку нескiнченної грани-
цi, вважають, що значення невласного iнтеграла дорiвнює вiдпо-
вiднiй нескiнченностi (+∞ чи −∞), а в iншому випадку невласний
iнтеграл значення не має.

Аналогiчно визначається невласний iнтеграл виду
a∫
ω

f(x) dx = lim
A→ω

a∫
A

f(x) dx,

де ω ∈ [−∞; a) – особлива точка для визначеної на промiжку (ω; a]
функцiї f . Крiм цього, якщо f визначена на промiжку (ω1;ω2), де
ω1, ω2 ∈ [−∞; +∞] – особливi точки для f , то вважають, що

ω2∫
ω1

f(x) dx =

a∫
ω1

f(x) dx+

ω2∫
a

f(x) dx,

де a ∈ (ω1;ω2), причому iнтеграл з лiвої частини останньої рiвностi
збiгається, якщо збiгаються обидва iнтеграли з правої частини цiєї
рiвностi.
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Якщо ω ∈ {−∞,+∞}, то вiдповiдний невласний iнтеграл на-
зивають невласним iнтегралом першого роду, а якщо ω ∈ R, то
невласним iнтегралом другого роду.

Теорема 1.[критерiй Кошi] Нехай функцiя f визначена на про-
мiжку [a;ω) i для кожного A ∈ (a;ω) iнтегровна на вiдрiзку [a;A].

Тодi невласний iнтеграл
ω∫
a

f(x) dx збiгається в тому й лише в то-

му випадку, коли для довiльного ε > 0 iснує таке A0 ∈ [a;ω), що
для всiх A′, A′′ ∈ [A0;ω) виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

A′′∫
A′

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Теорема 2. Нехай функцiя f неперервна на промiжку [a;ω), а
F – одна з її первiсних на цьому промiжку. Тодi

ω∫
a

f(x) dx = lim
x→ω

F (x)− F (a).

Рiзниця lim
x→ω

F (x)− F (a) позначається ще через F (x)
∣∣∣ω
a
.

Аналогiчно, як для визначених iнтегралiв, для невласних iнте-
гралiв вважають, що

ω∫
a

f(x) dx = −
a∫
ω

f(x) dx.

1. Довести, що невласний iнтеграл

+∞∫
a

dx

xp
,

де a > 0, збiгається при p > 1 i розбiгається при p ≤ 1.

2. Довести, що невласний iнтеграл

b∫
a

dx

(x− a)p

збiгається при p < 1 i розбiгається при p ≥ 1.
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Обчислити такi невласнi iнтеграли:

3.
+∞∫
1

dx

x4
; 4.

+∞∫
1

dx√
x

; 5.
+∞∫

−∞

dx

1 + x2
;

6.
+∞∫

−∞

dx

x2 + 2x+ 2
; 7.

+∞∫
0

dx

e2x
; 8.

+∞∫
−∞

dx

e|x|
;

9.
+∞∫
2

dx

x2 + 2x− 3
; 10.

+∞∫
3

dx

2x− x2
; 11.

1∫
−1

dx√
1− x2

;

12.
6∫

2

dx√
x− 2

; 13.
+∞∫
1

dx

x
√
x− 1

; 14.
2∫

1

x dx√
x− 1

;

15.
e∫

1

dx

x
√
lnx

; 16.
e∫

1

dx

x lnx
; 17.

1∫
0

dx

x ln2 x
;

18.
+∞∫
1

dx

x2 (x+ 1)
; 19.

+∞∫
2

dx

x (x+ 1)2
; 20.

+∞∫
√
2

dx

x
√
x2 − 1

;

21.
+∞∫
4

dx

x
√
x2 + 1

; 22.
+∞∫
0

x dx

(1 + x)3
; 23.

1∫
0

dx

(2− x)
√
1− x

;

24.
+∞∫
0

dx

x3 + 1
; 25.

+∞∫
0

x dx

x3 − 1
; 26.

+∞∫
0

x2 + 1

x4 + 1
dx;

27.
1∫

0

lnx dx; 28.
e∫

0

ln2 x dx; 29.
+∞∫
0

x e−x dx;

30.
+∞∫
0

x3 e−x
2

dx; 31.
+∞∫
0

e−
√
x dx; 32.

+∞∫
1

√
x

(1 + x)2
dx;

33.
+∞∫
1

arctg x

x2
dx; 34.

+∞∫
−∞

dx

(1 + x2)2
; 35.

+∞∫
0

e−x sinx dx.
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7.2. Збiжнiсть невласних iнтегралiв вiд невiд’ємних
функцiй

Нехай ω ∈ [−∞; +∞] – особлива точка для функцiй f та g. По-
значимо через F та G вiдповiдно невласнi iнтеграли

ω∫
a

f(x) dx та
ω∫
a

g(x) dx.

Теорема 1. [ознака порiвняння у формi нерiвностей] Нехай
0 ≤ f(x) ≤ g(x) на промiжку [a;ω). Тодi

1) якщо iнтеграл G збiгається, то iнтеграл F також збiгає-
ться;

2) якщо iнтеграл F розбiгається, то iнтеграл G також розбi-
гається.

Теорема 2. [ознака порiвняння у граничнiй формi] Нехай
f(x) > 0 i g(x) > 0 на [a;ω), причому f(x) ∼ g(x) при x → ω.
Тодi iнтеграли F i G збiгаються чи розбiгаються одночасно.

Використовуючи ознаки порiвняння, дослiдити на збiжнiсть такi
невласнi iнтеграли:

1.
+∞∫
1

x dx

x3 + 1
; 2.

+∞∫
1

x− 1

x4 + 1
dx;

3.
+∞∫
1

x3 dx

1 + 2x3 + 3x5
; 4.

+∞∫
1

x2 dx

2 + 3x5
;

5.
+∞∫
1

x3 + 1

x4
dx; 6.

+∞∫
1

2x2 + 5x+ 1

x3
dx;

7.
+∞∫
1

dx

x 3
√
x2 + 1

; 8.
+∞∫
1

dx

x 5
√
x3 + 4

;

9.
+∞∫
1

(2x+ 1) dx√
x3 + 1 +

√
4x3 + 3

; 10.
+∞∫
1

(4x− 3) dx
3
√
x4 + 1 + 3

√
x4 + 2

;
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11.
+∞∫
2

2−x dx

x2 + 5x3 + 4x6
; 12.

+∞∫
e

e−x dx

x4 + x+ 3
;

13.
+∞∫
0

√
x e−x dx; 14.

+∞∫
0

3
√
x e−x dx;

15.
+∞∫
1

lnx dx

x2 + 1
; 16.

+∞∫
1

lnx dx

x3 + 2
;

17.
+∞∫
0

ln(x+ 1)

x+ 2
dx; 18.

+∞∫
0

ln(x+ 2)√
x2 + 4

dx;

19.
1∫

0

dx

e
√
x − 1

; 20.
1∫

0

3
√
x dx

ex − 1
;

21.
1∫

0

√
x dx

3sin x − 1
; 22.

1∫
0

2tg x − 1
3
√
x

dx;

23.
1∫

0

dx

ex − cosx
; 24.

1∫
0

dx

ex − cos
√
x

;

25.
1∫

0

ln(1 +
√
x)

arcsinx
dx; 26.

1∫
0

ln(1 + 2x)

sin 4
√
x

dx;

27.
1∫

0

4
√
x dx

1− cos
√
x

; 28.
1∫

0

3
√
x− 6

√
x

arctg x
dx;

29.
1∫

0

√
x dx√
1− x4

; 30.
1∫

0

x2 dx
3
√
(1− x2)5

;

31.
+∞∫
e

dx

lnx
; 32.

+∞∫
e2

dx

x ln lnx
;

33.
1∫

0

lnx

1− x2
dx; 34.

1∫
0

dx
3
√
lnx

;
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35.
+∞∫
0

arctg 2x

x3 +
3
√
x4

dx; 36.
+∞∫
0

dx√
x3 + x

;

37.
+∞∫
0

ln(1 + x2)

x
dx; 38.

π
2∫

0

ln(1− sinx)√
x3

dx;

39.
+∞∫
0

sin2
3
√
x2 dx

4
√
(1 + x2)3 − 1

; 40.
+∞∫
0

3
√
x4 dx

3
√
(1 + x2)4 − 1

;

41.
+∞∫
1

x+ 3

x3 − x2 − 4
dx; 42.

+∞∫
1

x5 + x+ 2

128− x7
dx.

Встановити, при яких значеннях параметрiв збiгаються наведенi
нижче невласнi iнтеграли:

43.
+∞∫
0

xp−1 e−x dx; 44.
+∞∫
0

ln(1 + x)

xp
dx;

45.

π
2∫

0

1− cosx

xp
dx; 46.

π∫
0

dx

sinp x
;

47.
+∞∫
2

dx

xp lnx
; 48.

+∞∫
2

dx

x lnp x
;

49.
+∞∫
0

arctg ax

xp
dx (a > 0); 50.

+∞∫
0

arctg ax

1 + xp
dx (a > 0);

51.
+∞∫
0

xq

1 + xp
dx (p ≥ 0); 52.

+∞∫
0

xq arctg x

2 + xp
dx (p ≥ 0).
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7.3. Абсолютна й умовна збiжнiсть невласних iнтегралiв

Нехай ω ∈ [−∞; +∞] – особлива точка для функцiї f .

Невласний iнтеграл
ω∫
a

f(x) dx називається абсолютно збiжним,

якщо збiгається iнтеграл
ω∫
a

|f(x)| dx. Якщо ж iнтеграл
ω∫
a

|f(x)| dx

розбiгається, але сам iнтеграл
ω∫
a

f(x) dx збiгається, то вiн називає-

ться умовно збiжним.

Теорема 1. Якщо iнтеграл
ω∫
a

f(x) dx абсолютно збiжний, то

вiн збiгається.
Нехай на промiжку [a;ω) визначенi функцiї f та g, причому то-

чка ω особлива для їх добутку fg.

Теорема 2. [oзнака Дiрiхле] Iнтеграл
ω∫
a

f(x) g(x) dx збiгається,

якщо виконуються такi умови:
1) функцiя f монотонна на [a;ω);

2) lim
x→ω

f(x) = 0;
3) iснує таке C > 0, що для всiх A ∈ (a;ω) виконується нерiв-

нiсть

∣∣∣∣∣A∫a g(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤ C.

Теорема 3. [oзнака Абеля] Iнтеграл
ω∫
a

f(x) g(x) dx збiгається,

якщо виконуються такi умови:
1) функцiя f монотонна на [a;ω);

2) функцiя f обмежена на [a;ω);

3) iнтеграл
ω∫
a

g(x) dx збiжний.

Дослiдити на абсолютну й умовну збiжностi такi невласнi iнте-
грали:

1.
+∞∫
1

cos 2x√
x3 + 1

dx; 2.
+∞∫
1

sin 3x
3
√
x4 + 1

dx;

3.
+∞∫
0

arctg x

x2 + 3
dx; 4.

+∞∫
0

arcctg x

x3 + 4
dx;

112



5.
+∞∫
0

sinx

x
dx; 6.

+∞∫
1

cosx√
x
dx;

7.
+∞∫
0

√
x cos 5x

x+ 10
dx; 8.

+∞∫
0

x sin 4x

x2 + 6
dx;

9.
+∞∫
0

arcctg x sin 2x

ln(x+ 2)
dx; 10.

+∞∫
0

arctg x cosx

ln(x+ 3)
dx;

11.
+∞∫
0

x2 cos(ex) dx; 12.
+∞∫
0

x sin(ex) dx;

Дослiдити на абсолютну та умовну збiжнiсть при всiх значеннях
параметрiв такi невласнi iнтеграли:

13.
+∞∫
1

cos ax

xp
dx; 14.

+∞∫
1

sin ax

xp
dx;

15.
+∞∫
1

xp sinx

x3 + 1
dx; 16.

+∞∫
2

xp cosx

lnx
dx.
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7.4. Ейлеровi iнтеграли

Гамма-функцiя Ейлера Γ(a) означається формулою

Γ(a) =

+∞∫
0

xa−1 e−x dx, де a > 0.

Властивостi гамма-функцiї Ейлера

1. Γ(a) нескiнченно диференцiйовна на (0,+∞), причому

Γ(n)(a) =

+∞∫
0

xa−1 (lnx)n e−x dx для кожного n ∈ N;

2. Γ(1) = Γ(2) = 1;

3. Γ(a+ 1) = aΓ(a) для всiх a > 0;

4. Γ(n+ 1) = n! для кожного n ∈ N.

Бета-функцiя Ейлера B(a, b) означається формулою

B(a, b) =

1∫
0

xa−1 (1− x)b−1 dx, де a > 0 та b > 0.

Властивостi бета-функцiї Ейлера

1. B(a, b) = B(b, a) для всiх a, b > 0;

2. B(a, b) =
+∞∫
0

xa−1 dx

(1 + x)a+b
для всiх a, b > 0.

Зв’язок мiж гамма-функцiєю Ейлера та бета-функцiєю Ейлера
виражається формулою

B(a, b) =
Γ(a) · Γ(b)
Γ(a+ b)

для всiх a, b > 0.

Формула доповнення

B(a, 1− a) = Γ(a) Γ(1− a) =
π

sin aπ
при 0 < a < 1.

Пiдставляючи у формулу доповнення значення a = b = 1
2 , одер-

жуємо, що
Γ( 12 ) =

√
π.
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Наступнi невласнi iнтеграли мають численнi застосування в рi-
зних роздiлах математики:

1)
+∞∫
0

sinx

x
dx =

π

2
– iнтеграл Дiрiхле;

2)
+∞∫
0

e−x
2

dx =

√
π

2
– iнтеграл Ейлера–Пуассона.

За допомогою Ейлерових iнтегралiв обчислити такi iнтеграли:

1.
+∞∫
0

x3 e−x dx; 2.
+∞∫
0

x4 e−x dx;

3.
+∞∫
0

√
x e−x dx; 4.

+∞∫
0

√
x3 e−x dx;

5.
+∞∫
0

x e−x
4

dx; 6.
+∞∫
0

x2 e−x
6

dx;

7.
1∫

0

(1− x)3√
x

dx; 8.
1∫

0

x2√
1− x

dx;

9.
1∫

0

3
√
x2 − x3 dx; 10.

1∫
0

√
x− x2 dx;

11.
1∫

0

6
√
x5 − x6 dx; 12.

1∫
0

4
√
x3 − x4 dx;

13.
a∫

0

x2
√
a2 − x2 dx, a > 0; 14.

1∫
0

√
1− x2 dx;

15.
1∫

0

dx
3
√
1− x3

; 16.
1∫

0

dx
4
√
1− x4

;

17.
1∫

0

dx
n
√
1− xn

, n > 0; 18.
+∞∫
0

x dx

(1 + x)3
;
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19.
+∞∫
0

x2 dx

(1 + x)4
; 20.

+∞∫
0

√
x dx

(1 + x)5
;

21.
+∞∫
0

3
√
x dx

(1 + x)4
; 22.

+∞∫
0

3
√
x2 dx

(1 + x)6
;

23.
+∞∫
0

4
√
x dx

(1 + x)2
; 24.

+∞∫
0

dx

1 + x3
;

25.
+∞∫
0

x dx

1 + x3
; 26.

+∞∫
0

x dx

1 + x4
;

27.
+∞∫
0

x2 dx

1 + x4
; 28.

+∞∫
0

x dx

1 + x6
;

29.
2∫

0

dx
3
√
x2(2− x)

; 30.
2∫

0

dx
5
√
x3(2− x)2

;

31.
2∫

−2

dx
4
√
(2 + x)3(2− x)

; 32.
2∫

−1

dx
4
√
(2− x)(1 + x)3

;

33.
2∫

1

3
√

(2− x)2(x− 1) dx; 34.
3∫

0

dx
6
√
x3(3− x)3

;

35.

π
2∫

0

sin6 x cos4 x dx; 36.

π
2∫

0

sin2 x cos2 x dx;

37.

π
2∫

0

sin3 x cos5 x dx; 38.

π
2∫

0

sin4 x cos6 x dx;

39.

π
2∫

0

3
√
tg x dx

(sinx+ cosx)2
; 40.

π
2∫

0

tg2a−1 x dx, 0 < a < 1.
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Визначити область iснування i виразити через гамма-функцiю
Ейлера або бета-функцiю Ейлера такi iнтеграли:

41.
+∞∫
0

xm−1 e−nx dx при n > 0; 42.
+∞∫
0

e−x
n

dx при n > 0;

43.
+∞∫
0

xm e−x
n

dx при n > 0; 44.
+∞∫
0

e−
n

2 x2
dx

xm+1
при n > 0;

45.
1∫

0

dx
m
√
1− xn

при n,m > 0; 46.
+∞∫
0

xm−1

1 + xn
dx при n > 0;

47.

π
2∫

0

sinn x cosm x dx; 48.

π
2∫

0

tgn x dx;

49.
1∫

0

xm (1−xn)p dx при n > 0; 50.
+∞∫
0

xm dx

(a+ bxn)p
при a, b, n > 0;

За допомогою iнтеграла Дiрiхле обчислити такi iнтеграли:

51.
+∞∫
0

sin ax

x
dx, a ∈ R; 52.

+∞∫
0

1− cos ax

x2
dx, a ∈ R;

53.
+∞∫
0

sin(x2)

x
dx; 54.

+∞∫
0

sin(x3)

x
dx.

За допомогою iнтеграла Ейлера–Пуассона обчислити такi iнте-
грали:

55.
+∞∫

−∞

e−x
2+2x−1 dx; 56.

+∞∫
−∞

e−4x2+x dx;

57.
+∞∫

−∞

e−(ax2+2bx) dx, a > 0, b ∈ R; 58.
+∞∫

−∞

e−ax
2

dx, a > 0;

59.
+∞∫

−∞

e−ax
2

ch bx dx, a > 0, b ∈ R; 60.
+∞∫
0

e−(x2+a2/x2) dx, a > 0.
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Роздiл VIII. Ряди Фур’є

8.1. Розклад функцiй у ряди Фур’є на промiжках
завдовжки 2π

Функцiя f називається абсолютно iнтегровною на вiдрiзку [a, b],

якщо iнтеграл
b∫
a

f(x) dx абсолютно збiжний.

Нехай функцiя f абсолютно iнтегровна на вiдрiзку [−π, π]. У цьо-
му випадку рядом Фур’є функцiї f називається тригонометричний
ряд (1) вигляду

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

коефiцiєнти якого обчислюються за допомогою формул Ейлера–
Фур’є

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, ... ,

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, ... .

Якщо функцiя f парна, то bn = 0 для всiх n = 1, 2, 3, ..., а

an =
2

π

π∫
0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, ... .

Якщо функцiя f непарна, то an = 0 для всiх n = 0, 1, 2, ..., а

bn =
2

π

π∫
0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, ... .

Функцiя f називається кусково диференцiйовною на вiдрiзку
[a, b], якщо вона диференцiйовна у всiх точках цього вiдрiзка, крiм,
можливо, скiнченної кiлькостi точок xi, в яких iснують її скiнченнi
одностороннi границi f(xi ± 0) = lim

x→xi±0
f(x) та скiнченнi односто-

роннi похiднi f ′(xi ± 0) = lim
x→xi±0

f(x)−f(xi±0)
x−xi

. Зрозумiло, що кожна
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кусково диференцiйовна на вiдрiзку функцiя абсолютно iнтегровна
на цьому вiдрiзку.

Теорема 1. Ряд Фур’є кусково диференцiйовної на вiдрiзку
[−π, π] функцiї f збiгається в кожнiй точцi x ∈ (−π, π) до числа

S(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
, (2)

а в точках x = π та x = −π – до числа

f(−π + 0) + f(π − 0)

2
.

Вiдзначимо, що сума ряду Фур’є кусково диференцiйовної на вiд-
рiзку [−π, π] функцiї f є 2π-перiодичною на R i збiгається з функцi-
єю f у кожнiй точцi неперервностi цiєї функцiї з iнтервалу (−π, π).

Нехай a ∈ R, а функцiя f визначена й абсолютно iнтегровна на
вiдрiзку [a, a+2π]. У цьому випадку коефiцiєнти ряду Фур’є функцiї
f обчислюються за такими формулами:

an =
1

π

a+2π∫
a

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, ... ,

bn =
1

π

a+2π∫
a

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, ... .

З теореми 1 випливає, що ряд Фур’є кусково диференцiйовної на
вiдрiзку [a, a+2π] функцiї f збiгається в кожнiй точцi x ∈ (a, a+2π)
до числа S(x) вигляду (2), а в точках x = a та x = a+2π – до числа

f(a+ 0) + f(a+ 2π − 0)

2
.

Крiм цього, сума S(x) ряду Фур’є кусково диференцiйовної на вiд-
рiзку [a, a + 2π] функцiї f є 2π-перiодичною на R i збiгається з
функцiєю f у кожнiй точцi неперервностi цiєї функцiї з iнтервалу
(a, a+ 2π).

Зауважимо, що коли функцiя f неперервна i 2π-перiодична на
R, а також кусково диференцiйовна на вiдрiзку [−π, π], то вона у
кожнiй точцi x ∈ R є сумою свого ряду Фур’є вигляду (2).
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Розкласти в ряд Фур’є функцiю f на вiдповiднiй множинi, якщо:

1. f(x) = cos4 x, x ∈ R; 2. f(x) = sin5 x, x ∈ R;

3. f(x) =
{

1, x ∈ [0, π],
0, x ∈ [−π, 0); 4. f(x) =

{
−2, x ∈ [0, π],
2, x ∈ [−π, 0);

5. f(x) =
{

0, x ∈ [0, π],
x, x ∈ [−π, 0); 6. f(x) =

{
2x, x ∈ [0, π],
0, x ∈ [−π, 0);

7. f(x) =
{

4x, x ∈ [0, π],
−3x, x ∈ [−π, 0); 8. f(x) =

{
a x, x ∈ [0, π],
b x, x ∈ [−π, 0);

9. f(x) = x, x ∈ (−π, π); 10. f(x) = x+ π, x ∈ (−π, π);
11. f(x) = |x|, x ∈ (−π, π); 12. f(x) = π − |x|, x ∈ (−π, π);
13. f(x) = π − x, x ∈ (0, 2π); 14. f(x) = x, x ∈ (0, 2π);

15. f(x) = π2 − x2, x ∈ (−π, π); 16. f(x) = x3, x ∈ (−π, π);
17. f(x) = shx, x ∈ (−π, π); 18. f(x) = chx, x ∈ (−π, π);

19. f(x) = e2x, x ∈ (−π, π); 20. f(x) = e−3x, x ∈ (−π, π);

21. f(x) = sin
x

2
, x ∈ (−π, π); 22. f(x) = cos

x

2
, x ∈ (−π, π);

23. f(x) = x sinx, x ∈ [−π, π]; 24. f(x) = x cosx, x ∈ (−π, π);

25. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = signx на iнтервалi
(−π, π) i, користуючись цим розкладом, знайти суму ряду Лейбнiца

∞∑
n=0

(−1)n

2n− 1
.

Розкласти в ряд Фур’є 2π-перiодичну на R функцiю f , якщо:

26. f(x) = sign (sinx); 27. f(x) = sign (cosx);

28. f(x) = arcsin(cosx); 29. f(x) = arcsin(sinx);

30. f(x) = arccos(sinx); 31. f(x) = arccos(cosx);

32. f(x) = | cosx|; 33. f(x) = | sinx|.
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8.2. Розклад функцiй у ряди Фур’є на довiльних промiжках

Нехай l > 0, а функцiя f визначена й абсолютно iнтегровна на
вiдрiзку [−l, l]. У цьому випадку рядом Фур’є функцiї f називається
тригонометричний ряд вигляду

a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)
, (3)

коефiцiєнти якого обчислюються за такими формулами:

an =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
nπx

l
dx, n = 0, 1, 2, ... ,

bn =
1

l

l∫
−l

f(x) sin
nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, ... .

Якщо функцiя f парна, то bn = 0 для всiх n = 1, 2, 3, ..., а

an =
2

l

l∫
0

f(x) cos
nπx

l
dx, n = 0, 1, 2, ... .

Якщо функцiя f непарна, то an = 0 для всiх n = 0, 1, 2, ..., а

bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, ... .

З теореми 1 (п. 8.1) випливає, що ряд Фур’є (3) кусково дифе-
ренцiйовної на вiдрiзку [−l, l] функцiї f збiгається в кожнiй точцi
x ∈ (−l, l) до числа S(x) вигляду (2), а в точках x = l та x = −l –
до числа

f(−l + 0) + f(l − 0)

2
.

При цьому сума ряду Фур’є (1) кусково диференцiйовної на вiдрiзку
[−l, l] функцiї f є 2l-перiодичною на R i збiгається з функцiєю f у
кожнiй точцi неперервностi цiєї функцiї з iнтервалу (−l, l).

Якщо функцiя f визначена й абсолютно iнтегровна на вiдрiзку
[a, a+2l] для деякого a ∈ R, то коефiцiєнти ряду Фур’є (3) функцiї
f обчислюються за формулами

an =
1

l

a+2l∫
a

f(x) cos
nπx

l
dx, n = 0, 1, 2, ... ,
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bn =
1

l

a+2l∫
a

f(x) sin
nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, ... .

З теореми 1 (п. 8.1) випливає, що ряд Фур’є кусково диферен-
цiйовної на вiдрiзку [a, a + 2l] функцiї f збiгається в кожнiй точцi
x ∈ (a, a+2l) до числа S(x) вигляду (2), а в точках x = a та x = a+2l
– до числа

f(a+ 0) + f(a+ 2l − 0)

2
.

Крiм цього, сума S(x) ряду Фур’є кусково диференцiйовної на вiд-
рiзку [a, a+2l] функцiї f є 2l-перiодичною на R i збiгається з функцi-
єю f у кожнiй точцi неперервностi цiєї функцiї з iнтервалу (a, a+2l).

Розкласти в ряд Фур’є функцiю f на вiдповiднiй множинi, вва-
жаючи довжину промiжку, який є областю визначення функцiї,
перiодом суми ряду Фур’є:

1. f(x) =
{

3, −π
2 < x < π

4 ,
1, π

4 ≤ x < π
2 ;

2. f(x) =
{
a, −π

3 < x < π
6 ,

b, π
6 ≤ x < π

3 ;

3. f(x) =

{
2, 0 < x < 2,
1, x = 2,
0, 2 < x < 4;

4. f(x) =

{
2a, 0 < x < l,
a, x = l,
0, l < x < 2l;

5. f(x) = |x|, x ∈ (−1, 1); 6. f(x) = 2− |x|, x ∈ (−2, 2);

7. f(x) = x, a) x ∈ (−π
4 ,

π
4 ), б) x ∈ (−l, l);

8. f(x) = π − x, x ∈ (0, π); 9. f(x) = x2, x ∈ (0, π2 );

10. f(x) = e2x, x ∈ (−π
2 ,

π
2 ); 11. f(x) = eax, x ∈ (−l, l);

12. f(x) = x cosx, x ∈ (−π
2 ,

π
2 ); 13. f(x) = x sinx, x ∈ (−π

4 ,
π
4 ).

Розкласти в ряд Фур’є перiодичну на R функцiю f , якщо:

14. f(x) =
∣∣∣cos x

2

∣∣∣; 15. f(x) = | sin 2x|;

16. f(x) = {x}; 17. f(x) = {2x}.
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8.3. Розклад у ряди Фур’є лише за косинусами або лише
за синусами

Нехай l > 0 i функцiя f абсолютно iнтегровна на вiдрiзку [0, l].
Розглянемо функцiю

f0(x) =

{
f(x), 0 ≤ x ≤ l,
f(−x), −l ≤ x < 0.

Вона парна, тому її ряд Фур’є має вигляд
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
,

а коефiцiєнти цього ряду обчислюються за формулами

an =
2

l

l∫
0

f(x) cos
nπx

l
dx, n = 0, 1, 2, ... .

Якщо функцiя f кусково диференцiйовна на вiдрiзку [0, l], то в усiх
точках x ∈ [0, l], за винятком, можливо, скiнченної кiлькостi точок
(якi є точками розриву функцiї f), виконується рiвнiсть

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
,

яку називають розкладом функцiї f лише за косинусами на вiдпо-
вiднiй множинi X ⊆ [0, l].

Розглянемо тепер функцiю

f1(x) =

{
f(x), 0 < x ≤ l,
0, x = 0,
−f(−x), −l ≤ x < 0.

Вона непарна, тому її ряд Фур’є має вигляд
∞∑
n=1

bn sin
nπx

l
,

а коефiцiєнти цього ряду обчислюються за формулами

bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, ... .

Якщо функцiя f кусково диференцiйовна на вiдрiзку [0, l], то в усiх
точках x ∈ (0, l), за винятком, можливо, скiнченної кiлькостi точок
(якi є точками розриву функцiї f), виконується рiвнiсть

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
nπx

l
,
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яку називають розкладом функцiї f лише за синусами на вiдповiд-
нiй множинi X ⊆ (0, l). При цьому сума S(x) вiдповiдного ряду
Фур’є дорiвнює нулю, якщо x ∈ {0, l}.

У випадку, коли l = π, розклади лише за косинусами чи лише за
синусами кусково диференцiйовної на [0, π] функцiї f будуть мати
вiдповiдно такий вигляд:

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx,

де

an =
2

π

π∫
0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, ... ,

або
f(x) =

∞∑
n=1

bn sinnx,

де

bn =
2

π

π∫
0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3, ... .

1. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = 1 лише за синусами на
(0, π).

2. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = x лише за косинусами на
[0, π].

3. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = cos 2x лише за синусами
на (0, π).

4. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = sinx лише за косинусами
на [0, π].

5. Розкласти функцiю f(x) =
π

4
− x

2
в ряд Фур’є:

а) за синусами на (0, π); б) за косинусами на [0, π].

6. Розкласти в ряд Фур’є на множинi (0, π2 ) ∪ (π2 , π) за синусами
функцiю

f(x) =

{
1, 0 < x < π

2 ,

0, π
2 ≤ x < π.

7. Розкласти в ряд Фур’є на вiдрiзку [0, π] за косинусами функцiю

f(x) =

{
π
2 − x, 0 ≤ x < π

2 ,

0, π
2 ≤ x ≤ π.

124



8. Розкласти в ряд Фур’є на множинi [0, π2 ) ∪ (π2 , π] за синусами
функцiю

f(x) =

{
sinx, 0 ≤ x ≤ π

2 ,

0, π
2 < x ≤ π.

9. Розкласти в ряд Фур’є на вiдрiзку [0, π] за косинусами функцiю

f(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ π

2 ,

π
2 ,

π
2 < x ≤ π.

10. Розкласти в ряд Фур’є на вiдрiзку [0, 2] за косинусами функцiю

f(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ 1,
2− x, 1 < x ≤ 2.

11. Розкласти функцiю f(x) = x− x2

2
в ряд Фур’є:

а) за синусами на [0, 1), б) за косинусами на [0, 1].

12. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = x(π − x) лише за сину-
сами на [0, π)].

13. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = x sinx лише за синусами
на [0, π].

14. Розкласти функцiю f(x) = x2 в ряд Фур’є:
а) за косинусами на [−π, π];
б) за синусами на [0, π);
в) за синусами i косинусами на (0, 2π).
Користуючись отриманими розкладами, знайти суми таких ря-

дiв:
∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
,

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
.

15. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = ex лише за косинусами
на [0, ln 2].

16. Розкласти функцiю f(x) = eax в ряд Фур’є:

а) за синусами на (0, π), б) за косинусами на [0, π].

17. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = cos ax лише за синусами
на (0, π).

18. Розкласти в ряд Фур’є лише за косинусами функцiю
f(x) = sin ax, x ∈ [0, π].
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Роздiл IX. Функцiї багатьох змiнних

9.1. Простiр Rm i поняття функцiї багатьох змiнних

Нехай m ∈ N i

Rm = {(x1, . . . , xm) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m}.

Функцiя d : Rm × Rm → R, яка дiє за правилом

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xm − ym)2,

де x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, називається евклi-
довою вiдстанню в Rm.

Елемент (0, 0, . . . , 0) ∈ Rm називається нульовим елементом i
позначається через 0.

Множина A ⊆ Rm називається обмеженою, якщо iснує таке
C ≥ 0, що для всiх x ∈ A виконується нерiвнiсть d(x, 0) ≤ C.

Елемент x0 ∈ Rm називається границею послiдовностi (xn)
∞
n=1,

де xn ∈ Rm для всiх n ∈ N (позначається x0 = lim
n→∞

xn або xn → x0

при n→ ∞), якщо для кожного ε > 0 iснує такий номер N ∈ N, що
для довiльного n ≥ N виконується нерiвнiсть d(xn, x0) < ε.

Послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 елементiв xn ∈ Rm називається збiжною

в просторi Rm, якщо iснує таке x0 ∈ Rm, що lim
n→∞

xn = x0.
Нехай a = (a1, . . . , am) ∈ Rm i ε > 0. Множина

B(a, r) = {x ∈ Rm : d(x, a) < ε}

називається вiдкритою кулею з центром у точцi a i радiусом ε, а
множина

B[a, r] = {x ∈ Rm : d(x, a) ≤ ε}
називається замкненою кулею з центром у точцi a i радiусом ε.

Точка x ∈ Rm називається точкою дотику множини A ⊆ Rm,
якщо B(x, ε) ∩A ̸= Ø для довiльного ε > 0.

Множина F ⊆ Rm називається замкненою, якщо вона мiстить
всi свої точки дотику.

Замкнена i обмежена множина K ⊆ Rm називається компакт-
ною.

Нехай X ⊆ Rm. Функцiєю f : X → R називається певне правило,
за яким кожному x ∈ X ставиться у вiдповiднiсть єдине y ∈ R, яке
називається значенням функцiї f у точцi x i позначається f(x).
При цьому множина X називається областю визначення функцiї f
i позначається Df , а множина f(X) = {f(x) : x ∈ X} називається
множиною значень функцiї f i позначається Ef .
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Функцiя f : X → R, визначена на деякiй множинi X ⊆ Rm, на-
зивається функцiєю m змiнних. Її позначають також так: y = f(x),
y = f(x1, x2, . . . , xm) або просто f(x1, x2, . . . , xm).

1. Функцiї d1, d∞ : Rm × Rm → R означаються так:

d1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ . . .+ |xm − ym|,

d∞(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|, . . . , |xm − ym|},
де x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm. Довести, що

d∞(x, y) ≤ d(x, y) ≤ d1(x, y) ≤ md∞(x, y)

для довiльних x, y ∈ Rm.

2. Довести, що множина A ⊆ Rm обмежена тодi i тiльки тодi,
коли iснує таке C ≥ 0, що d(x, y) ≤ C для довiльних x, y ∈ A.

3. Довести, що множина A ⊆ Rm обмежена тодi i тiльки тодi,
коли множина A покоординатно обмежена, тобто для кожного
i = 1, . . . , n множина Ai i-х координат усiх елементiв a ∈ A
обмежена в R.

4. Нехай x0 ∈ Rm i xn ∈ Rm для всiх n ∈ N. Довести, що
x0 = lim

n→∞
xn тодi i тiльки тодi, коли lim

n→∞
d(x0, xn) = 0.

5. Довести, що кожна збiжна послiдовнiсть у просторi Rm обме-
жена.

6. Довести, що послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 точок xn = (x1,n, x2,n, . . . ,

xm,n) збiжна в просторi Rm тодi i тiльки тодi, коли вона поко-
ординатно збiжна, тобто для кожного i = 1, ... ,m послiдовнiсть
(xi,n)

∞
n=1 збiжна в R.

7. Нехай lim
n→∞

xn = x0 i lim
n→∞

yn = y0 в просторi Rm. Довести, що
lim
n→∞

d(xn, yn) = d(x0, y0).

8. Довести, що замкнена куля в просторi Rm є замкненою мно-
жиною.
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9. Довести, що множина F замкнена в R, якщо:

а) F = [0, 1]; б) F = [a, b];

в) F = [2, 3] ∪ [5, 7]; г) F = [0,+∞).
10. Довести, що множина F замкнена в R2, якщо:

а) F = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 1};

б) F = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4 або x = 6};

в) F = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 9};

г) F = {(x, y) ∈ R2 : 2x+ 3y ≥ 0};

ґ) F = {(x, y) ∈ R2 : sinx = cos y};

д) F = {(x, y) ∈ R2 : y − x2 + 3|x| ≤ 2};

е) F = [0, 1]× [0, 1].

11. Довести, що множина F замкнена в R3, якщо:

а) F = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≥ 4};

б) F = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9};

в) F = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x2 − y2 ≤ 0};

г) F = [0, 1]× [2,−3]× [−5,+∞).

12. Нехай f : R → R – неперервна функцiя. Довести, що її гра-
фiк Γf = {(x, f(x)) : x ∈ R} – замкнена в R2 множина. Чи
правильне обернене твердження?

13. Довести, що множина A ⊆ Rm компактна тодi i тiльки то-
дi, коли з довiльної послiдовностi (xn)

∞
n=1 елементiв xn iз A

можна видiлити пiдпослiдовнiсть (xnk
)∞k=1, збiжну до деякого

елемента x0 ∈ A.

Знайти i зобразити областi визначення таких функцiй:

14. u =
√
1− x2+

√
y2− 1; 15. u = x+

√
y;
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16. u =
√

4− x2 − y2; 17. u =
1√

x2 + y2 − 25
;

18. u =

√
x2 + y2 − x

2x− x2 − y2
; 19. u=

√
(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2);

20. u =

√
1− x2

a2
− y2

b2
; 21. u =

√
x+ y +

√
x− y;

22. u =
1√
x+ y

+
1√
x− y

; 23. u =
√
x−√

y;

24. u =

√
4x− y2

ln(1− x2 − y2)
; 25. u =

√
x2 + 2x+ y2

x2 − 2x+ y2
;

26. u = ln(xy); 27. u = ln(−x− y);

28. u =
1√
x
+

1
√
y
+

1√
z
; 29. u = ln(xyz);

30. u = ln(x ln(y − x)); 31. u = arcsin
x

y2
+ arcsin(1− y);

32. u = arcsin
y

x
; 33. u = arccos

x

x+ y
;

34. u = lnx− ln(sin y); 35. u = arcsin(2y(1 + x2)− 1);

36. u =
√

sin(x2 + y2); 37. u =
√
x sin y;

38. u = ctgπ(x+ y); 39. u =
√
sinπ(x2 + y2);

40. u = arccos
z√

x2 + y2
; 41. u = ln(−1− x2 − y2 + z2).
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9.2. Границя i неперервнiсть функцiї багатьох змiнних

Точка a ∈ Rm називається граничною точкою множини A ⊆ Rm,
якщо для довiльної кулi U з центром в точцi a множина A ∩ U
нескiнченна.

Нехай X ⊆ Rm, f : X → R i a = (a1, a2, . . . , am) – гранична точка
множини X.

Число b ∈ R називається границею функцiї f при x→ a i позна-
чається

b = lim
x→a

f(x) або b = lim
x1→a1
x2→a2...

xm→am

f(x1, x2, . . . , xm),

якщо для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що |f(x) − b| < ε, як
тiльки d(x, a) < δ.

Теорема 1. Нехай (a, b) – гранична точка множини X × Y ⊆
R2, на якiй визначена функцiя f(x, y), iснує подвiйна границя
lim
x→a
y→b

f(x, y) i для кожного y ∈ Y iснує границя lim
x→a

f(x, y). Тодi iснує

повторна границя lim
y→b

lim
x→a

f(x, y), причому

lim
y→b

lim
x→a

f(x, y) = lim
x→a
y→b

f(x, y).

Функцiя f : X → R, де X ⊆ Rm, називається неперервною в
точцi x0 ∈ X, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що
для довiльного x ∈ X з нерiвностi d(x, x0) < δ випливає нерiвнiсть
|f(x)− f(x0)| < ε. Зокрема, якщо x0 ∈ X – гранична точка областi
визначення X функцiї f , то f неперервна в точцi x0 тодi i тiльки
тодi, коли lim

x→x0

f(x) = f(x0). Функцiя, неперервна в кожнiй точцi

своєї областi визначення, називається неперервною.
Аналогiчно вводиться поняття границi i неперервностi для вiд-

ображення f : X → Y , де X ⊆ Rm i Y ⊆ Rn. Наприклад, вiдобра-
ження f : X → Y неперервне в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльного
ε > 0 iснує таке δ > 0, що для довiльного x ∈ X з нерiвностi
d(x, x0) < δ випливає нерiвнiсть d(f(x), f(x0)) < ε.

Множина X ⊆ Rm називається зв’язною або лiнiйно зв’язною,
якщо для довiльних точок a, b ∈ X iснує таке неперервне вiдобра-
ження f : [0, 1] → X, що f(0) = a i f(1) = b.

Теорема 2. [теорема Больцано–Кошi] Нехай X ⊆ Rm – зв’язна
множина, f : X → R – неперервна функцiя, a, b ∈ X, A = f(a)
i B = f(b). Тодi для довiльного C ∈ [A,B] iснує таке c ∈ X, що
f(c) = C.
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Теорема 3. [теорема Вейєрштрасса] Нехай функцiя f : K → R
неперервна на компактнiй множинi K ⊆ Rm. Тодi f має на K
найбiльше i найменше значення.

Знайти lim
x→a

lim
y→b

f(x, y) i lim
y→b

lim
x→a

f(x, y), якщо:

1. f(x, y) =
(x2 − 5x+ 6)(y2 − 1)

(x2 − 8x+ 15)(y2 − 3y + 2)
, a = 3, b = 1;

2. f(x, y) =
(x− 4)(8− y3)

(x+ 5)(2y − 4)
, a = 4, b = 2;

3. f(x, y) =
sin(x2y)

x2 + y2
, a = 0, b = ∞;

4. f(x, y) =
ex

3y2 − 1

tg
√
xy

, a = 0, b = 0;

5. f(x, y) =
x2 + y2

x4 + y4
, a = ∞, b = ∞;

6. f(x, y) =
x2 − 5y2

2x2 + y2 + 1
, a = ∞, b = ∞;

7. f(x, y) =
xy

1 + xy
, a = ∞, b = +0;

8. f(x, y) = sin
πx

2x+ y
, a = ∞, b = ∞;

9. Показати, що для функцiї f(x, y) =
x− y

x+ y
виконуються рiвно-

стi lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 1, lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 1, але не iснує границi

lim
x→0
y→0

f(x, y).

10. Показати, що для функцiї f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
виконую-

ться рiвностi lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0, але не iснує

границi lim
x→0
y→0

f(x, y).
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11. Показати, що для функцiї f(x, y) = (x + y) sin
1

x
sin

1

y
iснує

lim
x→0
y→0

f(x, y) = 0, але не iснують lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) i lim
y→0

lim
x→0

f(x, y).

Обчислити такi подвiйнi границi:

12. lim
x→0
y→1

xy − x

(y2 − 1) ln(1 + x)
; 13. lim

x→1
y→2

sin(x− 1) tg(y − 2)

xy − 2x− y + 2
;

14. lim
x→0
y→0

x2 + y2√
x2 + y2 + 1− 1

; 15. lim
x→0
y→0

3
√
xy + 1− 1

exy − 1
;

16. lim
x→0
y→0

x2 + y2

x2y2
; 17. lim

x→0
y→0

√
x2y2 + 1− 1

x2 + y2
;

18. lim
x→0
y→a

sin(xy)

x
; 19. lim

x→2
y→0

ln(1 + xy2)

ey2 − 1
;

20. lim
x→0
y→0

(1 + x2y2)
− 1

x2+y2 ; 21. lim
x→0
y→0

1− cos(x2 + y2)

(x2 + y2)x2y2
;

22. lim
x→∞
y→∞

x2 + y2

x4 + y4
; 23. lim

x→∞
y→∞

x3 + y5

x4 + y6
.

Знайти точки розриву таких функцiй:

24. f(x, y) =
2

x2 + y2
; 25. f(x, y) =

1√
x2 + y2

;

26. f(x, y) =
1

x− y
; 27. f(x, y) =

xy

x+ y
;

28. f(x, y) =
x+ y

x3 + y3
; 29. f(x, y) =

y2 + 2x

y2 − 2x
;

30. f(x, y) = sin
1

xy
; 31. f(x, y) =

1

sin2 πx+ sin2 πy
;

32. f(x, y) =
1

sinx sin y
; 33. f(x, y) =

1

sinπx
+

1

sinπy
;

34. f(x, y) =
1

xy
; 35. f(x, y) = ln(1− x2 − y2).
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9.3. Частиннi похiднi i диференцiали функцiй багатьох
змiнних

Нехай u = f(x1, x2, . . . , xm) i x0 = (a1, a2, . . . , am) – внутрiшня
точка множини Df .

Якщо iснує скiнченна границя

lim
∆xk→0

f(a1, . . . , ak−1, ak +∆xk, ak+1, . . . , am)− f(a1, . . . , am)

∆xk
,

то вона називається частинною
похiдною функцiї u = f(x1, x2, . . . , xm) у точцi x0 по змiннiй xk i
позначається одним iз таких символiв:

∂f

∂xk
(x0), f ′xk

(x0),
∂u

∂xk
, u′xk

.

Приростом функцiї u = f(x1, . . . , xm) у точцi x0 = (a1, . . . , am),
який вiдповiдає приросту ∆x = (∆x1, . . . ,∆xm) аргументу x =
(x1, . . . , xm), називається вираз

f(a1 +∆x1, . . . , am +∆xm)− f(a1, . . . , am),

який позначається через ∆f(x0) або ∆u.
Функцiя f(x1, . . . , xm) називається диференцiйовною в точцi x0,

якщо її прирiст ∆f(x0) можна подати у виглядi

∆f(x0) = A1∆x1 + . . .+Am∆xm + α1∆x1 + . . .+ αm∆xm, (9.1)

де A1, . . . , Am ∈ R i для кожного k = 1, ... ,m функцiя αk = αk(∆x)
нескiнченно мала при ∆x→ 0.

Теорема 1. Якщо функцiя f(x1, . . . , xm) визначена в деякому
околi точки x0 ∈ Rm i диференцiйовна в точцi x0, то

Ak =
∂f

∂xk
(x0)

для всiх k = 1, ... ,m, де A1, . . . , Am – сталi з рiвностi (9.1).
Теорема 2. Якщо функцiя f(x1, . . . , xm) визначена в деякому

околi точки x0 ∈ Rm i має в цьому околi всi частиннi похiднi
∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xm

, якi неперервнi в точцi x0, то функцiя f диферен-
цiйовна в точцi x0.

Для диференцiйовної в точцi x0 функцiї u = f(x1, . . . , xm) вираз

A1∆x1 + . . .+Am∆xm,

який є головною лiнiйною частиною приросту функцiї f у точцi x0,
називається диференцiалом або повним диференцiалом функцiї f у
точцi x0 i позначається через df(x0) або du.

133



Згiдно з теоремою 2, для диференцiйовної в точцi x0 функцiї
u = f(x1, . . . , xm) маємо, що

df(x0) =
∂f

∂x1
(x0)∆x1 + . . .+

∂f

∂xm
(x0)∆xm.

Оскiльки dxk = ∆xk для всiх k = 1, ... ,m i незалежних змiнних
x1, . . . , xm, то

df(x0) =
∂f

∂x1
(x0) dx1 + . . .+

∂f

∂xm
(x0) dxm,

що можна записати ще й у такому виглядi

du =
∂u

∂x1
dx1 + . . .+

∂u

∂xm
dxm.

Зокрема,
df(x, y) = f ′x(x, y) dx+ f ′y(x, y) dy

i
df(x, y, z) = f ′x(x, y, z) dx+ f ′y(x, y, z) dy + f ′z(x, y, z) dz.

Теорема 3. Якщо функцiя u = f(x1, . . . , xm) визначена в деяко-
му околi точки x0 = (a1, . . . , am) ∈ Rm i диференцiйовна в точцi
x0, а функцiї x1 = φ1(t), . . . , xm = φm(t) визначенi в деякому околi
точки t0 ∈ R i диференцiйовнi в точцi t0, причому φ1(t0) = a1, . . . ,
φm(t0) = am, то функцiя u = g(t) = f(φ1(t), . . . , φm(t)) диференцi-
йовна в точцi t0 i

g′(t0) = f ′x1
(x0)φ

′
1(t0) + f ′x2

(x0)φ
′
2(t0) + . . .+ f ′xm

(x0)φ
′
m(t0). (9.2)

Формулу (9.2) записують також в одному з таких виглядiв:

dg

dt
(t0) =

∂f

∂x1
(x0) ·

dφ1

dt
(t0) + . . .+

∂f

∂xm
(x0) ·

dφm
dt

(t0);

du

dt
=

∂u

∂x1
· dx1
dt

+ . . .+
∂u

∂xm
· dxm
dt

.

Зокрема, якщо u = f(x, y), а x = φ(t) i y = ψ(t), то для складеної
функцiї u = f(φ(t), ψ(t)) формулу для похiдної можна записати ще
й так:

du

dt
=
∂u

∂x
· dx
dt

+
∂u

∂y
· dy
dt

;

u′t = u′x · x′t + u′y · y′t.
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А якщо u = f(x, y, z), x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t), то для складеної
функцiї u = f(φ(t), ψ(t), χ(t)) формула для похiдної записується в
одному з таких виглядiв:

du

dt
=
∂u

∂x
· dx
dt

+
∂u

∂y
· dy
dt

+
∂u

∂z
· dz
dt

;

u′t = u′x · x′t + u′y · y′t + u′z · z′t.
З теореми 3 випливає наведена нижче теорема, яка дає формули

для знаходження частинних похiдних складених функцiй багатьох
змiнних.

Теорема 4. Якщо функцiя u = f(x1, . . . , xm) визначена в деяко-
му околi точки x0 = (a1, . . . , am) ∈ Rm i диференцiйовна в точцi
x0, а функцiї x1 = φ1(t1, . . . , tn), . . . , xm = φm(t1, . . . , tn) визначе-
нi в деякому околi точки t0 ∈ Rn i мають усi частиннi похiднi в
точцi t0, причому φ1(t0) = a1, . . . , φm(t0) = am, то функцiя

u = g(t1, . . . , tn) = f(φ1(t1, . . . , tn), . . . , φm(t1, . . . , tn))

має всi частиннi похiднi в точцi t0, причому

∂g

∂tk
(t0) =

∂f

∂x1
(x0) ·

∂φ1

∂tk
(t0) + . . .+

∂f

∂xm
(x0) ·

∂φm
∂tk

(t0) (9.3)

для кожного k = 1, ... , n.
Якщо, крiм того, всi функцiї φ1, . . . , φm диференцiйовнi в точцi

t0, то функцiя g також диференцiйовна в точцi t0 i її диференцiал,
як i для випадку незалежних змiнних x1, . . . , xm, має вигляд

du =
∂u

∂x1
dx1 + . . .+

∂u

∂xm
dxm.

Зауважимо, що формулу (9.3) записують також у такому вигля-
дi:

∂u

∂tk
=

∂u

∂x1
· ∂x1
∂tk

+ . . .+
∂u

∂xm
· ∂xm
∂tk

.

Нехай функцiя f(x1, . . . , xm) визначена в деякому око-
лi точки x0 ∈ Rm i диференцiйовна в точцi x0. Вектор(
∂f
∂x1

(x0), . . . ,
∂f
∂xm

(x0)
)

називається ґрадiєнтом функцiї f у точцi
x0 i позначається через grad f(x0).
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Знайти частиннi похiднi першого порядку вiд таких функцiй:

1. z = x− y; 2. z = x3y − y3x;

3. z = 2x3 + y − 4xy2 + 8; 4. z = (x− 3y)(5y4 + 6);

5. z =
x

y
; 6. z =

y2 − 5√
x

;

7. z =
x3 + y3

x2 + y2
; 8. z = (5x2y − y3 + 7)3;

9. z = x
√
y +

x
3
√
y
; 10. z = 7y 4

√
x+ 3−

√
y + x

x
;

11. z = cos(x2y); 12. z = sin(x− y) + 2 cos(x+ 2y);

13. z = sin
x+ 2y

x− 2y2
; 14. u =

cos(x− 2y)

cos(x+ 2y)
;

15. z = sin
x

y
cos yx; 16. u =

x cos y − y cosx

1 + sinx+ sin y
;

17. z =
cosx2

y
; 18. z = x sin(x−√

y);

19. z = tg
1 + x+ x2

1− y −√
y
; 20. z = tg(sinx) · cos y;

21. z = arctg
x

y
; 22. z =

1

arctg yx
;

23. z = arcsin

√
x2 − y2√
x2 + y2

; 24. z = arctg
x+ y

x− y
;

25. z = xy; 26. z = e−
x
y ;

27. z = esinπxyxy; 28. z =
(
1

3

) y
x

;

29. z = ln(x2 + y2); 30. z = ln(x+
√
x2 + y2);

31. z = (1 + xy)y; 32. z = ln tg
x

y
;

33. z = ln

√
x2 + y2 − x√
x2 + y2 + x

; 34. z = ln(x+ ln y);

35. u = xyz; 36. u = xy + yz + xz;

37. u =
√
x2 + y2 + z2; 38. u = ln(x+ y + z);
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39. u = x3 + yz2 + 3yx+ z; 40. u = sin(x2 + y2 + z2);

41. u = arctg(x− y)z; 42. u =

√
sin2 x+ sin2 y + sin2 z;

43. u = (sinx)yz; 44. u = ln(1 + x+ y2 + z3).

Знайти повнi диференцiали таких функцiй:

45. z = x2y4 − x3y3 + x4y2; 46. z = xy3 − 3x2y2 + 2y4;

47. z =
x+ y

x− y
; 48. z =

x2 + y2

x2 − y2
;

49. z = ln
√
x2 + y2; 50. z =

√
x2 + y2;

51. z = sin(xy); 52. z = arcsin
x

y
;

53. z = arctg
x+ y

1− xy
; 54. z = arctg(xy);

55. u = ln(x3 + 2y3 − z3); 56. u = xy
z

.

Нехай f – диференцiйовна функцiя вiдповiдної кiлькостi змiн-
них. Знайти частиннi похiднi вiд таких складених функцiй:

57. u = f(x2 + y2); 58. u = f(2xy);

59. u = f(z2 + 2xy − y3); 60. u = f(x3 + y3);

61. u = f(x+ y, x− y); 62. u = f
(
xy,

x

y

)
;

63. u = f(x, xy, xyz); 64. u = f
(x
y
,
y

z
,
z

x

)
.

65. Нехай φ : R → R – диференцiйовна функцiя. Довести, що фун-
кцiя u = φ(x2 + y2) є розв’язком рiвняння y ∂u∂x = x ∂u

∂y .

66. Нехай φ : R → R – диференцiйовна функцiя. Довес-
ти, що функцiя u = y2

3x + φ(xy) є розв’язком рiвняння
x2 ∂u∂x − xy ∂u∂y + y2 = 0.

137



9.4. Частиннi похiднi та диференцiали вищих порядкiв.
Формула Тейлора

Нехай u = f(x1, . . . , xm) – функцiя m

змiнних i v = ∂f
∂xk

(x1, . . . , xm) – її частинна похiдна по змiннiй xk.

Якщо функцiя v має частинну похiдну
∂v

∂xi
по змiннiй xi в точцi

x0 ∈ Rm, то ця похiдна називається частинною похiдною функцiї
f(x1, . . . , xm) другого порядку по змiнних xk та xi i позначається
одним iз символiв:

∂2f

∂xk∂xi
(x0), f

′′
xkxi

(x0),
∂2u

∂xk∂xi
, u′′xkxi

.

Iншими словами,
∂2u

∂xk∂xi
=

∂

∂xi

(
∂u

∂xk

)
або

∂2f

∂xk∂xi
(x0) =

∂( ∂f∂xk
)

∂xi
(x0).

У випадку, коли i = k, частинну похiдну
∂2u

∂xk∂xk
називають чи-

стою i позначають її через
∂2u

∂x2k
. У випадку, коли k ̸= i, частинна

похiдна
∂2u

∂xk∂xi
називається змiшаною.

Теорема 1. Нехай функцiя f(x, y) на деякому околi точки
(x0, y0) ∈ Df має частиннi похiднi f ′′xy i f ′′yx, якi неперервнi в точцi
(x0, y0). Тодi f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0).

Аналогiчно вводяться поняття частинних похiдних вищих поряд-
кiв: третього, четвертого i так далi. Наприклад,

∂3u

∂xk∂xi∂xj
=

∂

∂xj

(
∂2u

∂xk∂xi

)
або

∂3f

∂xk∂xi∂xj
(x0) =

∂
(

∂2f
∂xk∂xi

)
∂xj

(x0).

I в загальному,

∂nu

∂xk1 . . . ∂xkn−1
∂xkn

=
∂

∂xkn

(
∂n−1u

∂xk1 . . . ∂xkn−1

)
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або

∂nf

∂xk1 . . . ∂xkn−1∂xkn
(x0) =

∂

∂xkn

(
∂n−1f

∂xk1 . . . ∂xkn−1

)
(x0).

Як i для випадку n = 2, якщо k1 = k2 = ... = kn, то вiдповiдна
частинна похiдна n-го порядку називається чистою, в протилежно-
му випадку – змiшаною.

Iндукцiєю вiдносно порядку похiдних за допомогою теореми 1
доводиться рiвнiсть неперервних змiшаних похiдних, якi беруться
по однакових наборах змiнних, але в рiзнiй послiдовностi.

Аналогiчно, як для функцiї однiєї змiнної, другим диференцiа-
лом функцiї u = f(x1, . . . , xm), який позначається через d2u або
d2f(x1, . . . , xm), називається диференцiал вiд першого диференцiа-
ла функцiї f , який розглядається як функцiя вiд змiнних x1, ..., xm
при фiксованих значеннях приростiв ∆x1, ...,∆xm. Iншими слова-
ми,

d2u = d(du)

або
d2f(x1, . . . , xm) = d(df(x1, . . . , xm)).

Так само, для кожного n ∈ N маємо

dn+1u = d(dnu)

або
dn+1f(x1, . . . , xm) = d(dnf(x1, . . . , xm)).

Якщо функцiя u = f(x1, . . . , xm) має диференцiал n-го поряд-
ку в точцi x0 ∈ Df , то функцiя f називається n разiв диферен-
цiйовною в точцi x0. Зауважимо, що вигляд n-го диференцiала
функцiї f залежить вiд n (можливо, рiзних) приростiв аргументу
x = (x1, . . . , xm). Надалi ми розглядатимемо лише випадок, коли цi
прирости однаковi. Це спiльне значення приростiв позначатимемо
через ∆x = (∆x1, . . . ,∆xm).

Якщо функцiя u = f(x1, . . . , xm) (n − 1) раз диференцiйовна в
деякому околi точки x0 i n разiв диференцiйовна в точцi x0, то f
має всi частиннi похiднi n-го порядку в точцi x0 i n-й диференцiал
цiєї функцiї в точцi x0 має вигляд

dnf(x0) =

m∑
k1=1

...

m∑
kn=1

∂nf

∂xk1 . . . ∂xkn
(x0)∆xk1 . . .∆xkn .

Цю формулу в символiчному виглядi можна записати так:

dnf(x0) =

(
∂

∂x1
∆x1 + . . .+

∂

∂xm
∆xm

)n
f(x0).
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У випадку, коли змiннi x1, . . . , xm незалежнi, ця формула набуває
такого вигляду:

dnf(x0) =

(
∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xm
dxm

)n
f(x0).

Зокрема, для функцiї двох змiнних u = f(x, y) маємо

dnu =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
u,

а для функцiї трьох змiнних u = f(x, y, z) –

dnu =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy +

∂

∂z
dz

)n
u.

Нехай функцiя u = f(x1, . . . , xm) (n + 1) раз диференцiйовна в
деякому околi U точки x0 i ∆x ∈ Rm таке, що x0 + t∆x ∈ U для
кожного t ∈ [0, 1]. Тодi iснує таке θ ∈ (0, 1), що

f(x0 +∆x)− f(x0) =

n∑
k=1

dkf(x0)

k!
+
dn+1f(x0 + θ∆x)

(n+ 1)!
.

Ця формула називається формулою Тейлора для функцiї багатьох
змiнних.

Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z = z(x, y),
якщо:

1. z = xy(x3 + y3 − 3); 2. z = exy;
3. z = y2(1− ex) ; 4. z = xy;

5. z =
x

x+ y
; 6. z = ln(x2 + y);

7. z = arctg
x

y
; 8. z = y sin

y

x
;

9. z = cos(xy − cos y); 10. z = exy;

11. z = arcsin
x√

x2 + y2
; 12. z = (xy)x+y.

Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї u = u(x, y, z),
якщо:

13. u = x(1 + y2z3); 14. u = sin(x+ y + z);
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15. u = ln(x2 + y2 + z2); 16. u = xy
z

.

Перевiрити рiвнiсть ∂2u
∂x ∂y = ∂2u

∂y ∂x , якщо:

17. u = x2 − 3xy − 2y2; 18. u = xy
2

;

19. u = arcsin(xy); 20. u = arccos

√
x

y
.

21. Довести, що функцiя

f(x, y) =

{
x2−y2
x2+y2 , x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0,

така, що f ′′xy(0, 0) ̸= f ′′yx(0, 0).

22. Знайти ∂4u
∂x4 ,

∂4u
∂x3 ∂y ,

∂4u
∂x2 ∂y2 , якщо

u = x− y + x2 + 2xy − y2 + x3 − 3x2y − y3 + x4 − 5x2y2 + y4.

23. Знайти ∂3u
∂x2 ∂y , якщо u = x ln(xy).

24. Знайти ∂6u
∂x3 ∂y3 , якщо u = x3 sin y + y3 sinx.

25. Знайти ∂8f
∂x4∂y4 , якщо u = x4 cos y + y4 cosx.

Для функцiї u = f(x, y, z) знайти частинну похiдну ∂3u
∂x ∂y ∂z ,

якщо:

26. u =
√
x y3 z5; 27. u = x4 + x2y3 − xz + xy2z3;

28. u = exyz; 29. u = arctg x+y+z−xyz
1−xy−yz−zx .

Знайти всi частиннi похiднi другого порядку вiд наведених ниж-
че складених функцiй, де f – двiчi диференцiйовна функцiя вiдпо-
вiдної кiлькостi змiнних:

30. u = f(x3 − y2); 31. u = f(x2 + y2 + z2);
32. u = f

(
x,
x

y

)
; 33. u = f(x+ y, xy);

34. u = f(x, xy, xyz); 35. u = f(xy, yz, zx).
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Знайти другий диференцiал функцiї z = z(x, y), якщо:

36. z = x(1 + y); 37. z = x sin2 y;

38. z =
exy

y
; 39. z = y lnx;

40. z = ln(x2 + y2); 41. z = arcsin(xy);

42. z = e
x2

y ; 43. z =
x

y
ex

2

.

Знайти другий диференцiал функцiї u = u(x, y, z), якщо:

44. u = xy + yz + xz; 45. u = ln(x+ y + z);

46. u = x4 + 2y3x+ 3z2y; 47. u = (1 + x)(1 + y)2z3;

48. u =
z

x2 + y2
; 49. u =

(x
y

) 1
z

.

Вiдображення (оператор), яке кожнiй двiчi диференцiйовнiй
функцiї ставить у вiдповiднiсть суму її чистих похiдних другого
порядку, називається оператором Лапласа i позначається через ∆,
тобто

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

для двiчi диференцiйовної функцiї u = f(x, y) i

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

для двiчi диференцiйовної функцiї u = f(x, y, z).

Знайти ∆u, якщо:

50. u = sinx ch y; 51. u = ln
√
x2 + y2;

52. u = x2 + y2 + z2 − 3xyz; 53. u =
1√

x2 + y2 + z2
;

54. u = f(
√
x2 + y2 + z2); 55. u = f(x+ y + z, x2 + y2 + z2).
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9.5. Неявно заданi функцiї

Нехай P ⊆ R2, F : P → R, X ⊆ R i f : X → R. Кажуть, що
функцiя y = f(x) задається неявно за допомогою рiвностi

F (x, y) = 0, (9.4)

якщо (x, f(x)) ∈ P i F (x, f(x)) = 0 для кожного x ∈ X. У такому
випадку також говорять, що рiвняння (9.4) неявно задає функцiю f .
При цьому звертають увагу на такий зв’язок мiж функцiями F i f :
якщо для фiксованого x ∈ X рiвнiсть (9.4) розглядати як рiвняння
вiдносно змiнної y, то значення функцiї f у точцi x є розв’язком
цього рiвняння.

Неявно задана функцiя називається також неявною функцiєю.
Зауважимо, що хоча термiн ”неявна функцiя” за своєю формою
стосується функцiї, насправдi вiн вказує лише на спосiб задання цiєї
функцiї i не має стосунку до її природи. Так, наприклад, рiвнiсть

x2 + y2 = 1

неявно задає двi неперервнi функцiї y =
√
1− x2 i y = −

√
1− x2.

Теорема 1. Нехай виконуються такi умови:
1) функцiя F (x, y) неперервна на прямокутнику

[x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b];

2) F (x0, y0) = 0;
3) для кожного фiксованого x ∈ [x0−a, x0+a] функцiя F x : [y0−

b, y0 + b] → R, F x(y) = F (x, y), строго зростає на вiдрiзку [y0 −
b, y0 + b].

Тодi на деякому околi U точки x0 рiвняння (9.4) визначає єдину
неперервну функцiю y = f(x), таку, що f(x0) = y0 i

F (x, f(x)) = 0

для кожного x ∈ X.
Теорема 2. Нехай виконуються такi умови:
1) функцiя F (x, y) неперервна на прямокутнику

P = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b];

2) iснують неперервнi на P частиннi похiднi F ′
x, F ′

y;
3) F (x0, y0) = 0;
4) F ′

y(x0, y0) ̸= 0.
Тодi в деякому околi точки (x0, y0) рiвняння (8.4) визначає єди-

ну функцiю y = f(x), яка є неперервно диференцiйовною, причому
f(x0) = y0 i

f ′(x0) = −F
′
x(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

.
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Знайти похiднi y′ функцiй y = f(x), якi визначаються неявно
такими рiвностями:

1. x3 + y3 = 1; 2. x4 − y4 = 2;

3. x3y − y3x = a4; 4. x2y2 − x4 − y4 = a4;

5. (x2 + y2)2 − a2(x2 − y2) = 0; 6. xey + yex − exy = 0;

7. sin(xy)− exy − x2y = 0; 8. x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

Знайти похiднi y′ та y′′ функцiй y = f(x), якi визначаються не-
явно такими рiвностями:

9. x2 − 2xy − y2 = 1; 10. x2 + 2xy − y2 = a2;

11. xy − ln y = a; 12. y − a sin y = x (0 < a < 1);

13. ln
√
x2 + y2 = arctg

y

x
; 14. arctg

x+ y

a
− y

a
= 0;

15. 4y = xe
y
x ; 16. y = 2xarctg

y

x
;

17. xy = yx; 18. yx2 = ey.

19. Нехай k ∈ R i функцiя y = f(x) визначається неявно рiвнянням

1 + xy = k(x− y).

Довести, що
dx

1 + x2
=

dy

1 + y2
.

20. Функцiя y = f(x) визначається неявно рiвнянням

x2y2 + x2 + y2 = 1,

причому xy > 0 для кожного x ∈ Df . Довести, що

dx√
1− x2

=
dy√
1− y2

.
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9.6. Екстремум функцiй багатьох змiнних

Нехай X ⊆ Rm, f : X → R – деяка функцiя i x0 ∈ X. Точка x0
називається точкою локального максимуму (мiнiмуму) функцiї f ,
якщо iснує такий окiл U цiєї точки в Rm, що для всiх x ∈ U ∩ X
виконується нерiвнiсть

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)). (9.5)

Точка локального максимуму або мiнiмуму називається точкою ло-
кального екстремуму.

Якщо у (9.5) виконуються строгi нерiвностi для кожного
x ∈ U ∩X, вiдмiнного вiд x0, то точка x0 називається точкою стро-
гого локального максимуму (мiнiмуму) функцiї f , або, загальнiше,
точкою строгого локального екстремуму.

Теорема 1. [необхiдна умова екстремуму функцiї багатьох змiн-
них] Нехай точка x0 є точкою локального екстремуму функцiї f i
в цiй точцi iснують усi частиннi похiднi першого порядку функцiї
f . Тодi ∂f

∂x1
(x0) = . . . =

∂f

∂xm
(x0) = 0.

Вiдзначимо, що для диференцiйовної функцiї f рiвнiсть нулю
всiх її частинних похiдних першого порядку в точцi x0 рiвносильна
тому, що df(x0) = 0. Як i для випадку функцiй однiєї змiнної, точка
x0 ∈ X, для якої df(x0) = 0, називається стацiонарною для f . З
теореми 1 випливає, що стацiонарнi точки пiдозрiлi на екстремум.

Теорема 2. [достатня умова екстремуму функцiї двох змiнних]
Нехай функцiя u = f(x, y) має неперервнi частиннi похiднi пер-
шого i другого порядкiв у деякому околi своєї стацiонарної точки
p0 = (x0; y0),

A =
∂2f

∂x2
(p0), B =

∂2f

∂x ∂y
(p0), C =

∂2f

∂y2
(p0).

Тодi:
1) якщо AC−B2 > 0 i A > 0, то p0 – точка строгого локального

мiнiмуму;
2) якщо AC−B2 > 0 i A < 0, то p0 – точка строгого локального

максимуму;
3) якщо AC−B2 < 0, то p0 не є точкою локального екстремуму.
Для формулювання достатнiх умов iснування чи вiдсутностi екс-

тремуму функцiї m змiнних у загальному випадку нагадаємо деякi
вiдомостi з курсу вищої алгебри щодо квадратичних форм вiд m
змiнних t1, ... , tm, тобто однорiдних многочленiв другого степеня
вигляду

m∑
i,j=1

aij ti tj , (9.6)
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де aij – фiксованi числа, причому aij = aji для довiльних i, j =
1, . . . ,m. Квадратична форма (8.9) називається додатно (вiд’ємно)
визначеною, якщо вона набуває лише строго додатних (вiд’ємних)
значень при будь-яких значеннях змiнних t1, ... , tm, для яких |t1|+
... + |tm| ̸= 0. Якщо ж квадратична форма (9.6) набуває значень
рiзних знакiв, то вона називається невизначеною.

Теорема 3. [критерiй Сiльвестра] Квадратична форма (9.6) до-
датно визначена тодi й лише тодi, коли

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, ...,

∣∣∣∣∣ a11 ... a1m
... ... ...
am1 ... amm

∣∣∣∣∣ > 0,

а вiд’ємно визначена тодi й лише тодi, коли

a11 < 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, ..., (−1)m

∣∣∣∣∣ a11 ... a1m
... ... ...
am1 ... amm

∣∣∣∣∣ > 0.

Теорема 4. [достатня умова екстремуму функцiї багатьох змiн-
них] Нехай функцiя f : X → R має неперервнi частиннi похiднi
першого i другого порядкiв у деякому околi своєї стацiонарної то-
чки x0 ∈ X, а

aij =
∂2f

∂xi∂xj
(x0)

для всiх i, j = 1, ...,m. Тодi якщо вiдповiдна квадратична форма
(8.9) додатно визначена, то x0 – точка строгого локального мiнi-
муму, якщо вiд’ємно визначена, то x0 – точка строгого локально-
го максимуму, а якщо невизначена, то x0 не є точкою локального
екстремуму.

Дослiдити на екстремум наведенi нижче функцiї двох змiнних:

1. u = 3− (x− 2)2 − (y + 2)2; 2. u = (x+ 1)2 + (y − 3)2;

3. u = (x− 2y + 4)2; 4. u = 1− (x+ y − 2)2;

5. u = x2 + y2 − 2x+ 4y; 6. u = 8x− 6y − 2x2 − y2;

7. u = x2 − y2; 8. u = (x+ 3)2 − (y − 1)2;

9. u = x2 − 2xy + 2y2; 10. u = x2 − xy − y2;

11. u = 12x+ 3y − x2 − xy − y2; 12. u = 2x− y − x2 + xy − y2;

13. u = 3x+ 6y − x2 − xy + y2; 14. u = x2 + xy + y2 + x− y;
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15. u = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2; 16. u = 2x4 + y4 − x2 − 2y2;

17. u = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2; 18. u = 3x3 + y3 − 3y2 − x;

19. u = 3x2y + y3 − 12x− 15y; 20. u = 1−
√
x2 + y2;

21. u = x3 + 3xy2 − 39x− 36y; 22. u = (x+ y2 + 2y) e2x;

23. u = e2x+3y(8x2 − 6xy + 3y2); 24. u = ex
2−y(5− 2x+ y);

25. u = (x2 + y2) e−x
2−y2 ; 26. u = xy ln(x2 + y2);

27. u = x2 y3 (6− x− y); 28. u = x3 y2 (12− x− y);
29. u = 4x2 − 4xy + y2 + 4x− 2y;

30. u = x2 + y2 + 2xy − 2x− 2y;

31. u = x3 + y3 + 3axy (a ∈ R);

32. u = xy +
50

x
+

20

y
(x > 0, y > 0);

33. u = xy

√
1− x2

a2
− y2

b2
(a > 0, b > 0);

34. u = x2 + xy + y2 − 4 lnx− 10 ln y;

35. u = x− 2y + ln
√
x2 + y2 + 3arctg

y

x
;

36. u = x+ y + 4 sinx sin y.

Дослiдити на екстремум наведенi нижче функцiї трьох змiнних:

37. u = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z;

38. u = x2 + y2 + (z + 1)2 − xy + x;

39. u = 8− 6x+ 4y − 2z − x2 − y2 − z2;

40. u = x2 + y2 − z2 − 4x+ 6y − 2z;

41. u = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z;

42. u = x2 + y3 + z2 + 6xy − 4z;

43. u = x y z (16− x− y − 2z);

44. u = x y2 z3 (a− x− 2y − 3z) (a > 0).
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Роздiл X. Iнтегрування функцiй багатьох змiнних

10.1. Криволiнiйнi iнтеграли I роду

Нехай на кривiй L =
⌣

AB, яка знаходиться в площинi OXY ,
визначена функцiя f(x, y). Розiб’ємо криву точками A = A0,

A1, . . . , An−1, An = B на n частин i на кожнiй кривiй
⌣

Ai−1Ai вибе-
ремо точку Mi(ξi, ηi). Нехай ∆si – це довжина кривої

⌣

Ai−1Ai для
i = 1, 2, ..., n та

λ = max
1≤i≤n

∆si.

Розглянемо вiдповiдну iнтегральну суму

σ =

n∑
i=1

f(ξi, ηi)∆si.

Якщо iснує скiнченна границя iнтегральних сум σ при λ → 0, яка
не залежить вiд способу розбиття кривої L i вибору набору (Mi)

n
i=1

вiдмiчених точок, то вона називається криволiнiйним iнтегралом
першого роду вiд функцiї f по кривiй L i позначається

∫
L

f(x, y) ds,

тобто ∫
L

f(x, y) ds = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi)∆si.

Властивостi криволiнiйного iнтеграла I роду

1. Значення iнтеграла не залежить вiд напрямку проходження
кривої, тобто ∫

⌣
AB

f(x, y) ds =

∫
⌣
BA

f(x, y) ds.

2. Нехай iснує криволiнiйний iнтеграл
∫
⌣
AB

f(x, y) ds i точка C

лежить на кривiй
⌣

AB. Тодi iснують криволiнiйнi iнтеграли∫
⌣
AC

f(x, y) ds i
∫
⌣
BC

f(x, y) ds, при цьому виконується рiвнiсть

∫
⌣
AB

f(x, y) ds =

∫
⌣
AC

f(x, y) ds+

∫
⌣
CB

f(x, y) ds.
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З iншого боку, з iснування iнтегралiв
∫
⌣
AC

f(x, y) ds i
∫
⌣
BC

f(x, y) ds

випливає iснування iнтеграла
∫
⌣
AB

f(x, y) ds.

Формули для обчислення криволiнiйного iнтеграла I
роду

1. Нехай крива L задана параметрично системою{
x = x(t),
y = y(t), t ∈ [α, β],

причому функцiї x(t) i y(t) неперервно диференцiйовнi на
[α, β]. Тодi∫

L

f(x, y) ds =

β∫
α

f(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt.

2. Нехай крива L задана за допомогою явного рiвняння

y = g(x), x ∈ [a, b],

причому функцiя g(x) неперервно диференцiйовна на [a, b]. То-
дi ∫

L

f(x, y) ds =

b∫
a

f(x, g(x))
√
1 + (g′(x))2 dx.

3. Нехай крива L задана за допомогою рiвняння в полярних ко-
ординатах

r = r(φ), φ ∈ [α, β],

причому функцiя r(φ) неперервно диференцiйовна на [α, β].
Тодi∫
L

f(x, y) ds =

β∫
α

f(r(φ) cosφ, r(φ) sinφ)
√
(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ.

Криволiнiйнi iнтеграли I роду вздовж просторових кри-
вих

Аналогiчно вводиться поняття криволiнiйного iнтеграла I роду
вздовж кривої L =

⌣

AB, яка знаходиться в просторi з прямокутною
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декартовою системою координат OXY Z, вiд функцiї трьох змiнних
f(x, y, z), яка визначена на кривiй L. А саме,∫

L

f(x, y, z) ds = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si,

де A = A0, A1, . . . , An−1, An = B – розбиття кривої L на n частин,
∆si – це довжина кривої

⌣

Ai−1Ai для i = 1, 2, ..., n, λ = max
1≤i≤n

∆si i

(Mi)
n
i=1 – набiр вiдмiчених точок Mi(ξi, ηi, ζi) ∈

⌣

Ai−1Ai.
Нехай крива L задана параметрично системою{

x = x(t),
y = y(t),
z = z(t), t ∈ [α, β],

причому функцiї x(t), y(t) i z(t) неперервно диференцiйовнi на
[α, β]. Тодi

∫
L

f(x, y, z) ds =

β∫
α

f(x(t), y(t), z(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt.

Застосування криволiнiйних iнтегралiв I роду

1. Довжина ℓ плоскої або просторової кривої L обчислюється за
формулою

ℓ =

∫
L

ds.

2. Нехай задана плоска крива L iз лiнiйною густиною ρ(x, y). Тодi
маса m кривої L знаходиться за формулою

m =

∫
L

ρ(x, y) ds.

Статичнi моменти Mx i My кривої L вiдносно осей OX i OY
вiдповiдно вираховують так:

Mx =

∫
L

y ρ(x, y) ds i My =

∫
L

x ρ(x, y) ds.

Отже, координати x0 i y0 центра ваги кривої L обчислюються
за формулами

x0 =
My

m
i y0 =

Mx

m
.
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3. Якщо ρ = ρ(x, y, z) – лiнiйна густина просторової кривої
⌣

AB,

то маса m кривої
⌣

AB знаходиться так:

m =

∫
⌣
AB

ρ(x, y, z) ds.

Координати центра ваги (x0, y0, z0) цiєї кривої вираховують
за формулами

x0 =
1

m

∫
⌣
AB

x ρ(x, y, z) ds; y0 =
1

m

∫
⌣
AB

y ρ(x, y, z) ds;

z0 =
1

m

∫
⌣
AB

z ρ(x, y, z) ds.

Обчислити такi криволiнiйнi iнтеграли першого роду вздовж
плоских кривих:

1.
∫
L

(x− y) ds, де L – вiдрiзок з кiнцями в точках A(0;−2) i B(4; 0);

2.
∫
L

ds√
x2 + y2 + 4

, де L – вiдрiзок iз кiнцями в точках A(0; 0) i

B(1; 2);

3.
∫
L

(x + y) ds, де L – контур трикутника з вершинами в точках

A(0; 0), B(1; 0) i C(0; 1);

4.
∫
L

x(y + 1) ds, де L – контур трикутника з вершинами в точках

A(0; 0), B(−1; 0) i C(0;−3);

5.
∫
L

xy ds, де L – контур прямокутника з вершинами в точках

A(0; 0), B(4; 0), C(4; 2) i D(0; 2);

6.
∫
L

(y−3x) ds, де L – контур чотирикутника з вершинами в точках

A(0; 0), B(1; 2), C(2; 2) i D(3; 0);
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7.
∫
L

y ds, де L – дуга параболи y2 = 8x, що вiдтинається параболою

x2 = 8y;

8.
∫
L

xy ds, де L – частина кривої y =
√
x, що мiститься всерединi

круга x2 + y2 ≤ 2;

9.
∫
L

x2 ds, де L – коло x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π];

10.
∫
L

(x2 + y2)4 ds, де L – коло x2 + y2 = 2;

11.
∫
L

(x+ y) ds, де L – дуга кола x2 + y2 = 4 при y ≥ 0;

12.
∫
L

(2x− y) ds, де L – дуга кола x2 + y2 = 9 при x ≤ 0;

13.
∫
L

(y − 1)2 ds, де L – коло x2 + y2 − 2y = 0;

14.
∫
L

√
x2 + y2 ds, де L – коло x2 + y2 = 2x;

15.
∫
L

xy ds√
81x2 + 16y2

, де L – чверть елiпса
x2

4
+
y2

9
= 1, що мiститься

в першому квадрантi;

16.
∫
L

√
4x2 +

y2

4
ds, де L – елiпс x2 +

y2

4
= 1;

17.
∫
L

√
2y ds, де L – перша арка циклоїди x = t− sin t, y = 1− cos t;

18.
∫
L

(x2 + y2) ds, де L – крива x = cos t + t sin t, y = sin t − t cos t,

t ∈ [0, 2π];
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19.
∫
L

(x4/3+y4/3) ds, де L – астроїда x = cos3 t, y = sin3 t, t ∈ [0, 2π];

20.
∫
L

xy ds, де L – дуга гiперболи x = ch t, y = sh t, t ∈ [0, ln 2];

21.
∫
L

e
√
x2+y2 ds, де L – дуга кола r = 1, φ ∈ [0, π4 ];

22.
∫
L

|y| ds, де L – лемнiската r =
√
cos 2φ;

23.
∫
L

x
√
x2 − y2 ds, де L – дуга лемнiскати (x2 + y2)2 = x2 − y2,

x ≥ 0;

24.
∫
L

arctg
y

x
ds, де L – частина спiралi Архiмеда r = 2φ, яка зна-

ходиться всерединi круга r ≤ 2;

25.
∫
L

x ds, де L – частина логарифмiчної спiралi r = eφ, яка знахо-

диться всерединi круга r ≤ eπ.

Знайти довжини таких просторових кривих:

26. x = 3t, y = 3t2, z = 2t3, де t ∈ [0, 1];

27. x = t cos t, y = t sin t, z = t, де t ∈ [0,
√
2];

28. x = t cos t2, y = t sin t2, z = t2, де t ∈ [0,
√
2π];

29. x = 1 + cos t, y = t− sin t, z = 4 sin t
2 , де t ∈ [0, 2π];

30. x = e−t cos t, y = e−t sin t, z = e−t, де t ∈ [0,+∞);

Обчислити такi криволiнiйнi iнтеграли першого роду вздовж
просторових кривих:

31.
∫
L

z2 ds

x2 + y2
, де L – перший виток гвинтової лiнiї x = a cos t,

y = a sin t, z = at (a > 0);
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32.
∫
L

(x2+y2+z2) ds, де L – перший виток гвинтової лiнiї x = cos t,

y = sin t, z = t;

33.
∫
L

z ds, де L – дуга конiчної гвинтової лiнiї x = t cos t, y = t sin t,

z = t, t ∈ [0, 2π];

Знайти масу плоскої кривої L з лiнiйною густиною ρ(x, y), якщо:

34. L – графiк функцiї y = lnx, де x ∈ [1, e], а ρ(x, y) = x2;

35. L – графiк функцiї y = chx, де x ∈ [0, 1], а ρ(x, y) = 1
y ;

36. L – дуга параболи 2y = x2, де x ∈ [1, 2], а ρ(x, y) = y
x ;

37. L – дуга параболи y2 = 4x, де x ∈ [0, 1], а ρ(x, y) = |y|.

Знайти масу просторової кривої L з лiнiйною густиною ρ(x, y, z),
якщо:

38. L – лiнiя x = 3t, y = 3t2, z = 2t3, де t ∈ [0, 1], а ρ(x, y, z) =
√

y
3 ;

39. L – лiнiя y = x2
√
2
, z = x3

3 , де x ∈ [0, 4], а ρ(x, y, z) =
√
x2 + y2;

Знайти координати центра ваги однорiдної кривої L, якщо:

40. L – графiк функцiї y = chx, де x ∈ [0, 1];

41. L – частина арки циклоїди x = t− sin t, y = 1−cos t, де t ∈ [0, π];
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10.2. Криволiнiйнi iнтеграли II роду

Нехай функцiя P (x, y) визначена на плоскiй спрямнiй кривiй

L =
⌣

AB, яка не має самоперетинiв. Рухаючись по цiй кривiй вiд точ-
ки A до точки B, розiб’ємо її точками A = A0(x0, y0), A1(x1, y1),. . . ,
An−1(xn−1, yn−1), An(xn, yn) = B на n частин. На кожнiй кривiй

⌣

Ai−1Ai виберемо точку Mi(ξi, ηi) i утворимо вiдповiдну iнтеграль-
ну суму

σ =

n∑
i=1

P (ξi, ηi)∆xi, де ∆xi = xi − xi−1.

Нехай ∆si – це довжина кривої
⌣

Ai−1Ai для i = 1, 2, ..., n та

λ = max
1≤i≤n

∆si.

Якщо iснує скiнченна границя iнтегральних сум σ при λ→ 0,
яка не залежить вiд способу розбиття кривої L i вибору набору
(Mi)

n
i=1 вiдмiчених точок, то вона називається криволiнiйним iнте-

гралом другого роду вiд функцiї P (x, y) по кривiй L i позначається∫
L

P (x, y) dx, тобто

∫
L

P (x, y) dx = lim
λ→0

n∑
i=1

P (ξi, ηi)∆xi.

Аналогiчно, ∫
L

Q(x, y) dy = lim
λ→0

n∑
i=1

Q(ξi, ηi)∆yi,

де функцiя Q(x, y) визначена на кривiй L i ∆yi = yi − yi−1.
Загальний вигляд криволiнiйного iнтеграла другого роду такий:∫

L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫
L

P (x, y) dx+

∫
L

Q(x, y) dy.

Властивостi криволiнiйного iнтеграла II роду

1.
∫
⌣
AB

P (x, y) dx = −
∫
⌣
BA

P (x, y) dx.
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2. Нехай iснує криволiнiйний iнтеграл
∫
⌣
AB

P (x, y) dx i точка C

лежить на кривiй
⌣

AB. Тодi iснують криволiнiйнi iнтеграли∫
⌣
AC

P (x, y) dx i
∫
⌣
CB

P (x, y) dx, при цьому виконується рiвнiсть

∫
⌣
AB

P (x, y) dx =

∫
⌣
AC

P (x, y) dx+

∫
⌣
CB

P (x, y) dx.

З iншого боку, з iснування iнтегралiв
∫
⌣
AC

P (x, y) dx i∫
⌣
BC

P (x, y) dx випливає iснування iнтеграла
∫
⌣
AB

P (x, y) dx.

Якщо крива L задається параметрично системою{
x = x(t),
y = y(t), t ∈ [α, β],

де функцiї x(t) та y(t) неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [α, β],
а функцiї P (x, y) i Q(x, y) неперервнi на кривiй L, яка проходиться
в напрямку зростання параметра t, то

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

β∫
α

[P (x(t), y(t))·x′(t)+Q(x(t), y(t))·y′(t)] dt.

Криволiнiйний iнтеграл II роду по замкненому контуру,
додатний напрямок проходження кривої

Нехай L – замкнена крива без самоперетинiв iз заданим напрям-
ком проходження i точки A, B, C, D розмiщенi на кривiй L у вказа-
ному порядку, що узгоджується з напрямком проходження кривої.
Тодi ∫

L

P (x, y) dx =

∫
⌣

ABC

P (x, y) dx+

∫
⌣

CDA

P (x, y) dx.

Зауважимо, що значення iнтеграла
∫
L

P (x, y) dx не залежить вiд ви-

бору точок A, B, C i D. Iнтеграл по замкненому контуру L позна-
чається також так: ∮

L

P (x, y) dx.
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Напрямок проходження замкненої кривої проти годинникової
стрiлки (тобто такий напрямок проходження, при якому частина
площини, обмежена контуром, знаходиться злiва) називається до-
датним. А, вiдповiдно, напрямок проходження замкненої кривої за
годинниковою стрiлкою називається вiд’ємним.

Якщо для замкненої кривої не вказано напрямок проходження,
то вiн вважається додатним.

Криволiнiйнi iнтеграли II роду вздовж просторових
кривих

Аналогiчно до випадку плоскої кривої вводиться поняття кри-
волiнiйного iнтеграла II роду вздовж спрямної кривої L =

⌣

AB, яка
знаходиться у просторi з прямокутною декартовою системою коор-
динат OXY Z, вiд функцiї трьох змiнних P (x, y, z), яка визначена
на кривiй L. А саме,∫

L

P (x, y, z) dx = lim
λ→0

n∑
i=1

P (ξi, ηi, ζi)∆xi,

де A = A0, A1, . . . , An−1, An = B – розбиття кривої L на n частин,
λ = max

1≤i≤n
∆si, ∆xi = xi − xi−1 i (Mi)

n
i=1 – набiр вiдмiчених точок

Mi(ξi, ηi, ζi) ∈
⌣

Ai−1Ai для i = 1, 2, ..., n.
Аналогiчно вводяться iнтеграли

∫
L

Q(x, y, z) dy i
∫
L

R(x, y, z) dz.

Отже, загальний вигляд криволiнiйного iнтеграла другого роду
по просторовiй кривiй такий:∫

L

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz.

Нехай крива L задана параметрично системою{
x = x(t),
y = y(t),
z = z(t), t ∈ [α, β],

причому функцiї x(t), y(t) i z(t) неперервно диференцiйовнi на
[α, β], а функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) i Q(x, y, z) неперервнi на кривiй
L, яка проходиться у напрямку зростання параметра t. Тодi∫

L

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

β∫
α

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t)) y′(t) +

+R(x(t), y(t), z(t)) z′(t)] dt.
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Фiзичнi застосування криволiнiйних iнтегралiв II роду
Нехай у площинi OXY задано силове поле

−→
F (x, y), де

−→
F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

– це сила, яка дiє на матерiальну точку (x, y) одиничної маси. Тодi
робота A силового поля при русi матерiальної точки одиничної маси
вздовж плоскої кривої

⌣

BC обчислюється за формулою

A =

∫
⌣
BC

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Аналогiчна формула має мiсце для роботи силового поля
−→
F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))

в просторi з прямокутною декартовою системою координат.

Обчислити криволiнiйнi iнтеграли другого роду, взятi вздовж
указаних кривих у напрямку зростання параметра:

1.
∫
L

x dy − y dx, якщо:

а) L – вiдрiзок OA, де O(0, 0), A(1, 2);
б) L – дуга параболи y = 2x2, x ∈ [0, 1];
в) L – ламана OBA, де O(0, 0), B(1, 0), A(1, 2);

2.
∫
L

x dy + y dx, якщо:

а) L – вiдрiзок OA, де O(0, 0), A(1, 2);
б) L – дуга параболи y = 2x2, x ∈ [0, 1];
в) L – ламана OBA, де O(0, 0), B(1, 0), A(1, 2);

3.
∫
L

xy dx, де L – дуга синусоїди y = sinx, x ∈ [0, π];

4.
∫
L

(
x− 1

y

)
dy, де L – дуга параболи y = 3x2, x ∈ [1, 2];

5.
∫
L

(x2 − 2xy) dx + (y2 − 2xy) dy, де L – дуга параболи y = x2,

x ∈ [−1, 1];
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6.
∫
L

y

x
dx+ dy, де L – дуга кривої y = lnx, x ∈ [1, e];

7.
∫
L

2xy dx+ x2 dy, де L – дуга параболи y =
x2

4
, x ∈ [0, 2];

8.
∫
L

2xy dx− x2 dy, де L – дуга параболи y =

√
x

2
, x ∈ [0, 2];

9.
∫
L

(xy − y2) dx+ x dy, де L – дуга параболи y = 2
√
x, x ∈ [0, 1];

10.
∫
L

xy dx+ (y − x) dy, де L – дуга кривої y = x3, x ∈ [0, 1];

11.
∫
L

y dx+x dy, де L – чверть кола x = 2 cos t, y = 2 sin t, t ∈ [0, π2 ];

12.
∫
L

y2 dx− x2 dy

x2 + y2
, де L – пiвколо x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, π];

13.
∫
L

y dx− x dy, де L – елiпс x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π];

14.
∫
L

y2 dx + x2 dy, де L – верхня половина елiпса x = a cos t, y =

b sin t, t ∈ [0, π];

15.
∫
L

(2a − y) dx − (a − y) dy, де L – арка циклоїди x = a(t − sin t),

y = a(1− cos t), t ∈ [0, 2π];

16.
∫
L

x2 dy − y2 dx

x5/3 + y5/3
, де L – дуга астроїди x = a cos3 t, y = a sin3 t,

t ∈ [0, π2 ].
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Обчислити криволiнiйнi iнтеграли II роду, взятi вздовж просто-
рових кривих у напрямку зростання параметра:

17.
∫
L

y dx + z dy + x dz, де L – виток гвинтової лiнiї x = cos t, y =

2 sin t, z = t, t ∈ [0, 2π];

18.
∫
L

(y2 − z2) dx+2yz dy− x2 dz, де L – крива x = t, y = t2, z = t3,

t ∈ [0, 1];

19.
∫
L

yz dx + zx dy + xy dz, де L – дуга гвинтової лiнiї x = a cos t,

y = a sin t, z =
at

2π
, t ∈ [0, 2π];

20.
∫
L

(y + z) dx + (z + x) dy + (x + y) dz, де L – крива x = a sin2 t,

y = 2a sin t cos t, z = a cos2 t, t ∈ [0, π];

21.
∫
L

x dx + (x + y) dy + (x + y + z) dz, де L – крива x = a sin t,

y = a cos t, z = a(sin t+ cos t), t ∈ [0, 2π];

22.
∫
L

y dx+z dy+x dz, де L – коло x =
a

2
cos t, y =

a

2
sin t, z =

a
√
3

2
,

t ∈ [0, 2π].

23. Знайти роботу силового поля
−→
F (x, y) = (xy, x+ y) вздовж дуги

⌣

BC кривої L, де B(0, 0), C(1, 1), якщо:

а) L – пряма y = x; б) L – парабола y = x2.

24. Знайти роботу силового поля
−→
F (x, y) вздовж дуги

⌣

BC кривої
L, якщо:

а)
−→
F (x, y) = (4x− 5y, 2x+ y), B(1,−9), C(3,−3), а L – вiдрiзок

BC;
б)

−→
F (x, y) = (2xy,−y), B(1, 0), C(2, 3), а L – парабола y = x2−1;

в)
−→
F (x, y) = (3xy2, x − y), B(0, 1), C(3, 2), а L – парабола y2 =

x+ 1;
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г)
−→
F (x, y) = (−y, x), B(0, 0), C(2π, 0), а L – циклоїда x = t−sin t,

y = 1− cos t;

ґ)
−→
F (x, y) = (y,−2x), B(1, 0), C(−1, 0), а L – пiвколо x2+y2 = 1,

y ≥ 0.

25. Знайти роботу силового поля
−→
F (x, y, z) вздовж кривої L, якщо:

а)
−→
F (x, y, z) = (yz, zx, xy), а L – ламана BCDE з вершинами

B(1, 1, 1), C(2, 1, 1), D(2, 3, 1), E(2, 3, 4);

б)
−→
F (x, y, z) = (x + z, x,−y), а L – замкнена ламана BCDB з

вершинами B(1, 0, 0), C(0, 1, 0), D(0, 0, 1);

в)
−→
F (x, y, z) = (x

2

y ,
y
x , cos z), а L – виток гвинтової лiнiї x = cos t,

y = sin t, z = t вiд точки B(1, 0, 0) до точки C(1, 0, 2π).
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10.3. Обчислення подвiйних iнтегралiв
Нехай на квадровнiй множинiD ⊆ R2 задана функцiя f(x, y). Ро-

зiб’ємо фiгуру D на n квадровних частин D1, . . . , Dn. Для кожного
i = 1, 2, . . . , n виберемо точку Mi(ξi, ηi) ∈ Di, позначимо через Si
площу фiгури Di i покладемо

λ = max
1≤i≤n

diamDi,

де diamDi = sup
p,q∈Di

d(p, q), причому d(p, q) – це евклiдова вiдстань

вiд точки p до точки q в просторi R2. Розглянемо iнтегральну суму

σ =

n∑
i=1

f(ξi, ηi)Si.

Якщо iснує скiнченна границя I = lim
λ→0

σ, яка не залежить вiд спосо-

бу розбиття множини D i вибору набору (Mi)
n
i=1 вiдмiчених точок

Mi, то вона називається подвiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y)
по множинi D i позначається через

∫∫
D

f(x, y) dxdy, тобто

∫∫
D

f(x, y) dxdy = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi)Si.

Зауважимо, що вiдкрита зв’язна множина D ⊆ R2 називається
областю. Якщо множина D буде замиканням деякої областi в R2,
то називатимемо її замкненою областю, а якщо вона буде ще й
обмеженою, то – компактною областю. Найчастiше подвiйнi iнте-
грали розглядаються по компактних областях, обмежених замкне-
ними спрямними кривими.

Властивостi подвiйних iнтегралiв

1. Кожна неперервна на компактнiй областi D функцiя f(x, y)
iнтегровна по цiй областi D.

2. Якщо значення iнтегровної по (замкненiй, компактнiй) областi
D функцiї довiльно змiнити на кривiй нульової площi, зали-
шаючи при цьому функцiю обмеженою, то одержана функцiя
також iнтегровна по цiй областi D.

3. Нехай функцiя f(x, y) iнтегровна по (замкненiй, компактнiй)
областi D i крива γ нульової площi розбиває D на двi частини
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D′ i D′′. Тодi функцiя f(x, y) iнтегровна по цих частинах D′ i
D′′, при цьому виконується рiвнiсть∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f(x, y)dxdy +

∫∫
D′′

f(x, y)dxdy.

З iншого боку, з iнтегровностi функцiї f(x, y) по множинах D′

i D′′ випливає iнтегровнiсть функцiї f(x, y) по цiй областi D.

Теорема 1. Нехай функцiя f(x, y) визначена на прямокутнику

D = [a, b] × [c, d], iснує подвiйний iнтеграл
∫∫
D

f(x, y) dxdy i для

кожного x ∈ [a, b] iснує iнтеграл I(x) =

d∫
c

f(x, y) dy. Тодi iснує

повторний iнтеграл
b∫
a

I(x) dx, причому

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy.

Теорема 2. Нехай ψ(x) i φ(x) – неперервнi функцiї на вiдрiзку
[a, b], D = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}, iснує подвiй-
ний iнтеграл

∫∫
D

f(x, y) dxdy i для кожного x ∈ [a, b] iснує iнтеграл

I(x) =
ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y) dy. Тодi iснує повторний iнтеграл
b∫
a

I(x) dx, при-

чому ∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y) dy.

Аналогiчно, якщо компактна область D в теоремi 2 описується
нерiвностями: c ≤ y ≤ d i α(y) ≤ x ≤ β(y), де α, β : [c, d] → R –
неперервнi функцiї, то

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

d∫
c

dy

β(y)∫
α(y)

f(x, y) dx.

Якщо неперервна межа областi D перетинається не бiльше нiж
у двох точках iз кожною горизонтальною i вертикальною прямими,
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то при переходi вiд подвiйного iнтеграла до повторного можна ви-
бирати порядок iнтегрування в тiй чи iншiй послiдовностi змiнних.

У випадку, коли область D має складнiшу структуру, потрiбно
область D кривими нульової площi (наприклад, горизонтальними i
вертикальними вiдрiзками) розбити на частини з простiшими межа-
ми i перейти до суми подвiйних iнтегралiв по простiших областях.

Обчислити такi повторнi iнтеграли:

1.
1∫

0

dx

2∫
1

(x+ 1) dy; 2.
2∫

0

dy

5∫
3

(2y − 1) dx;

3.

π/2∫
0

dx

0∫
−x

sin(x+ y) dy; 4.

π/2∫
0

dx

x∫
0

cos(x− y) dy;

5.
1∫

0

dy

2y∫
0

x ex−2ydx; 6.
1∫

−1

dy

y∫
2y

(x− y) eydx.

У подвiйному iнтегралi
∫∫
D

f(x, y) dxdy розставити межi iнтегру-

вання в обох порядках, якщо:

7. D – це квадрат з вершинами O(0, 0), A(0, 3), B(3, 3), C(3, 0);

8. D – це прямокутник з вершинами O(0, 0), A(−4, 0), B(−4, 1),
C(0, 1);

9. D – це трикутник з вершинами A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1);

10. D – це трикутник з вершинами A(1, 0), B(0, 2), C(1, 2);

11. D – це трапецiя з вершинами O(0, 0), A(1, 0), B(1, 2), C(0, 1);

12. D – це чотирикутник з вершинами O(0, 0), A(2, 0), B(1, 2),
C(0, 1);

13. D – це круг x2 + y2 ≤ 1;

14. D – це чверть круга x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≤ 0;

15. D – це пiвкруг x2 + y2 ≤ 6x, y ≥ 0;

16. D – це пiвкруг x2 + y2 ≤ 2y, x ≤ 0;

17. D – це кiльце 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4;
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18. D – це кiльце 2x+ 2y − 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2x+ 2y;

19. D – це область, обмежена лiнiями y = x2, y =
√
x;

20. D – це область, обмежена лiнiями y = x3, y = 1, x = −1;

21. D – це область, обмежена лiнiями y = lnx, y = 0, x = 0, y = −2;

22. D – це область, обмежена лiнiями y = ex, x + y = 1, y = 0,
x = −1.

Змiнити порядок iнтегрування в таких повторних iнтегралах:

23.
2∫

0

dx

6−x∫
2x

f(x, y) dy; 24.
2∫

1

dx

2x∫
x

f(x, y) dy;

25.
1∫

0

dy

y2+y∫
0

f(x, y) dx; 26.
2∫

−1

dx

3+2x−x2∫
x2−1

f(x, y) dy;

27.
2∫

−6

dx

2−x∫
x2/4−1

f(x, y) dy; 28.
1∫

0

dx

x2∫
x3

f(x, y) dy;

29.
1∫

−1

dx

√
1−x2∫
0

f(x, y) dy; 30.
1∫

−1

dx

√
1−x2∫

x2−1

f(x, y) dy;

Обчислити такi подвiйнi iнтеграли:

31.
∫∫
D

sin(x + y) dxdy, якщо область D обмежена лiнiями x = 0,

x = π, y = 0 i y = π;

32.
∫∫
D

cos(x − y) dxdy, якщо область D обмежена лiнiями x = 0,

x = π, y = π i y = 2π;

33.
∫∫
D

(x2 + y) dxdy, якщо область D обмежена лiнiями y = x2 i

y2 = x;

34.
∫∫
D

x2

y2
dxdy, якщо область D обмежена лiнiями x = 2, y = x i

xy = 1;

165



35.
∫∫
D

x3y dxdy, якщо область D – це круг x2 + y2 < R2;

36.
∫∫
D

|xy| dxdy, якщо область D – це круг радiуса R з центром у

початку координат;

37.
∫∫
D

cos(x+y) dxdy, якщо область D – це трикутник зi сторонами

x = 0, y = π i y = x;

38.
∫∫
D

(x2 + y2) dxdy, якщо область D – це паралелограм зi сторо-

нами y = x, y = x+ 2, y = 2 i y = 6.
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10.4. Формула Ґрiна та її застосування
Нехай область D обмежена кусково–гладким контуром L i функ-

цiї P (x, y) та Q(x, y) мають неперервнi частиннi похiднi P ′
y(x, y) та

Q′
x(x, y) на множинi D. Тодi має мiсце формула Ґрiна:∮

L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫
D

(
Q′
x(x, y)− P ′

y(x, y)
)
dxdy,

де напрямок проходження замкненої кривої L додатний (проти го-
динникової стрiлки), тобто при проходженнi кривої L область D
залишається злiва.

Замiна змiнних у подвiйних iнтегралах

Нехай система функцiй{
x = x(u, v),
y = y(u, v),

(4)

встановлює вiдповiднiсть мiж компактними областями ∆ i D в пло-
щинах OUV i OXY вiдповiдно. Крiм того, нехай ця вiдповiднiсть
взаємно однозначна мiж внутрiшностями областей ∆ i D i функцiї
x(u, v) та y(u, v) неперервно диференцiйовнi на ∆, тобто диферен-
цiали цих функцiй неперервно залежать вiд координат точки ди-
ференцiйовностi. Тодi має мiсце формула замiни змiнних∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫
∆

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv,

де J(u, v) – це якобiан системи (4), який обчислюється за формулою

J(u, v) =

∣∣∣∣ x′u(u, v) y′u(u, v)
x′v(u, v) y′v(u, v)

∣∣∣∣ .
Зокрема, при переходi до полярних координат ρ i φ за формула-

ми {
x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ,

маємо: ∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫∫
∆

f(ρ cosφ, ρ sinφ) ρ dρdφ,

де D i ∆ – областi у вiдповiдних площинах.
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Незалежнiсть криволiнiйного iнтеграла II роду вiд
шляху iнтегрування та iнтеграли вiд повних диференцiалiв

Iнтеграл
∫
⌣
AB

P (x, y) dx + Q(x, y) dy не залежить вiд шляху iн-

тегрування в областi D, якщо для довiльних двох кривих
⌣

AmB,
⌣

AnB⊆ D виконується рiвнiсть∫
⌣

AmB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫
⌣
AnB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

У випадку, коли криволiнiйний iнтеграл
∫
⌣
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

по кривiй
⌣

AB, що з’єднує точки A(x1, y1) i B(x2, y2), не залежить
вiд шляху iнтегрування, цей iнтеграл позначається також так:

B∫
A

P (x, y) dx+Q(x, y) dy або

(x2,y2)∫
(x1,y1)

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Нагадаємо, що плоска область D називається однозв’язною,
якщо вона разом iз кожною неперервною замкненою кривою без
самоперетинiв мiстить i внутрiшнiсть цiєї кривої.

Теорема 1. Нехай функцiї P (x, y) i Q(x, y) неперервнi i мають
неперервнi частиннi похiднi P ′

y(x, y) i Q′
x(x, y) в однозв’язнiй обла-

стi D. Тодi такi умови рiвносильнi:
(i) P ′

y(x, y) = Q′
x(x, y) для кожної точки (x, y) ∈ D;

(ii) iснує така диференцiйовна функцiя F : D → R, що

dF (x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy;

(iii) iнтеграл
∫
⌣
AB

P (x, y) dx +Q(x, y) dy не залежить вiд шляху

iнтегрування в D.
Теорема 2. Нехай F : D → R – диференцiйовна в областi D ⊆

R2 функцiя i

dF (x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

причому функцiї P (x, y) i Q(x, y) неперервнi в областi D. Тодi iн-
теграл

∫
⌣
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy не залежить вiд шляху iнтегру-
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вання в D i
B∫
A

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = F (x2, y2)− F (x1, y1)

для довiльних точок A(x1, y1), B(x2, y2) ∈ D.
Теорема 3. Нехай F : D → R – диференцiйовна в областi

D ⊆ R3 функцiя i

dF (x, y, z) = P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz,

причому функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z) неперервнi в обла-
стi D. Тодi iнтеграл

∫
⌣
AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy+R(x, y, z) dz не

залежить вiд шляху iнтегрування в D i

B∫
A

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy+R(x, y, z) dz = F (x2, y2, z2)−F (x1, y1, z1)

для довiльних точок A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) ∈ D.

За допомогою формули Ґрiна обчислити наведенi нижче криво-
лiнiйнi iнтеграли вздовж вiдповiдних кусково–гладких замкнених
кривих, якi проходяться у додатному напрямку та обмежують пев-
нi областi:

1.
∫
L

(x+ y) dx+ (x− y) dy;

2.
∫
L

(x2 + y2) dx+ (y2 + 2xy) dy;

3.
∫
L

(2x cos y − y2 sinx) dx+ (2y cosx− x2 sin y) dy;

4.
∫
L

e−(x2−y2)(cos 2xy dx+ sin 2xy dy);

5.
∫
L

φ(x) dx+ ψ(y) dy, якщо φ i ψ – довiльнi неперервнi функцiї;

6.
∫
L

f(xy)(y dx+x dy), якщо f – довiльна диференцiйовна функцiя;
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7.
∫
L

f
(y
x

)x dy − y dx

x2
, якщо f – довiльна диференцiйовна функцiя

i L не перетинає вiсь OY ;

8.
∫
L

(
f(x + y) + f(x − y)

)
dx +

(
f(x + y) − f(x − y)

)
dy, якщо f –

довiльна диференцiйовна функцiя;

9.
∫
L

x dy − y dx

x2 + y2
, якщо L – коло (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1;

10.
∫
L

(x+ y) dx− (x− y) dy, якщо L – елiпс
x2

a2
+
y2

b2
= 1;

У подвiйному iнтегралi
∫∫
D

f(x, y) dxdy перейти до полярних ко-

ординат i розставити межi iнтегрування, якщо:

11. D – це круг x2 + y2 ≤ 1;

12. D – це круг x2 + y2 ≤ R2;

13. D – це круг x2 + y2 ≤ 4x;

14. D – це круг x2 + y2 ≤ 8y;

15. D – це кiльце a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2;

16. D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9, y ≥ 0}.
Переходячи до полярних координат, обчислити такi подвiйнi iн-

теграли:

17.
∫∫
D

√
x2 + y2 dxdy, якщо D – це круг x2 + y2 ≤ 25;

18.
∫∫
D

cos(π
√
x2 + y2) dxdy, якщо D – це круг x2 + y2 ≤ 1;

19.
∫∫
D

sin
√
x2 + y2 dxdy, якщо D – це кiльце π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2;

20.
∫∫
D

dxdy

x2 + y2 − 1
, якщо D – це кiльце 9 ≤ x2 + y2 ≤ 25;
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21.
∫∫
D

xy2 dxdy, якщо D – це пiвкруг x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0 ;

22.
∫∫
D

y2ex
2+y2 dxdy, якщо D – це чверть круга x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0,

y ≤ 0.

У наведених нижче подвiйних iнтегралах перейти до нових змiн-
них u i v та розставити межi iнтегрування вiдносно нових змiнних:

23.
∫∫
D

f(x, y) dxdy, якщо u =
y

x
i v =

y

2− x
, а область D обмежена

прямими x = 2y, y = 2x, x+ 2y = 2, 2x+ y = 4;

24.
∫∫
D

f(x, y) dxdy, якщо x = u cos4 v i y = u sin4 v, а область D

обмежена кривими
√
x+

√
y = 1, x = 0, y = 0;

25.
∫∫
D

f(x, y) dxdy, якщо x = u cos6 v i y = u sin6 v, а область D

обмежена кривими 3
√
x+ 3

√
y = 2, x = 0, y = 0.

Зробивши вiдповiдну замiну змiнних, обчислити такi подвiйнi iн-
теграли:

26.
∫∫
D

(x+ y) dxdy, якщо область D обмежена лiнiєю |x|+ |y| = 1;

27.
∫∫
D

xy dxdy, якщо область D обмежена лiнiями xy = 1, xy = 2,

y = x, y = 4x;

28.
∫∫
D

(x+ y) dxdy, якщо D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ x+ y};

29.
∫∫
D

(2x− 4y) dxdy, якщо D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2x− 4y};

30.
∫∫
D

√
1− x2

4
− y2

9
dxdy, якщо D =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

4
+
y2

9
= 1
}

;
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31.
∫∫
D

(x2+ y2) dxdy, якщо область D обмежена лiнiєю x4+ y4 = 1.

Довести, що наведенi нижче криволiнiйнi iнтеграли другого роду
не залежать вiд шляху iнтегрування в областях визначення своїх
пiдiнтегральних виразiв, та обчислити значення цих iнтегралiв:

32.

(2,3)∫
(−1,2)

x dy + y dx; 33.

(3,−4)∫
(0,1)

x dx+ y dy;

34.

(2,3)∫
(1,0)

(x+ y) dx+ (x− y) dy; 35.

(−2,1)∫
(0,0)

2xy dx+ x2 dy;

36.

(1,1)∫
(1,−1)

(x− y) (dx− dy); 37.

(1,3)∫
(0,1)

(x+ 2y) (dx+ 2 dy);

38.

(2,1)∫
(1,2)

y dx− x dy

x2
; 39.

(2,1)∫
(1,2)

x dy − y dx

(x− y)2
;

40.

(6,8)∫
(1,0)

x dx+ y dy√
x2 + y2

; 41.

(1,2)∫
(0,e)

x dx+ y dy

x2 + y2
;

42.

(0,3)∫
(−2,−1)

(x4 + 4xy3) dx+ (6x2y2 − 5y4) dy;

43.

(0,−3)∫
(3,0)

(x2 + 2xy − y2) dx+ (x2 − 2xy − y2) dy;

44.

(1,−2)∫
(−1,2)

(3x2 − 2xy + y2) dx+ (2xy − x2 − 3y2) dy;
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45.

(0,0)∫
(0,π)

ex (cos y dx− sin y dy); 46.

(0,1,−2)∫
(−1,0,2)

x dx+ y2 dy − z3 dz;

47.

(1,2,3)∫
(2,−1,0)

yz dx+ xz dy + xy dz; 48.

( 1
2 ,1,2)∫

(
√
3,−1,1)

yz dx+ xz dy + xy dz

1 + x2y2z2
;

49.

(4,0,3)∫
(0,−1,0)

x dx+ y dy + z dz√
x2 + y2 + z2

; 50.

(2,3,−6)∫
(−1,0,2)

dx+ dy + dz

(x+ y + z)2
;

51.

(−1,1,3)∫
(1,2,3)

(x2 − 2yz) dx+ (y2 − 2xz) dy + (z2 − 2xy) dz;

52.

(−1,1,3)∫
(1,2,3)

(
1− 1

y
+
y

z

)
dx+

(
x

z
+

x

y2

)
dy − xy

z2
dz.
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10.5. Потрiйнi iнтеграли
Нехай на кубовному тiлi T ⊆ R3 задана функцiя f(x, y, z).

Розiб’ємо тiло T на n кубовних частин T1, . . . , Tn. Для кожного
i = 1, 2, . . . , n виберемо точку Mi(ξi, ηi, ζi) ∈ Ti, позначимо через
Vi об’єм тiла Ti i покладемо

λ = max
1≤i≤n

diamTi,

де diamTi = sup
p,q∈Ti

d(p, q), причому d(p, q) – це евклiдова вiдстань

вiд точки p до точки q в просторi R3. Розглянемо вiдповiдну iнте-
гральну суму

σ =

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)Vi.

Якщо iснує скiнченна границя I = lim
λ→0

σ, яка не залежить вiд спосо-

бу розбиття тiла T i вибору набору (Mi)
n
i=1 вiдмiчених точок Mi,

то вона називається потрiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y, z) по
тiлу T i позначається через

∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz, тобто

∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)Vi.

Теорема 1. Нехай кубовне тiло T ⊆ R3 обмежене поверхнями
x = a, x = b i для кожного x ∈ [a, b] площина, перпендикулярна
до осi OX, перетинає тiло T по квадровнiй фiгурi, ортогональна
проєкцiя якої на площину OY Z дорiвнює D(x). Нехай, окрiм того,
функцiя f(x, y, z) iнтегровна по тiлу T i для кожного x ∈ [a, b]
функцiя fx : D(x) → R, fx(y, z) = f(x, y, z), iнтегровна по областi
D(x). Тодi функцiя

I(x) =

∫∫
D(x)

fx(y, z) dydz

iнтегровна на вiдрiзку [a, b], причому

∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz =

b∫
a

I(x) dx.
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Формулу переходу вiд потрiйного iнтеграла до повторного, одер-
жану в попереднiй теоремi, записують також у такому виглядi:∫∫∫

T

f(x, y, z) dxdydz =

b∫
a

dx

∫∫
D(x)

f(x, y, z) dydz.

Теорема 2. Нехай кубовне тiло T ⊆ R3 обмежене бiчною по-
верхнею цилiндра з основою D ⊆ OXY i твiрними, паралельними
осi OZ, та поверхнями z = φ(x, y) i z = ψ(x, y), де φ(x, y) ≤ ψ(x, y)
i функцiї φ та ψ неперервнi на D. Нехай, крiм того, функцiя
f(x, y, z) iнтегровна по тiлу T i для кожної точки (x, y) ∈ D фун-
кцiя fx,y : [φ(x, y), ψ(x, y)] → R, fx,y(z) = f(x, y, z), iнтегровна на
вiдрiзку [φ(x, y), ψ(x, y)]. Тодi функцiя

I(x, y) =

ψ(x,y)∫
φ(x,y)

fx,y(z) dz

iнтегровна по областi D, причому∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
D

I(x, y) dxdy.

Цю формулу записують також у виглядi

∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
D

dxdy

ψ(x,y)∫
φ(x,y)

f(x, y, z) dz.

Теорема 3. Нехай кубовне тiло T ⊆ R3 описується нерiвно-
стями a ≤ x ≤ b, α(x) ≤ y ≤ β(x) i φ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y), причому
функцiї α, β, φ i ψ неперервнi. Нехай, крiм того, функцiя f(x, y, z)
неперервна на T . Тодi

∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz =

b∫
a

dx

β(x)∫
α(x)

dy

ψ(x,y)∫
φ(x,y)

f(x, y, z) dz.

Нехай система функцiй{
x = x(u, v, w),
y = y(u, v, w),
z = z(u, v, w)

(5)
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встановлює вiдповiднiсть мiж замкненими обмеженими тiлами Ω i
T в просторах iз прямокутними декартовими системами координат
OUVW i OXY Z вiдповiдно. Крiм того, нехай ця вiдповiднiсть вза-
ємно однозначна мiж внутрiшностями тiл Ω i T , а функцiї x, y та z
неперервно диференцiйовнi на Ω, тобто диференцiали цих функцiй
неперервно залежать вiд координат точки диференцiйовностi. То-
дi для iнтегровної на T функцiї f(x, y, z) має мiсце така формула
замiни змiнних : ∫∫∫

T

f(x, y, z) dxdydz =

=

∫∫∫
Ω

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) |J(u, v, w)| dudvdw,

де J(u, v, w) – це якобiан системи (5), який обчислюється за фор-
мулою

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣ x
′
u(u, v, w) y′u(u, v, w) z′u(u, v, w)
x′v(u, v, w) y′v(u, v, w) z′v(u, v, w)
x′w(u, v, w) y′w(u, v, w) z′w(u, v, w)

∣∣∣∣∣ .
Зокрема, при переходi до цилiндричних координат ρ, φ i z за

формулами {
x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ,
z = z,

отримаємо
J(ρ, φ, z) = ρ.

А при переходi до сферичних координат ρ, φ i ψ за формулами{
x = ρ cosφ cosψ,
y = ρ sinφ cosψ,
z = ρ sinψ,

маємо
J(ρ, φ, ψ) = ρ2 cosψ.

У потрiйному iнтегралi
∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz розставити межi iн-

тегрування у всiх можливих порядках, якщо:

1. T обмежене площинами x = 0, x = 1, y = −1, y = 1, z = 1 i z = 3;

2. T обмежене площинами x = −3, x = 0, y = 1, y = 5, z = −2 i
z = 1;
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3. T обмежене площинами x = 0, y = 0, z = 0 i x+ y + z = 1;

4. T обмежене площинами x = 0, y = 0, z = 0 i x+ 2y + 3z = 6;

5. T – це куля x2 + y2 + z2 ≤ 4;

6. T – це елiпсоїд x2 + 4y2 + 9z2 ≤ 36.

Обчислити такi потрiйнi iнтеграли:

7.
∫∫∫
T

(x2 + y2 + z2) dxdydz, якщо тiло T обмежене площинами

x = 0, x = 1, y = 0, y = 2, z = 0 i z = 3;

8.
∫∫∫
T

z ex sin y dxdydz, якщо тiло T обмежене площинами x = 0,

x = 2, y = 0, y = π, z = 0 i z = 1;

9.
∫∫∫
T

(x + y) ex−y dxdydz, якщо тiло T обмежене площинами

x = −1, x = 1, y = −1, y = 1, z = 0 i z = 5;

10.
∫∫∫
T

xyz dxdydz, якщо тiло T обмежене площинами x = 0, x = 1,

y = −1, y = 1, z = 0 i z = 1;

11.
∫∫∫
T

sin(x + y) sin z dxdydz, якщо тiло T обмежене площинами

x = 0, x = π
2 , y = 0, y = π

2 , z = x− y i z = x+ y;

12.
∫∫∫
T

(x + 2y + 3z) dxdydz, якщо тiло T обмежене площинами

y = 0, x+ y = 2, 2x− y + 2 = 0, z = 0 i z = 2;

13.
∫∫∫
T

x2 y2 dxdydz, якщо тiло T визначається нерiвнiстю

0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1;

14.
∫∫∫
T

y dxdydz, якщо тiло T обмежене площинами x = 0, y = 0,

z = 0 i 2x+ y + z = 4.
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Перейшовши до сферичних координат, обчислити потрiйний iн-

теграл
∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz, якщо:

15. f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2, T = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 9};

16. f(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2
, T = {(x, y, z) : 1 ≤ x2+y2+z2 ≤ 16};

17. f(x, y, z) =
x

R4 + (x2 + y2 + z2)2
, T = {(x, y, z) : x2+y2+z2 ≤ R2,

x ≥ 0};

18. f(x, y, z) = x2 + y2 − z2, T = {(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4,
x ≥ 0, y ≥ 0}.

Перейшовши до цилiндричних координат, обчислити потрiйний

iнтеграл
∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz, якщо:

19. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, а тiло T обмежене поверхнями
x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0 i 0 ≤ z ≤ 1;

20. f(x, y, z) = x+ y+ z, а тiло T обмежене поверхнями x2 + y2 = 1,
z = 0 i x+ y + z = 2;

21. f(x, y, z) = x2 + y2, T =

{
(x, y, z) :

x2 + y2

2
≤ z ≤ 2

}
;

22. f(x, y, z) = z − x+ y, а тiло T обмежене поверхнями y = x2 + z2

i y2 = x2 + z2.
Зробивши вiдповiдну замiну змiнних, обчислити потрiйний iнте-

грал
∫∫∫
T

f(x, y, z) dxdydz, якщо:

23. f(x, y, z) =
1

1 + (x2 + y2 + z2)
3
2

, T = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4,

x ≥ 0};
24. f(x, y, z) = z, тiло T обмежене поверхнями z2 = x2+ y2 i z = 1;

25. f(x, y, z) =
1

(x+ y)(x+ y + z)
, T = {(x, y, z) : 1 ≤ x ≤ 2,

1 ≤ x+ y ≤ 3, 1 ≤ x+ y + z ≤ 5};
26. f(x, y, z) = (x2 − y2)(z + x2 − y2), T = {(x, y, z) : x − 1 ≤ y ≤ x,
1− x ≤ y ≤ 2− x, 1− x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 + y2}.
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10.6. Поверхневi iнтеграли I роду
Означення поверхневого iнтеграла I роду
Нехай P – деяка квадровна поверхня, обмежена кусково гладким

контуром, i f(x, y, z) – функцiя, визначена на P . Розiб’ємо поверхню
P кусково гладкими кривими на n частин P1,. . . , Pn i виберемо
довiльнi точки Mi(xi; yi; zi) ∈ Pi для кожного i = 1, . . . , n. Нехай
S(Pi) – це площа поверхнi Pi для i = 1, 2, ..., n i

λ = max
1≤i≤n

diamPi.

Розглянемо вiдповiдну iнтегральну суму

σ =

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)S(Pi).

Якщо iснує скiнченна границя iнтегральних сум σ при λ→ 0, яка не
залежить вiд способу розбиття поверхнi P i вибору набору (Mi)

n
i=1

вiдмiчених точок, то вона називається поверхневим iнтегралом I
роду вiд функцiї f(x, y, z) по поверхнi P i позначається∫∫

P

f(x, y, z) dS.

Зауважимо, що ∫∫
P

dS = S(P )

для довiльної квадровної поверхнi P .

Дотична площина i нормальний вектор до поверхнi, на-
прямнi косинуси

Нехай s – деяка поверхня у просторi i M0 – точка на цiй поверхнi.
Площина τ називається дотичною до поверхнi s у точцi M0, якщо

lim
d(M,M0)→0

d(P,M)

d(M,M0)
= 0,

де M – довiльна точка поверхнi s, P – проєкцiя точки M на пло-
щину τ i d – евклiдова вiдстань у просторi.

Нехай поверхня s задана параметрично рiвняннями
x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v),

де функцiї x, y i z неперервно диференцiйовнi на областi D ⊆ R2,
тобто мають у цiй областi неперервнi частиннi похiднi першого по-
рядку, i точка M0(x0, y0, z0) ∈ s вiдповiдає точцi (u0, v0) ∈ D. Тодi
рiвняння дотичної площини до поверхнi s у точцi M0 має вигляд
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A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0, (6)
де

A =

∣∣∣∣ y′u z′u
y′v z′v

∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣ z′u x′u
z′v x′v

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣ x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣ , (7)

причому всi визначники обчислюються в точцi (u0, v0).
Пряма, яка перпендикулярна до дотичної площини i проходить

через точку дотику, називається нормаллю. Напрямний вектор нор-
малi одиничної довжини −→n називається одиничним вектором нор-
малi. Враховуючи (6), маємо, що

−→n = ±
(

A√
A2 +B2 + C2

,
B√

A2 +B2 + C2
,

C√
A2 +B2 + C2

)
.

Нехай α, β i γ – кути мiж вектором −→n i додатними напрямками
осей OX, OY i OZ вiдповiдно. Тодi cosα, cosβ i cos γ називаються
напрямними косинусами нормалi й−→n = (cosα, cosβ, cos γ).

Квадровна поверхня, площа квадровної поверхнi
Нехай s – гладка поверхня, тобто поверхня, яка в кожнiй то-

чцi має дотичну площину. Розiб’ємо поверхню s кусково гладкими
кривими на n частин s1, . . . , sn i на кожнiй поверхнi si виберемо
точку Mi. Для кожного i = 1, . . . , n позначимо через τi площину,
дотичну до s у точцi Mi, через ∆i – ортогональну проєкцiю поверх-
нi si на площину τi, а через S(∆i) – площу проєкцiї ∆i. Якщо iснує
скiнченна границя

I = lim
λ→0

n∑
i=1

S(∆i),

де λ = max
1≤i≤n

diam si, яка не залежить вiд способу розбиття поверхнi

s i вибору набору (Mi)
n
i=1, то поверхня s називається квадровною,

а число I – площею поверхнi s.
Нехай функцiя f(x, y) неперервно диференцiйовна на квадровнiй

областi D ⊆ R2. Тодi площа S поверхнi z = f(x, y) обчислюється за
формулою

S =

∫∫
D

√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 dxdy.

Якщо поверхня задана параметрично рiвняннями

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v),

де функцiї x, y i z неперервно диференцiйовнi на областi D ⊆ R2,
то її площа S обчислюється за формулою

S =

∫∫
D

√
EG− F 2 dudv,

180



де
E = (x′u)

2 + (y′u)
2 + (z′u)

2, G = (x′v)
2 + (y′v)

2 + (z′v)
2,

F = x′u · x′v + y′u · y′v + z′u · z′v. (8)

Зауважимо, що EG−F 2 = A2+B2+C2, де A,B i C обчислюються
згiдно з (7).

Зведення поверхневих iнтегралiв I роду до подвiйних
Якщо поверхня P задана рiвнянням z = z(x, y), де (x, y) ∈ D i

z(x, y) – неперервно диференцiйовна функцiя на D, то∫∫
P

f(x, y, z) dS =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))
√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 dxdy.

У випадку, коли поверхня P задана параметрично рiвняннями
x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), причому (u, v) ∈ D i функцiї
x(u, v), y(u, v) та z(u, v) неперервно диференцiйовнi на D, то∫∫

P

f(x, y, z) dS =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2 dudv,

де E, G i F обчислюються за формулами (8).

Фiзичнi застосування поверхневих iнтегралiв I роду
Нехай задана поверхня P iз поверхневою густиною ρ(x, y, z). Тодi

маса m поверхнi P обчислюється за формулою

m =

∫∫
P

ρ(x, y, z) dS.

Статичнi моментиMyz,Mzx iMxy поверхнi P вiдносно площин
OY Z, OZX i OXY вiдповiдно знаходяться так:

Myz =

∫∫
P

x ρ(x, y, z) dS, Mzx =

∫∫
P

y ρ(x, y, z) dS

i
Mxy =

∫∫
P

z ρ(x, y, z) dS.

Отже, координати x0, y0 i z0 центра ваги поверхнi P вираховують
за формулами

x0 =
Myz

m
, y0 =

Mzx

m
i z0 =

Mxy

m
.
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1. Обчислити поверхневий iнтеграл I роду
∫∫
P

(x + y) dS, де P – це

частина площини z = 1, яка визначається нерiвностями 0 ≤ x ≤ 1 i
0 ≤ y ≤

√
x.

2. Обчислити поверхневий iнтеграл I роду
∫∫
P

(y2 − z2) dS, де P – це

частина площини x = −2, яка визначається нерiвностями 0 ≤ y ≤ 2
i 0 ≤ z ≤ y2.

Обчислити поверхневий iнтеграл I роду
∫∫
P

dS, якщо:

3. P – трикутник iз вершинами в точках A(0, 0, 0), B(2, 0, 0),
C(0, 3, 0);

4. P – трикутник iз вершинами в точках A(−2, 1, 1), B(−2, 5, 1) i
C(−2, 1,−1);

5. P – чотирикутник iз вершинами в точках A(1, 0,−1), B(3, 0,−1),
C(3,−2,−1) i D(1,−2,−1);

6. P – пiвсфера x2 + y2 + z2 = 1, що визначається нерiвнiстю x ≥ 0;

7. P – частина сфери x2+y2+z2 = 4, що визначається нерiвностями
y ≥ 0, z ≤ 0;

8. P – частина конiчної поверхнi z =
√
x2 + y2, що визначається

нерiвнiстю z ≤ 1;

9. P – частина конiчної поверхнi y = −
√
x2 + z2, що визначається

нерiвнiстю y ≥ −2.

Обчислити такi поверхневi iнтеграли I роду:

10.
∫∫
P

(x + y + z) dS, якщо P – частина площини x + 2y + 4z = 4

при x ≥ 0, y ≥ 0 i z ≥ 0;

11.
∫∫
P

(x − y + 2z) dS, якщо P – частина площини x + y − 2z = 1

при x ≥ 0, y ≥ 0 i z ≤ 0;

12.
∫∫
P

(x2+z2) dS, де P – частина поверхнi октаедра |x|+|y|+|z| = 1

при x ≥ 0 i z ≥ 0;

13.
∫∫
P

(x2 − y2) dS, якщо P – поверхня куба |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1;
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14.
∫∫
P

xy dS, якщо P – частина сфери x2 + y2 + z2 = 1 при z ≥ 0;

15.
∫∫
P

(x + y) dS, якщо P – частина сфери x2 + y2 + z2 = 1 при

x ≥ 0, y ≥ 0 i z ≥ 0;

16.
∫∫
P

x dS, якщо P – повна поверхня цилiндра x2 + y2 = 4, 0 ≤

z ≤ 3;

17.
∫∫
P

(x2+y2) dS, якщо P – повна поверхня цилiндра x2+y2 = 2x,

−2 ≤ z ≤ 2;

18.
∫∫
P

(2x2 +2y2 + z2) dS, якщо P – поверхня конуса z =
√
x2 + y2

при z ≤ 2;

19.
∫∫
P

(z2 − x2 + 2x) dS, якщо P – поверхня конуса z =√
(x− 1)2 + y2 при z ≤ 1;

20.
∫∫
P

y dS, якщо P – повна поверхня конуса√
x2 + (y + 1)2 ≤ z ≤ 3;

21. Знайти масу поверхнi куба, що описується нерiвностями
0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1, з поверхневою густиною
ρ(x, y, z) = xyz.

22. Знайти масу поверхнi сфери x2 + y2 + z2 = 1 з поверхневою
густиною:

a) ρ(x, y, z) =
√
x2 + y2; б) ρ(x, y, z) = x2 + y2.

Визначити координати центрiв ваги таких однорiдних поверхонь:
23. x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;
24. z =

√
1− x2 − y2, x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1.
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10.7. Поверхневi iнтеграли II роду
Одностороннi та двостороннi поверхнi, орiєнтацiя

поверхнi
Нехай H – диференцiйовна поверхня. Поверхня H називається

двосторонньою, якщо при проходженнi довiльної замкненої кривої
γ, яка лежить на поверхнi H, одиничний вектор нормалi −→n до по-
верхнi H у точцi M ∈ γ, неперервно змiнюючись, повертається до
свого початкового значення. Якщо ж на поверхнi H iснує замкне-
на крива γ, при проходженнi якої одиничний вектор нормалi −→n до
поверхнi H у точцi M ∈ γ, неперервно змiнюючись, переходить вiд
початкового значення до протилежного, то така поверхня H нази-
вається односторонньою.

Зауважимо, що поверхнi, якi задаються рiвнянням виду z =
f(x, y), двостороннi. Класичним прикладом односторонньої поверх-
нi є стрiчка Мебiуса.

Нехай H – двостороння поверхня i γ – замкнена крива на по-
верхнi H. Зафiксуємо сторону поверхнi H, вибравши один iз двох
напрямкiв нормалi −→n до поверхнi H у деякiй точцi M ∈ H. Напря-
мок проходження кривої γ називається додатним, якщо з точки
зору зафiксованого напрямку нормалi рух уздовж кривої γ є рухом
проти годинникової стрiлки (тобто частина поверхнi H, обмежена
контуром γ, знаходиться злiва вiд контура γ). Протилежний напря-
мок проходження замкненої кривої γ називається вiд’ємним.

Зауважимо, що додатний напрямок проходження замкненої кри-
вої, яка лежить у площинi OXY , вiдповiдає додатному напрямку
проходження цiєї кривої, яка лежить на верхнiй сторонi двосторон-
ньої поверхнi OXY .

Означення поверхневого iнтеграла II роду
Нехай H – деяка двостороння поверхня з фiксованою сторо-

ною i f(x, y, z) – функцiя, визначена на H. Розiб’ємо поверхню H
кусково–гладкими кривими на n частин H1,. . . , Hn, позначимо че-
рез ∆1,. . . , ∆n проєкцiї H1,. . . , Hn на площину XOY i виберемо
довiльнi точки Mi(xi; yi; zi) ∈ Hi для кожного i = 1, . . . , n. Крiм
того, для кожного i = 1, . . . , n покладемо або

di = S(∆i),

якщо додатний напрямок проходження межi поверхнi Hi вiдповiдає
додатному напрямку проходження межi проєкцiї ∆i, або

di = −S(∆i)

в iншому випадку.
Позначимо

λ = max
1≤i≤n

diamHi
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i розглянемо вiдповiдну iнтегральну суму

σ =

n∑
i=1

f(xi, yi, zi) di.

Якщо iснує скiнченна границя iнтегральних сум σ при λ→ 0, яка не
залежить вiд способу розбиття поверхнi H i вибору набору (Mi)

n
i=1

вiдмiчених точок, то вона називається поверхневим iнтегралом II
роду вiд функцiї f(x, y, z) по поверхнi H i позначається∫∫

H

f(x, y, z) dxdy.

Аналогiчно вводяться такi поверхневi iнтеграли другого роду:∫∫
H

f(x, y, z) dydz i
∫∫
H

f(x, y, z) dzdx.

Якщо на поверхнi H визначенi три функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z)
та R(x, y, z), то загальний вигляд поверхневого iнтеграла другого
роду такий:∫∫

H

P (x, y, z) dydz +Q(x, y, z) dzdx+R(x, y, z) dxdy.

Зведення поверхневих iнтегралiв II роду до поверхневих
iнтегралiв I роду i до подвiйних iнтегралiв

1) Нехай поверхня H з фiксованою стороною поверхнi задається
явним рiвнянням z = g(x, y), (x, y) ∈ D. Тодi∫∫

H

R(x, y, z) dxdy =

∫∫
D

R(x, y, g(x, y)) dxdy,

якщо поверхняH проєктується на поверхнюD, яка лежить на верх-
нiй сторонi площини OXY , i∫∫

H

R(x, y, z) dxdy = −
∫∫
D

R(x, y, g(x, y)) dxdy,

якщо поверхня H проєктується на поверхню D, яка лежить на ни-
жнiй сторонi площини OXY .

2) Нехай двостороння поверхня H задана параметрично рiв-
няннями x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), де (u, v) ∈ D
i функцiї x(u, v), y(u, v) та z(u, v) неперервно диференцiйовнi на
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D. При цьому координати одиничного вектора нормалi −→n =
±(cosα, cosβ, cos γ) до зафiксованої сторони поверхнi обчислюють-
ся за формулами

cosα =
A√

A2 +B2 + C2
, cosβ =

B√
A2 +B2 + C2

,

cos γ =
C√

A2 +B2 + C2
,

де числа A, B та C визначаються згiдно з (7). Тодi

∫∫
H

P dydz+Qdzdx+Rdxdy = ±
∫∫
H

(P cosα+Q cosβ+R cos γ) dS =

= ±
∫∫
D

(PA+QB +RC) dudv.

Обчислити такi поверхневi iнтеграли II роду:

1.
∫∫
H

x dydz + y dzdx + z dxdy, де H – зовнiшня сторона сфери

x2 + y2 + z2 = R2;

2.
∫∫
H

z dxdy, де H – нижня сторона частини конуса z =
√
x2 + y2

при z ≤ 1;

3.
∫∫
H

(x2+y2) dxdy, де H – нижня сторона круга z = 0, x2+y2 ≤ 4;

4.
∫∫
H

(2z− x) dydz+ (x+2z) dzdx+3z dxdy, де H – верхня сторона

трикутника x+ 4y + z = 4, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

5.
∫∫
H

xz dxdy, де H – внутрiшня сторона поверхнi тетраедра

x+ y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

6.
∫∫
H

yz dydz+zx dzdx+xy dxdy, де H – зовнiшня сторона поверхнi

тетраедра x+ y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;
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7.
∫∫
H

y dzdx, де H – зовнiшня сторона сфери x2 + y2 + z2 = R2;

8.
∫∫
H

x2 dydz, де H – внутрiшня сторона сфери x2 + y2 + z2 = 4;

9.
∫∫
H

x2 dydz + z2 dxdy, де H – зовнiшня сторона частини сфери

x2 + y2 + z2 = 1, x ≤ 0, y ≥ 0;

10.
∫∫
H

(x−1)3 dydz, де H – зовнiшня сторона пiвсфери x2+y2+z2 =

2x, z ≤ 0;

11.
∫∫
H

dzdx, де H – внутрiшня сторона елiпсоїда
x2

4
+
y2

9
+
z2

16
= 1;

12.
∫∫
H

x dydz, де H – зовнiшня сторона елiпсоїда
x2

9
+ y2 +

z2

4
= 1;

13.
∫∫
H

z2 dxdy, деH – внутрiшня сторона елiпсоїда x2+
y2

4
+
z2

16
= 1;

14.
∫∫
H

dxdy

z
, де H – зовнiшня сторона елiпсоїда

x2

9
+
y2

4
+ z2 = 1;

15.
∫∫
H

(2x2+y2+z2) dydz, де H – зовнiшня сторона бiчної поверхнi

конуса
√
y2 + z2 ≤ x ≤ 1;

16.
∫∫
H

(y − z) dydz + (z − x) dzdx+ (x− y) dxdy, де H – внутрiшня

сторона бiчної поверхнi конуса
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 1.
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10.8. Формули Стокса i Ґаусса–Остроградського
Формула Стокса
Нехай двостороння гладка поверхня H обмежена кусково глад-

кою замкненою кривою L i на деякiй областi G, що мiстить поверх-
ню H, заданi функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z), неперервнi на
G разом зi всiма своїми частинними похiдними першого порядку.
Тодi ∮

L

P dx+Qdy +Rdz =

=

∫∫
H

(R′
y −Q′

z) dydz + (P ′
z −R′

x) dzdx+ (Q′
x − P ′

y) dxdy,

де сторона поверхнi H узгоджена з напрямком проходження кри-
вої L, тобто з боку одиничного вектора нормалi −→n до поверхнi H
напрямок проходження кривої L додатний.

Ця формула називається формулою Стокса. Вона може бути за-
писана також i в такому виглядi:∮

L

P dx+Qdy +Rdz =

=

∫∫
H

(
(R′

y −Q′
z) cosα+ (P ′

z −R′
x) cosβ + (Q′

x − P ′
y) cos γ

)
dS,

де −→n = (cosα, cosβ, cos γ) – одиничний вектор нормалi до сторони
поверхнi H, узгодженої з напрямком проходження L. Цю формулу
записують у такому символьному виглядi:∮

L

P dx+Qdy +Rdz =

∫∫
H

∣∣∣∣∣∣
cosα cosβ cos γ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ dS.
Формула Ґаусса–Остроградського
Нехай область T обмежена двосторонньою кусково–гладкою по-

верхнею H i на множинi T заданi функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) та
R(x, y, z), якi неперервнi на T разом зi всiма своїми частинними
похiдними першого порядку. Тодi∫∫

H

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫∫∫
T

(P ′
x +Q′

y +R′
z) dxdydz,

де H – зовнiшня сторона поверхнi, що обмежує T .
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Ця формула називається формулою Ґаусса–Остроградського. Во-
на може бути записана також i в такому виглядi:∫∫∫

T

(P ′
x +Q′

y +R′
z) dxdydz =

∫∫
H

(P cosα+Q cosβ +R cos γ) dS,

де −→n = (cosα, cosβ, cos γ) – одиничний вектор нормалi до вiдповiд-
ної сторони поверхнi H.

За допомогою формули Стокса обчислити такi криволiнiйнi iн-
теграли:

1.
∫
L

(x+ z) dx+(x−y) dy+x dz, де L – це елiпс
x2

a2
+
y2

b2
= 1, z = c,

орiєнтований вiд’ємно вiдносно вектора (0, 0, 1);

2.
∫
L

y2 dx + z2 dy + x2 dz, де L – це межа трикутника з вершина-

ми в точках A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) та C(0, 0, 1), орiєнтована додатно
вiдносно вектора (1, 1, 1);

3.
∫
L

(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz, де:

а) L – це коло x2 + y2 + z2 = a2, y =
√
3x, орiєнтоване додатно

вiдносно вектора (1, 0, 0);
б) L – це елiпс x2 + y2 = a2, x + z = a, орiєнтований вiд’ємно

вiдносно вектора (1, 0, 0);

4.
∫
L

y dx − z dy + x dz, де L – це лiнiя x2 + y2 + 2z2 = 2a2, x = y,

орiєнтована додатно вiдносно вектора (1, 0, 0).

За допомогою формули Ґаусса–Остроградського обчислити такi
поверхневi iнтеграли:

5.
∫∫
H

(5x+ y) dydz + z dxdy, якщо:

a) H – зовнiшня сторона повної поверхнi конуса√
x2 + y2 ≤ z ≤ 4;

б) H – внутрiшня сторона поверхнi елiпсоїда
x2

4
+
y2

9
+ z2 = 1;
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в) H – зовнiшня сторона межi тiла 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4;

6.
∫∫
H

(1 + 2x) dydz + (2x+ 3y) dzdx+ (3y + 4z) dxdy, якщо:

a) H – внутрiшня сторона поверхнi пiрамiди
x

a
+
y

b
+
z

c
≤ 1, x ≥ 0,

y ≥ 0, z ≥ 0;

б) H – зовнiшня сторона повної поверхнi цилiндра x2 + y2 ≤ 1,
0 ≤ z ≤ 2;

7.
∫∫
H

x2 dydz + y2 dzdx+ z2 dxdy, якщо:

а) H – внутрiшня сторона поверхнi паралелепiпеда 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c;

б) H – зовнiшня сторона повної поверхнi конуса√
x2 + y2 ≤ z ≤ 3;

8.
∫∫
H

x3 dydz + y3 dzdx+ z3 dxdy, якщо:

a) H – внутрiшня сторона сфери x2 + y2 + z2 = a2;

б) H – зовнiшня сторона поверхнi тетраедра x+ y+ z ≤ a, x ≥ 0,
y ≥ 0, z ≥ 0;

в) H – зовнiшня сторона бiчної поверхнi конуса
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 1;

9.
∫∫
H

x4 dydz + y4 dzdx+ z4 dxdy, якщо:

а) H – зовнiшня сторона сфери x2 + y2 + z2 = R2;

б) H – внутрiшня сторона повної поверхнi пiвкулi
x2 + y2 + z2 ≤ R2, z ≥ 0;

10.
∫∫
H

(x−y+ z) dydz+(y− z+x) dzdx+(z−x+y) dxdy, якщо H –

зовнiшня сторона поверхнi |x+ y − z|+ |y + z − x|+ |z + x− y| = 1.
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