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СТОХАСТИЧНА МОДЕЛЬ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ 
ДИНАМІКОЮ ВИПУСКУ АГРЕГОВАНОЇ ЕКОЛОГО-
ЕКОНОМІЧНОЇ ПРОДУКЦІЇ ПРИ ОБМЕЖЕННІ НА 

МІНІМАЛЬНУ ВЕЛИЧИНУ НЕЗВОРОТНОСТІ 
КАПІТАЛОВКЛАДЕНЬ 

 
 

Анотація: Розроблено стохастичну модель оптимального керування динамікою 
випуску агрегованої еколого-економічної кінцевої продукції у випадку обмеження на 
мінімальну величину незворотності капіталовкладень використовуючи вінерівські й 
пуассонівські процеси. Проведено дослідження запропонованої моделі використовуючи 
достатні умови оптимальності стохастичного типу. Описано структуру оптимальних 
процесів стохастичної моделі оптимального керування динамікою агрегованої еколого-
економічної продукції. Встановлено, що запропонована стохастична модель має 
багатоярусні еколого-економічні режими для вибору пріоритетного оптимального 
режиму. Для оптимальних траєкторій запропонованої стохастичної моделі визначено 
довірчі проміжки за заданою ймовірністю для реальних оптимальних траєкторій. 
Встановлено, що запропонована стохастична модель має два керування (два оптимальні 
еколого-економічні режими), які разом із моментами перемикання керувань є 
детермінованими величинами та не залежать від коефіцієнта при вінерівському процесі в 
стохастичній динаміці руху. 

Ключові слова: стохастична модель, оптимальне керування, динаміка агрегованої 
еколого-економічної продукції, оптимальний процес. 

 
Summary: A stochastic model of optimal control of the production dynamics of 

aggregated ecological and economic final products is constructed in case of limitation of the 
minimum admeasurement of capital investment using Wiener and Poisson processes. The study of 
the proposed model has been carried out using sufficient optimality conditions of stochastic 
type.The structure of optimal processes of stochastic model of optimal control of the dynamics of 
aggregated ecological and economic products has been described.It has been established that the 
proposed stochastic model has layers of ecological and economic modes for selecting the priority 
optimal mode.For the optimal trajectories of the proposed stochastic model, intervalshave been 
determined due to a given probability for the real optimal trajectories. It is established that the 
proposed stochastic model has two controls (two optimal ecological and economic modes), which 
together with the switching controls are deterministic admeasurements and do not depend on the 
coefficient of the Wiener process in stochastic dynamics of motion. 

Keywords: stochastic model, optimal control, dynamics of aggregated ecological and 
economic production, optimal process. 

 
Постановка проблеми. Кризовий стан техніко-екологічних та еколого-

економічних умов функціонування національного господарства змушує 
переглянути передумови забезпечення сталого економічного росту, існує 
необхідність переосмислення та вдосконалення підходів щодо економічного 
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розвитку та впровадження у життя економічних реформ екологічної 
спрямованості.  

Аналізуючи наявну ситуацію приходимо до висновку, що 
функціонуючий економічний механізм щодо розв'язання проблеми 
збереження навколишнього природного середовища є неефективним та 
неспроможним забезпечити екологічно сприятливі умови господарювання, а 
тому її вирішення неможливе без розробки та впровадження програм по 
зменшенню відходів, а також можливості керування процесом виникнення та 
знищення техногенних забруднень.  

Тому одним із актуальних напрямків дослідження сьогодні є 
моделювання оптимальних траєкторій динаміки виробничих еколого-
економічних систем, які і стали предметом дослідження. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Впродовж багатьох десятирічь науковці проводили активну діяльність у 

галузі дослідження еколого-економічних систем, розробили нові методи 
оцінювання корисності від покращення навколишнього середовища, 
обґрунтували переваги та недоліки існуючих та нових екологічних програм, 
побудували вдосконалені моделі розвитку економіки з урахуванням специфіки 
еколого-економічних систем. 

На сьогодні математичне моделювання еколого-економічних систем 
характеризується високим рівнем розвитку. Розроблено та апробовано чимало 
моделей еколого-економічної взаємодії. Усю сукупність моделей еколого-
економічних систем можна розбити на дві групи: моделі статичної еколого-
економічної взаємодії та моделі еколого-економічної динаміки. Динамічні 
еколого-економічні моделі у свою чергу поділяються на три типи: балансові, 
оптимізаційні та імітаційні. Якщо звернутися до історії розвитку балансових 
еколого-економічних моделей, то класичним представником даного типу 
моделей є детермінована динамічна міжгалузева модель Леонтьєва-Форда [1], 
мета якої полягає у визначенні розмірів реального небажаного впливу на 
навколишнє середовище та неконтрольованого економічного зростання, а 
більшість наступних детермінованих моделей, побудованих наприклад 
Х. Дейлі [2], У. Айзаром [3], Р. Айресом [4], Р. Раяцкасом [5], В. Григорківим 
[6], а також багатьма іншими ученими стали у певному сенсі її узагальненням. 

У роботі [7] детерміновану класичну динамічну модель Леонтьєва-
Форда за допомогою вектора рівноважних цін на основну продукцію та 
вектора рівноважних тарифів (вартостей) знищення (утилізації) 
забруднювачів зведено до агрегованої моделі, яка описується одним 
рівнянням. На основі цього рівняння побудовано та досліджено модель 
оптимального керування еколого-економічною динамікою. Дослідження 
моделі здійснювалося за допомогою необхідних умов оптимальності 
(принципу максимуму Понтрягіна).  

Далеко не завжди висновки, зроблені на основі детермінованих моделей, 
у тому числі і детермінованої моделі Лентьєва-Форда, є адекватними, оскільки 
реальні еколого-економічні показники зазвичай є випадковими величинами. 
Урахування цього факту, а також неврахування деяких суттєвих еколого-
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економічних факторів у математичних моделях еколого-економічних систем 
приводить до розгляду випадкових процесів та їх дослідження. Тому 
актуальним як у теоретичному, так і практичному плані є дослідження 
стохастичних динамічних міжгалузевих моделей. Дана робота є логічним 
продовженням результатів [8] на випадок стохастичних моделей Леонтьєва-
Форда. 

Постановка завдання. Розробити стохастичну оптимальну динамічну 
модель міжгалузевої еколого-економічної взаємодії, побудувати її 
агрегований еквівалент за допомогою вінерівських і пуассонівських процесів 
та провести її дослідження. Для дослідження запропонованої оптимальної 
стохастичної еколого-економічної міжгалузевої моделі необхідно використати 
достатні умови оптимальності стохастичного типу. 

Зауважимо, що в роботі [9] наведено економічне обґрунтування 
використання вінерівських процесів у стохастичному моделюванні. Закон 
розподілу ймовірностей для вінерівського процесу невідомий, зате приріст 
вінерівського процесу підпорядкований нормальному (гауссівському) закону 
розподілу [10, с. 7-8], а пуассонівський процес підпорядкований 
пуассонівському закону розподілу [10, с. 7]. Крім того, пуассонівський закон 
розподілу є нормальним законом розподілу при малих ймовірностях (рідкісні 
події). 

Викладення основного матеріалу. Нагадаємо, що детермінова модель 
міжгалузевого еколого-економічного балансу або так звана модель Леонтьєва-
Форда формалізується у вигляді системи [1]: 

 

,𝑥
(()(𝑡) = 𝐴((𝑥(()(𝑡) + 𝐴(#𝑥(#)(𝑡) + 𝐵((𝑥̇(()(𝑡) + 𝐵(#𝑥̇(#)(𝑡) + 𝑦(()(𝑡)
𝑥(#)(𝑡) = 𝐴#(𝑥(()(𝑡) + 𝐴##𝑥(#)(𝑡) − 𝑦(()(𝑡)

 

 
 
де  – змінна часу ; 𝑥(() ∈ ℝ*!– вектор валового (основного) 
виробництва; 𝑥(#) ∈ ℝ*!– вектор знищених забруднювачів;	𝑦(() ∈ ℝ*!– вектор 
кінцевої продукції; 𝑦(#) ∈ ℝ*!– вектор незнищених забруднювачів, тобто 
вектор обсягів забруднення, які у даний час не можуть бути ліквідовані, 

наприклад із-за відсутності ресурсів;  – квадратна матриця 

витрат продукції і на випуск одиниці продукції ;  – прямокутна 

матриця витрат продукції  на знищення одиниці забруднювача ; 

 – прямокутна матриця випуску забруднювача  під час випуску 

одиниці продукції ;  – квадратна матриця випуску 

забруднювача  під час знищення одиниці забруднювача ; 𝑥̇(()(𝑡) =
(𝑥̇(()(𝑡), … , 𝑥̇!

(()(𝑡))′– вектор абсолютних приростів основного виробництва; 
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𝑥̇(#)(𝑡) = (𝑥̇(#)(𝑡), … , 𝑥̇"
(#)(𝑡))′– вектор абсолютних приростів знищення 

забруднювачів;  – квадратна матриця коефіцієнтів 

капіталомісткості приростів основного виробництва (випуску продукції); 

 – прямокутна матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів 

допоміжного виробництва (знищення забруднювачів), ℝ+ – -вимірний 
точковий або векторний простір, ℝ*+– невід’ємний ортант простору ℝ+, « » – 
операція транспонування. 

Елементи наведених матриць , , , , ,  та компоненти 

вектор-функцій , , ,  є невід’ємними за визначенням. 
Формалізуємо стохастичну модель, базуючись на вищенаведених 
співвідношеннях. 

Нехай  – ймовірнісний простір із  – алгеброю , 
, із множиною елементарних подій  та мірою (ймовірністю) ; 

вектор 𝜉(𝑡) ≡ 𝜉(𝑡, 𝜔) ∈ ℝ!  – -вимірний вектор стандартних вінерівських 
процесів: закон розподілу ймовірностей для самих вінерівських процесів 
невідомий, а відомо, що приріст (диференціал ) вінерівського процесу 
підпорядкований нормальному (гауссівському) закону розподілу з нульовим 
математичним сподіванням приросту  та одиничною дисперсією 

приросту вінерівського процесу , ,  [10, с.7-8 ]; 
вектор 𝜂(𝑡) ≡ 𝜂(𝑡, 𝜔) ∈ ℝ!– вектор пуассонівських процесів із математичним 
сподівання , ,  [10, с. 7],  – постійний 
вектор; вектори випадкових процесів  і  – незалежні. 

На ймовірнісному просторі  задані вектори випадкових 

процесів  та , , , які 
задовольняють: 

- диференціальну модель у формі Іто [10] 
 

, 

,     (1) 

, ,  
- стохастичні початкові умови 

, .   (2) 
Модель (1) запишемо в векторно-матричній формі 
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.    (3) 

Тут у 

- матриці  в другому рядку перший  є нульова матриця 

розмірності , а другий нуль – нульова матриця розмірності ; 

- матриці  в першому рядку  – нульова матриця 

розмірності , в другому рядку перший нуль – нульова матриця 
розмірності , а другий нуль – нульова матриця розмірності ; 

- матриці  в першому рядку  – нульова матриця 

розмірності , а в другому рядку перший нуль – нульова матриця 
розмірності , а другий нуль – нульова матриця розмірності ; 

- вектора  – нуль нульовий вектор розмірності ; 

- вектора  – нуль нульовий вектор розмірності . 

Агрегуємо модель (3) цінами з  еколого-економічних продуктів у 
один об’єднаний агрегований економіко-екологічний продукт [8]. 

Нехай  – вектор цін на основну продукцію, а 

 – вектор тарифів (вартостей) знищення одиниць 

забруднювачів. Агрегуючий вектор рядок цін  

помножимо зліва на ліву та праву частини (3), після чого матимемо рівність 

 

.    (4) 

Легко переконатися, що агрегована модель (4) запишеться в формі Іто 
,  (5) 
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де  – агрегована еколого-економічна величина валового 

випуску,  – агрегована величина кінцевої еколого-економічної 

продукції,  – коефіцієнт прямих матеріальних витрат,  – коефіцієнт 

фондомісткості,  – коефіцієнт при вінерівському процесі (  – 

вінерівський процес),  – коефіцієнт при пуассонівському процесі (

 – пуассонівський процес). 

Порівняння рівнянь (4) і (5) дозволяє уточнити умови точного 
агрегування цінами 

, , 

,      (6) 

або 

, ,   (7) 

 – одинична матриця розмірності , 

, ,   (8) 

 – одинична матриця розмірності . 
Аналіз (6), (7), (8) підтверджує, що умова рівності лівих векторів 

Фробеніуса  матриць , , 

,  є умовою точного агрегування цінами моделі (1). 

Відзначимо, що , , ,  – корені Фробеніуса матриць , , , . 
Шукані ліві вектори Фробеніуса , , ,  є власними векторами, що 
відповідають власним значенням , , 𝜆,! = 𝛾 ∈ ℝ, 𝜆," =
𝜇 ∈ ℝ для транспонованих матриць , , , . Таким чином, модель (5) є 
найпростішою агрегованою стохастичною моделлю відтворення суспільного 
продукту з урахуванням процесів знищення (утилізації) забруднення. 

До агрегованого рівняння (5) запишемо стохастичну початкову умову 
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 .      (9) 
За керування візьмемо відносний обсяг виробничого нагромадження 

,     (10) 

із обмеженням 
, .    (11) 

Із урахуванням (10) диференціальна модель (5) набуває вигляду 
, . 

 (12) 
При цьому, повинна виконуватись умова , яка означає 

незворотність капіталовкладень на виробництво агрегованого еколого-
економічного продукту. 

На мінімальну величину незворотності капіталовкладень накладемо 
обмеження 

      (13) 
За критерій мети візьмемо максимізацію середньої інтегральної 

дисконтинованої агрегованої кінцевої продукції  на відрізку часу  

,  (14) 

де  – математичне сподівання, – норма дисконту. 
Визначимо . Для цього використаємо властивості вінерівського 

та пуассонівського процесів 
, .   (15) 

Застосуємо до лівої та правої частини моделі (12) математичне 
сподівання  та використаємо властивості (15), одержимо усереднену 
агреговану модель 

.   (16) 
Підставимо (16) у критерій мети (14), одержимо: 

 

.     (17) 

Із використанням (16) нерівність (13) набуває детермінованого вигляду 
,   (18) 

звідки  
. 

Це означає, що обмеженість на мінімальну величину незворотності 
капіталовкладень рівносильне обмеженню на мінімальну величину 
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агрегованого еколого-економічного валового випуску . Більше того, із 
співвідношення (10) 

 
маємо 

, , 
що обмеженість на мінімальну величину незворотності 

капіталовкладень рівносильна обмеженню на мінімальну величину 
агрегованої кінцевої еколого-економічної продукції . 

Нижче будемо користуватись обмеженням (18). 
Задача (9), (11)-(12), (16)-(18) у математичному плані є задачею 

стохастичного оптимального керування, в якій керуванням виступає 
відносний обсяг виробничого нагромадження , а фазовою траєкторією – 
агрегована величина валового випуску продукції . Для її дослідження 
використаємо стохастичні достатні умови оптимальності [11, с. 117-119, 
с. 162-163]. 

Дослідження стохастичної моделі 
Для дослідження стохастичної задачі (9), (11), (12), (17) використаємо 

стохастичні достатні умови оптимальності, а для врахування обмеження (18) 
метод Лагранжа (зведення задачі умовної оптимізації до задачі безумовної 
оптимізації) у результаті чого отримаємо рівняння Беллмана із крайовою 
умовою: 

- рівняння Беллмана 

 

 

,    (19) 

- крайова умова 
,      (20) 

де  – множник Лагранжа, невідома функція  – неперервно-
диференційована один раз по  та двічі по  на декартовому добутку 

 та яку будемо шукати у вигляді 

 .   (21) 
Тут  – постійна та яка підлягає визначенню. Підставимо (21) у рівняння 

Беллмана (19).  
Запишемо необхідну умову оптимальності функції  за  – рівність 

нулеві частинної похідної першого порядку, отримаємо рівняння, яке буде 
використовуватись у дальнішому для визначення моментів перемикання 
керування 

.  (22) 
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Функція R лінійно залежить від керування u, а тому R найменшого 
значення по u на відрізку  приймає при 

(23) 

Розглянемо випадок – це необхідна умова оптимальності R по u  
,   (24) 

звідки знаходимо постійну l 
.       (25) 

Запишемо рівняння Беллмана (19) із використанням (24) та (25)  
, 

звідки знаходимо оптимізаційну величину  
.    (26) 

Відповідне керування визначаємо із усередненого рівняння руху (16), 
одержимо  

 
та при  керування .  
Але керування  не належить відрізку  , а тому 

магістрального (усередненого) керування не має. 
Тоді співвідношення (23) набуває вигляду 

 

Таким чином, отримали два керування – два еколого-економічні 
режими: 

–  – режим мінімального обсягу виробничого нагромадження 
(режим «min»), 

–  – режим максимального відносного обсягу виробничого 
нагромадження (режим «max»). 

По цим знайденим двом керуванням можна формувати багатоярусні 
режими:  

- двоярусні еколого-економічні режими: «max + min» та «min + 
max»; 

- багатоярусні режими:  
триярусні: «max + min + max» та «min + max + min», 
чотириярусні: «max + min + max + min» та «min + max + min + max», та 

інші. 
Для двоярусних режимів поставимо у відповідність першому режиму 

лівий процес, а другому – правий процес. А для триярусних – першому – лівий 
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процес, другому – серединний процес, а третьому – правий процес. Аналогічно 
для багатоярусних режимів (q>3). 

Наведені багатоярусні еколого-економічні режими призначені для 
побудови багатоярусних оптимальних процесів на заданому часовому 
проміжку , серед яких є можливість вибору пріоритетного (більш 
реалістичного) багатоярусного оптимального режиму. 

А саме, для двоярусних режимів склейки (стики) у моментах 
перемикання керувань лівих процесів із правими процесами дають двоярусні 
оптимальні процеси, а для триярусних – склейки лівих із серединними та 
серединних із правими процесами дають триярусні оптимальні процеси.  

Побудуємо двоярусний оптимальний процес для двоярусного еколого-
економічного режиму «max+min», а для всіх інших двоярусних побудова 
проводиться аналогічно. Спершу побудуємо середній оптимальний процес. 
Перший режим «max» в цьому вибраному двоярусному режимі буде 
відповідати ліве керування  (а праве керування ). Відповідна ліва 
траєкторія визначається із усередненої задачі Коші 

,  
та набуває вигляду: 

 

. 

 (27) 
Оскільки ,  та  є векторам розмірності  (  – кількість 

галузей виробництва,  – кількість забруднювачів), то момент перемикання 
керування  визначається із сумарного рівняння (22) при правому керуванні 

 та середній лівій траєкторії  із (27), тобто із такого рівняння 

 

та після логарифмування лівої та правої частин цього рівняння, 
отримаємо 

 

 (28) 
при виконанні нерівності 

,   (29) 
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, , . 

У випадку не виконання нерівності (29)  момент . 
Слід зауважити, що момент перемикання керування  є детермінованою 

величиною та не залежить від коефіцієнта  при вінерівському процесі в 
стохастичному рівнянні руху (5). 

За знайденим моментом перемикання керувань  визначимо середню 
праву траєкторію  (режим «min», що відповідає керуванню ) із 

усередненої задачі Коші при : 
, , 

розв’язком якої є 

.   (30) 

Із (24) і (26) як склейку в момент  сформуємо середній оптимальний 

процес  

  

Стохастичний оптимальний процес має вигляд 
 

  

де стохастична ліва траєкторія  є розв’язком стохастичної задачі 
Коші при  

 , ,
 (31) 

а стохастична права траєкторія  є розв’язком стохастичної задачі 
Коші при  

 , 
.     (32) 

Стохастичні початкові задачі (31) та (32) можна розв’язати одним із 
чисельних методів [12, 13]. Зауважимо, що стохастичні початкові задачі 
вигляду (27) та (28) звичайними детермінованими методами не інтегруються.  

Таким чином, одержали середній і стохастичний двоярусний 
оптимальний процес для двоярусного  еколого-економічного режиму 
«max + min». Слід зауважити, що при побудові оптимальних процесів для 
триярусних еколого-економічних режимів треба визначати лівий, серединний 
та правий процеси. На стиці цих процесів лівого та серединного треба 
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визначати момент перемикання керувань , а на стиці серединного та правого 
– момент перемикання керувань , які визначаються із сумарного рівняння 
(23) аналогічно як для двоярусних режимів. Ліві, серединні та праві траєкторії 
визначаються із задачі Коші (середньої та стохастичної) при відповідних 
керуваннях ( , ). 

Аналогічна ситуація має місце для багатоярусних режимів  при 
побудові оптимальних процесів. Тільки кількість серединних процесів буде 

, а кількість моментів перемикання керувань .  
Якщо за цикл позначити (вважати) двоярусний режим , 

наприклад, «max + min», то для виконання q циклів треба знати часовий термін 
виконання цього циклу. Для цього треба визначити ще один момент 
перемикання  (крім ). Це можна провести так. Знайдені керування  
та відповідну праву траєкторію  із (30) підставимо в сумарне рівняння (22), 
аналогічно як для визначення , та визначити  (аналогічно із (28) і (29)) 

 

при виконанні нерівності 

 

. 

Тоді часовим терміном виконання циклу «max + min» буде , а 
термін необхідної кількості  циклів складає . Відповідно 

 і терміном горизонта планування буде складати 
. Багатоярусному циклічному режиму буде відповідати 

необхідний багатоярусний оптимальний процес. 
Отже, отримали середні та стохастичні багатоярусні оптимальні 

процеси, серед яких є можливість вибору пріоритетного багатоярусного 
(більш реалістичного) оптимального процесу та в якого багатоярусне 
оптимальне керування є кусково-неперервною функцією, а оптимальні 
траєкторії – неперервні та кусково-диференційовані функції на  у 
вигляді оптимальних еколого-економічних режимів середніх та стохастичних, 
та які призначені для вибору пріоритетного оптимального еколого-
економічного режиму.  

При стохастичному моделюванні необхідно знати довірчі проміжки 
реальних значень оптимальних траєкторій за заданою ймовірністю (довірчим 
рівнем).  
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Нехай проведено обчислювальний експеримент по визначенню 
оптимальної траєкторії та одержано  ансамблів оптимальної траєкторії 

, , . 
Обчислимо вибіркові статистики для нормальної генеральної сукупності 
, ,  [14, с. 213, 15]: 
- вибіркова середня 

, , 

- вибіркова дисперсія 

, . 

Слід зауважити, що вибіркова середня  збігається з середньою 
оптимальною траєкторією . 

Довірчим проміжком для дисперсії нормальної генеральної сукупності 
оптимальної траєкторії за заданою ймовірністю  є 

 – нижня межа,  – верхня межа, , 

де  і  і  – квантилі розподілу Пірсона із 
 ступенем вільності та відповідно довірчим рівнем  і  (таблиця, 

с. 238-239, [14]). 
Тоді довірчим проміжком для реального значення оптимальної 

траєкторії за заданою ймовірністю  є 

 – нижня межа,  – верхня 

межа, , 
де  – квантиль двостороннього розподілу Ст’юдента з 

 ступенями вільності при довірчому рівні  (таблиця, с. 236-237, [14]). 
Таким чином, визначено довірчий проміжок оптимальної траєкторії за 

заданою ймовірністю.  
Зауваження. Вище описана методика справедлива для стохастичної 

моделі, яку отримуємо, провівши перетворення [8] у моделі (5): 
,  – керування. 

Тоді , , оскільки 
. Детермінована модель набуває вигляду: 

    
а стохастична модель є такою: 
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А критерієм мети буде слугувати максимізація середньої інтегральної 

агрегованої кінцевої продукції  за відрізок часу  

 

 

 
із обмеженням на мінімальну величину агрегованої кінцевої продукції 

. 
Модельний приклад. Вхідна інформація 
- вектори 

 ,  
  ,  

 
- матриці , , , , ,  визначено аналогічно роботі 

[8],  

 

 

Тоді матриці 
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Виберемо еколого-економічний режим «max-min». 
Обчислення. Коренями Фробеніуса матриць , ,  та  є  

   лівими векторами Фробеніуса матриць , , 

 та  є   
момент перемикання керувань 2,491958, 

оптимальні керування:   

Таблиця довірчих проміжків реальних значень оптимальних траєкторій 
за довірчим рівнем  та за  ансамблями наведено в таблиці 1. 

 
Таблиця 1 

Довірчі проміжки оптимальних траєкторій 
t x1 x2 x3 x4 x5 x6 

0 60,345 65,009 56,502 68,671 18,286 18,729 

1 65,34 6,366 70,45 6,872 61,13 5,949 74,46 7,268 19,27 1,805 19,75 1,854 

2 70,81 6,731 76,41 7,271 66,20 6,275 80,81 8,173 20,33 1,785 20,86 1,836 

2,492 73,70 6,892 79,55 7,543 68,87 6,394 84,15 7,957 20,89 1,408 21,45 1,498 

3 74,03 6,923 79,92 8,456 69,18 6,467 84,55 8,145 20,96 1,287 21,52 1,295 
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4 74,71 7,283 80,65 8,543 69,81 6,636 85,32 8,243 21,09 1,245 21,65 1,276 

5 75,39 6,388 81,39 6,683 70,44 5,692 86,11 7,692 21,22 1,208 21,79 1,253 

6 76,07 6,567 82,14 6,857 71,07 5,856 86,90 7,873 21,35 1,187 21,93 1,198 

 
Отже, в процесі дослідження знайдено момент перемикання керувань, 

оптимальні керування та оптимальні траєкторії, за допомогою яких визначено 
стохастичний оптимальний процес. 

 
Висновки 
1. Запропонована стохастична модель оптимального керування 

динамікою агрегованої еколого-економічної продукції при обмеженні на 
мінімальну величину незворотності капіталовкладень із використанням 
вінерівських та пуассонівських процесів та проведено її дослідження. 

2. Описана структура оптимальних процесів стохастичної моделі 
оптимального керування динамікою агрегованої еколого-економічної 
продукції. 

3. Встановлено, що запропонована стохастична модель має багатоярусні 
оптимальні еколого-економічні режими для вибору пріоритетного 
оптимального режиму. 

4. Запропонована стохастична модель як система рівнянь образно 
зведена до одного стохастичного рівняння (агрегована модель), для якого 
проведено дослідження. 

5. Для оптимальних траєкторій запропонованої стохастичної моделі 
визначені довірчі проміжки за заданою ймовірністю для реальних 
оптимальних траєкторій. 

6. Встановлено, що запропонована стохастична модель має два 
керування (два оптимальні еколого-економічні режими), які разом із 
моментами перемикання керувань є детермінованими величинами та не 
залежать від коефіцієнта при вінерівському процесі в стохастичній динаміці 
руху. 

7. Встановлено, що між обмеженням на мінімальну величину 
незворотності капіталовкладень і мінімальною величиною агрегованого 
еколого-економічного валового випуску та мінімальною агрегованою еколого-
економічною кінцевою продукцією є залежність, а самі ці поняття є 
рівносильними. 
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