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ПЕРЕДМОВА

”Те, що сьогоднi доведено, колись iснувало тiльки в уявi”

Вiльям Блейк (англiйський поет, художник, гравер)

Навчальний посiбник ”Математичний аналiз: короткий кон-
спект лекцiй та завдання для самостiйних робiт. Частина 2” про-
понується як додаткове джерело навчальної iнформацiї для сту-
дентiв фiзичних та iнженерно-технiчних спецiальностей вузiв, якi
слухають дисциплiну ”Математичний аналiз”, а також для всiх
студентiв яким викладають роздiли вищої математики, у складi
яких є математичний аналiз.

Посiбник мiстить теоретичнi вiдомостi з таких роздiлiв: ди-
ференцiальне числення функцiї багатьох змiнних, iнтегрування
функцiї багатьох змiнних, ряди. Вони є логiчним продовженням
одновимiрного аналiзу, якому присвячена Частина 1, i вiдкрива-
ють ширшi можливостi застосування математичного апарату до
задач фiзики, технiки, економiки.

Теоретичнi основоположнi питання iлюструються детально
розв’язаними прикладами, якi мають на метi закрiпити теорети-
чнi знання та показати сферу їх застосування, сформувати пра-
ктичнi вмiння ров’язування задач.

У посiбнику є пiдбiр рiвноцiнних завдань для самостiйного
розв’язування студентами як тренувальних вправ, i якi можна
пропонувати для варiантiв пiдсумкових контрольних робiт.

Фундаментальнi поняття, якi висвiтлюються в навчальному
посiбнику, почерпнутi з перекладу небайдужих до матема-
тики i України пiд керiвництвом Сергiя Зiнов’єва класи-
чного пiдручника ”Курс диференцiального та iнтеграль-
ного числення” (2022-02-24–2023-06-22), автором якого
є український математик Григорiй Михайлович Фiхтен-
гольц [1].
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РОЗДIЛ I. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ
ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ
Тема 1. Функцiя багатьох змiнних

1. Основнi поняття та означення теорiї функцiй бага-
тьох змiнних

Функцiя однiєї змiнної допомагає у вивченнi явищ природи,
якi враховують один фактор, а звiдси одну змiнну. У багатьох
задачах постає потреба у розглядi функцiй, якi залежать вiд двох

та бiльше змiнних, наприклад, s = v · t, x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 i т.д.

Означення 1.Множину сукупностейm чисел (x1, x2, . . . , xm)

будемо називати m-вимiрним простором.
Сукупнiсть цих чисел визначатиме деяку точку M у m-

вимiрному просторi. Якщоm = 2, то простiр двовимiрний. Якщо,
як вiдомо, ввести прямокутну декартову систему координат, то
точка на площинi буде визначатися двома числами x та y, або
M(x, y). Аналогiчно, числа x1, x2, . . . , xm називатимуться коор-
динатами точки M .
Означення 2. Будемо називати m-вимiрний простiр евклiдо-

вим m-вимiрним простором Em (Rm), якщо для двох довiльних
точок цього простору M 1

(
x1

1, x
1
2, . . . , x

1
m

)
та M 2

(
x2

1, x
2
2, . . . , x

2
m

)
введено поняття вiдстанi мiж двома точками за формулою

ρ
(
M 1,M 2

)
=

√
(x2

1 − x1
1)

2
+ (x2

2 − x1
2)

2
+ . . . + (x2

m − x1
m)2. (1)

Означення 3. Будемо називати m-вимiрною кулею в Em су-
купнiсть точок цього простору, координати яких задовольня-
ють спiввiдношення

ρ (M0,M) ≤ R, (2)

де M0 – центр кулi, M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
, R – радiус кулi, M –

довiльна точка кулi, M (x1, x2, . . . , xm).
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Частинним випадком є простiр R2, тодi√
(x− x0)2 + (y − y0)2 ≤ R, (3)

а отже, маємо круг з центром в точцi M0 (x0, y0) радiуса R.
Куля називається вiдкритою, якщо ρ (M0,M) < R, її назива-

ють околом точки M0, а m-вимiрною сферою в Em будемо нази-
вати сукупнiсть точок M , координати яких задовольняють рiв-
няння

ρ (M0,M) = R. (4)

Розглянемо в Em деяку множинуK. ТочкаM (x1, x2, . . . , xm), яка
належить множинi K, називається внутрiшньою точкою мно-
жини K, якщо вона належить цiй множинi з деяким своїм око-
лом.

Точка M ∈ K буде називатися граничною точкою цiєї множи-
ни, якщо в кожному околi цiєї точки лежать як точки множини
K, так i точки, якi не належать множинi K. Якщо всi точки
множини K є внутрiшнiми, то таку множину називають вiд-
критою, наприклад, на площинi круг без самого кола. Множина,
яка мiстить всi свої граничнi точки називається замкнутою.
Зрозумiло, що є множини, якi є нi вiдкритими, нi замкнутими.
Означення 4. Множина K точок евклiдового простору на-

зивається зв’язною, якщо двi довiльнi точки цiєї множини мо-
жна сполучити неперервною лiнiєю i кожна точка цiєї лiнiї на-
лежить множинi K.

зв’язна не зв’язна

5



Означення 5. Якщо кожнiй точцi M iз множини K ⊂ Em
m-вимiрного евклiдового простору поставити у вiдповiднiсть
деяке дiйсне число u, то кажуть, що задана функцiя багатьох
змiнних: u = f (M), M (x1, x2, . . . , xm) ∈ K ⊂ Em. Множина K
при цьому є областю визначення функцiї.
Приклад 1. Знайти область визначення функцiї

u =
√

4− x2 − y2.

Розв’язання. Запишемо функцiю у виглядi

u =
√

4− (x2 + y2).

Оскiльки функцiя мiстить квадратний корiнь, то во-
на визначена для тих значень x та y, якi за-
довольняють нерiвнiсть 4 −

(
x2 + y2

)
≥ 0 або

x2 + y2 ≤ 4. З геометричної точки зору це
означає, що функцiя визначена в точках, якi
лежать всерединi кола x2 + y2 = 4 та на ньо-
му. Отже, областю визначення функцiї, тоб-
то множиною K, у даному випадку, є круг
радiуса 2 з центром в O(0; 0).

Приклад 2. Знайти область визначення функцiї

z = ln(x− y).

Розв’язання. Оскiльки логарифмiчна функцiя визначена для
аргумента строго бiльшого нуля, тому x − y > 0 або y < x. То-
чки площини XOY , координати яких задовольняють цю нерiв-
нiсть, розмiщенi пiд прямою y = x, але точки самої прямої y = x

розглядатись не можуть (виконується рiвнiсть нулевi аргумента
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логарифма). Вiзьмемо довiльну точку на
однiй з пiвплощин, на якi подiлила пряма
y = x координатну площину. Нехай A(1; 0).
Бачимо, що x = 1, y = 0, a 0 < 1 виконує-
ться правильна нерiвнiсть, тому заштрихує-
мо пiвплощину нижче прямої y = x.

2. Поняття границi функцiї багатьох змiнних
Означення 6. Впорядковану сукупнiсть точок m-вимiрного

простору M1,M2, . . . ,Mn, . . . будемо називати послiдовнiстю в
Em. Послiдовнiсть точок {Mn}∞n=1 m-вимiрного простору нази-
вається збiжною до деякої точки A (a1, a2, . . . , am), якщо для до-
вiльного як завгодно малого ε > 0 знайдеться такий номер N(ε),
що для всiх номерiв, для яких n > N(ε), виконується нерiвнiсть

ρ (Mn, A) < ε.

Записується lim
n→∞

Mn = A або Mn −→
n→∞

A.

Приклад 3. Знайти границю послiдовностi при n→∞

Mn

(
1;

1

n
;

(
1 +

1

n

)n)
.

Розв’язання. Розглянемо lim
n→∞

1 = 1, lim
n→∞

1

n
= 0,

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e, отже, Mn −→

n→∞
A(1; 0; e).

Зауваження 1. Теорiю числових послiдовностей, вивчену ра-
нiше в одномiрному випадку, будемо застосовувати у випадку
точок m-вимiрного простору.

Розглянемо тепер функцiю u = f (M) = f (x1, x2, . . . , xm). Не-
хай вона буде визначена в деякому околi точки A (a1, a2, . . . , am).
Означення 7. Число b називається границею функцiї u =

f (M) i позначається b = lim
M→A

f (M) в процесi M → A, якщо
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для ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε), що для будь-яких точок M таких, що
0 < ρ(M,A) < δ виконується нерiвнiсть

|f (M)− b| < ε. (5)

Рiдше вживається такий запис, який розумiється безпосере-
дньо,

b = lim
x1 → a1
x2 → a2
. . .

xm → am

f (x1, x2, . . . , xm) .

Означення 8. Число b називається границею функцiї f (M)

в процесi M → A, якщо для довiльної послiдовностi {Mn}∞n=1

з областi визначення функцiї f (M), що Mn → A при n → ∞,
вiдповiдна послiдовнiсть значень функцiї f (Mn) −→

n→∞
b (прямує

до b в процесi, коли n→∞).
Зауваження 2. Для границi функцiї багатьох змiнних пра-

вильними є такi ж теореми, як i для границi функцiї однiєї
змiнної.

Нехай lim
M→A

f (M) = b; lim
M→A

g(M) = c, тодi
1) lim

M→A
(f (M)± g(M)) = lim

M→A
f (M)± lim

M→A
g(M) = b± c (гра-

ниця суми дорiвнює сумi границь);
2) lim

M→A
(f (M) · g(M)) = lim

M→A
f (M) · lim

M→A
g(M) = b · c (границя

добутку дорiвнює добутку границь);

3) lim
M→A

(
f (M)

g(M)

)
=

lim
M→A

f (M)

lim
M→A

g(M)
=

b

c
, c 6= 0 (границя частки

дорiвнює частцi границь при c 6= 0).
Приклад 4. Знайти границю

lim
x→ 0
y → 0

x2 + y2√
x2 + y2 + 1− 1

.
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Розв’язання. Покладемо x2 + y2 = t2. При x → 0 i y → 0

бачимо, що t→ 0, тому

lim
x→ 0
y → 0

x2 + y2√
x2 + y2 + 1− 1

= lim
t→0

t2√
t2 + 1− 1

= (∗)

домножимо на
√
t2 + 1 + 1

(∗) = lim
t→0

�
�t2
(√

t2 + 1 + 1
)

�
�t2

= 1 + 1 = 2.

Приклад 5. Знайти границю

lim
x→ 3
y → 0

sinxy

y
.

Розв’язання.

lim
x→ 3
y → 0

sinxy

y
= lim

x→3

(
lim
y→0

x sinxy

xy

)
=

∣∣∣∣limy→0

sinxy

xy
= 1

∣∣∣∣ = lim
x→3

x = 3.

Приклади 4 i 5 є прикладами границь функцiї двох змiнних x
та y. Правильною є теорема.
Теорема (про iснування повторної границi функцiї двох

змiнних). Якщо
1) iснує (скiнченна або нескiнченна) подвiйна границя

A = lim
x→ a
y → b

f (x, y);

2) при довiльному y ∈ Y iснує скiнченна границя за змiнною
x

lim
x→a

f (x, y) = ϕ(y),

тодi iснує повторна границя

lim
y→b

ϕ(y) = lim
y→b

(
lim
x→a

f (x, y)
)

= lim
x→ a
y → b

f (x, y).
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Приклад 6. Для функцiї f (x, y) = x · sin 1

y
вияснити, якi по-

вторнi границi iснують?
Розв’язання. Розглянемо спочатку таку границю lim

y→0
lim
x→0

x ·

sin
1

y
= 0 (рiвнiсть нулевi завдяки добутку нескiнченно малої ве-

личини на обмежену величину). Розглянемо тепер lim
x→0

lim
y→0

x·sin 1

y
.

Така повторна границя не iснує, оскiльки не iснує границя фун-
кцiї однiєї змiнної lim

y→0
sin 1

y .

Зауваження 3. При перестановцi двох граничних переходiв
потрiбно бути дуже обережними, щоб не прийти до неправиль-
них висновкiв.

3. Неперервнiсть функцiї багатьох змiнних
Означення 9. Функцiя u = f (M) називається неперервною в

точцi A, якщо lim
M→A

f (M) = f (A).
З означення випливає, що функцiя має бути визначеною в точцi

A, має iснувати скiнченна границя в деякому околi точки A i
границя функцiї має дорiвнювати значенню функцiї в точцi A
(аналогiчно як i для функцiї однiєї змiнної).
Означення 10. Функцiя u = f (M) називається неперервною

на множинi K, якщо вона є неперервною в кожнiй точцi цiєї
множини.
Властивостi неперервних функцiй багатьох змiнних
Теорема 1 (про збереження знаку неперервної фун-

кцiї). Якщо функцiя u = f (M) є неперервною в точцi A i
f (A) 6= 0, то iснує окiл точки A, в якому функцiя зберiгає знак.

Для функцiї багатьох змiнних виконуються аналоги теорем
Вейєрштрасса.
Теорема 2 (I-ша теорема Вейєрштрасса). Якщо u = f (M)
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неперервна на замкнутiй обмеженiй множинi, то вона є обме-
женою на цiй множинi.
Теорема 3 (II-га теорема Вейєрштрасса). Якщо функцiя

неперервна на замкнутiй обмеженiй множинi K, то на цiй
множинi вона досягає своїх верхньої i нижньої меж (m =

inf
K
f (M); M = sup

K
f (M)).

Введемо поняття складеної функцiї багатьох змiнних.
Нехай x1 = ϕ1 (t1, t2, . . . , tk); x2 = ϕ2 (t1, t2, . . . , tk); . . . ; xm =

ϕm (t1, t2, . . . , tk), якi визначенi на деякiй множинi T з k-вимiрного
евклiдового простору. Припустимо, що областю значень цих фун-
кцiй є деяка множина X ⊂ Em. Будемо вважати, що на X задана
функцiя u = f (x1, x2, . . . , xm), а отже будемо казати, що маємо
складену функцiю багатьох змiнних

u = f (ϕ1 (t1, t2, . . . , tk) , ϕ2 (t1, t2, . . . , tk) , . . . ,

ϕm (t1, t2, . . . , tk)) , (6)

визначену на T . Якщо функцiї ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm неперервнi в деякiй
точцi

(
t01, t

0
2, . . . , t

0
k

)
∈ T , a функцiя f (x1, . . . , xm) неперервна в

точцi
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∈ X , то функцiя u = f (x1, x2, . . . , xm) є

неперервною функцiєю змiнних t1, t2, . . . , tk в точцi
(
t01, t

0
2, . . . , t

0
k

)
.

4. Частиннi похiднi та диференцiйовнiсть функцiї ба-
гатьох змiнних

Нехай M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
– довiльна фiксована точка з обла-

стi визначення функцiї u = f (x1, x2, . . . , xm). Однiй iз змiнних,
наприклад, xk надамо приросту ∆xk, k ∈ {1, 2, . . . ,m} i розгля-
немо границю вiдношення приросту функцiї за аргументом xk до
приросту аргумента ∆xk:

lim
∆xk→0

f
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
k + ∆xk, x

0
k+1, . . . , x

0
m

)
− f

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∆xk

=

11



= lim
∆xk→0

∆xkf

∆xk
. (7)

Якщо скiнченна границя (7) iснує, то називається частин-
ною похiдною першого порядку функцiї u за змiнною xk в точцi

M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
i позначається u′xk (M0),

∂u

∂xk
(M0),

∂u (M0)

∂xk
,

рiдше uxk (M0).
Пам’ятаємо! Частинна похiдна функцiї багатьох змiнних ви-

значається як похiдна функцiї однiєї змiнної за умови, що всi
iншi змiннi є сталими. Тому всi правила та формули для похi-
дної функцiї однiєї змiнної правильнi i для частинних похiдних.
Окремо для функцiї двох змiнних:

z′x (x0, y0) = lim
∆x→0

∆xz

∆x
= lim

∆x→0

z (x0 + ∆x, y0)− z (x0, y0)

∆x
,

z′y (x0, y0) = lim
∆y→0

∆yz

∆y
= lim

∆y→0

z (x0, y0 + ∆y)− z (x0, y0)

∆y
.

Геометрично частинна похiдна z′x функцiї двох змiнних z =

z(x, y) в точцiM0 (x0, y0, z0) дорiвнює тангенсу кута, утвореного
дотичною, проведеною в точцi M0 (x0, y0, z0) до лiнiї перетину
поверхнi z = z(x, y) з площиною y = y0 i додатним напрямком
осi OX.

Аналогiчний геометричний змiст частинної похiдної z′y.
Частиннi похiднi z′x (x0, y0) i z′y (x0, y0) характеризують швид-

кiсть змiни функцiї z = z(x, y) в точцi M0 (x0, y0), причому
z′x (x0, y0) задає швидкiсть змiни функцiї в напрямку прямої y =

y0 (вiдносно x), а z′y (x0, y0) – в напрямку прямої x = x0 (вiдносно
y).
Приклад 7. Знайти частиннi похiднi функцiй 1) z = x3 +

sin
(
x− y2

)
− xy; 2) z = ex

2−5y3.
Розв’язання. 1) z′x =

(
x3 + sin

(
x− y2

)
− xy

)′
x

= 3x2 +

cos
(
x− y2

)
− y; z′y = 0 + cos

(
x− y2

)
· (−2y) − x =

12



−2y cos
(
x− y2

)
− x.

2) z′x =
(
ex

2−5y3
)′
x

= ex
2−5y3

(
x2 − 5y3

)′
x

= ex
2−5y3 · (2x − 0) =

2xex
2−5y3; z′y =

(
ex

2−5y3
)′
y

= ex
2−5y3

(
x2 − 5y3

)′
y

= −15y2ex
2−5y3.

Користувались тим, що при диференцiюваннi по x, змiнна y є
const, a (const)′ = 0 i навпаки.

Повним приростом функцiї u = f (x1, x2, . . . , xm) в то-
чцi M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
, який вiдповiдає приростам аргументiв

∆x1,∆x2, . . . ,∆xm називається рiзниця

∆u = f
(
x0

1 + ∆x1, x
0
2 + ∆x2, . . . , x

0
m + ∆xm

)
− f

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
.

Функцiю u = f (M) називають диференцiйовною в точцi M0,
якщо в околi цiєї точки її повний прирiст можемо подати у ви-
глядi

∆u = A1 ·∆x1 + A2 ·∆x2 + . . . + Am ·∆xm + o(ρ), (8)

де ρ =
√

∆x2
1 + ∆x2

2 + . . . + ∆x2
m – вiдстань мiж точками M0 та

M ; A1, A2, . . . , Am – числа, не залежнi вiд ∆x1, . . . ,∆xm, а o(ρ) –
нескiнченно мала величина вiдносно ρ.

Вираз A1 · ∆x1 + A2 · ∆x2 + . . . + Am · ∆xm – головна лiнiйна
вiдносно ∆x1, . . . ,∆xm частина приросту функцiї ∆u.

Функцiя u(M), диференцiйована в кожнiй точцi деякої множи-
ни, називається диференцiйовною на цiй множинi. Якщо функцiя
u диференцiйовна в деякiй точцi, то вона неперервна в цiй точцi
i має там частиннi похiднi, причому

u′x1
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
= A1; u′x2

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
= A2; . . . ;

u′xm
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
= Am.

Функцiї, у яких всi частиннi похiднi неперервнi, є неперервно
диференцiйовними.
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Якщо функцiя u = u (x1, x2, . . . , xm) диференцiйовна в точцi
M0

(
x0

1, . . . , x
0
m

)
, то головна лiнiйна вiдносно приростiв аргумен-

тiв частина її повного приросту (8) називається повним дифе-
ренцiалом функцiї i позначається символом

du
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
= u′x1

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∆x1+

+u′x2
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∆x2 + . . . + u′xm

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∆xm. (9)

Прирости незалежних змiнних ∆x1,∆x2, . . . ,∆xm називають
диференцiалами незалежних змiнних x1, x2, . . . , xm i познача-
ють вiдповiдно dx1, dx2, . . . , dxm. Тодi диференцiалом I-го порядку
функцiї u = f (x1, x2, . . . , xm) називають спiввiдношення вигляду

du = u′x1dx1 + u′x2dx2 + . . . + u′xmdxm. (10)

Вирази u′x1dx1, u
′
x2
dx2, . . . , u

′
xm
dxm називають частинними дифе-

ренцiалами функцiї u (аналог dy = f ′(x)dx – диференцiал фун-
кцiї y = f (x) однiєї змiнної).

З означення диференцiала функцiї багатьох змiнних випливає,
що при малих ∆x1,∆x2, . . . ,∆xm виконується спiввiдношення

∆u
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
≈ du

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
(11)

i тодi

u
(
x0

1 + ∆x1, x
0
2 + ∆x2, . . . , x

0
m + ∆xm

)
≈ u

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
+

+du
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
.

За останньою формулою знаходять наближенi значення функцiї
багатьох змiнних.
Приклад 8. Знайти повний диференцiал функцiї

z = ln
√
x2 + 3y2.

Розв’язання. Згiдно з (10), знайдемо частинi похiднi

z′x =
∂z

∂x
=
(

ln
√
x2 + 3y2

)′
x

=
1√

x2 + 3y2
·
(√

x2 + 3y2
)′
x

=
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=
1√

x2 + 3y2
· 1

2
√
x2 + 3y2

·
(
x2 + 3y2

)′
x

=
1√

x2 + 3y2
×

× 1

��2
√
x2 + 3y2

· (��2x + 0) =
x

x2 + 3y2
;

z′y =
∂z

∂y
=
(

ln
√
x2 + 3y2

)′
y

=
1√

x2 + 3y2
· 1

2
√
x2 + 3y2

×

×
(
x2 + 3y2

)′
y

=
1

2 (x2 + 3y2)
· (0 + 6y) =

3y

x2 + 3y2
.

Запишемо формулу (10) для z(x, y)

dz =
x

x2 + 3y2
dx +

3y

x2 + 3y2
dy.

5. Диференцiювання функцiй, заданих неявно
Неявна функцiя вiд 2-ох змiнних визначається рiвнянням

F (x, y, z) = 0 (неявна функцiя однiєї змiнної, як було ранiше,
F (x, y) = 0). Якщо F (x, y, z) така, що

1) iснує точка M0(x0, y0, z0), в якiй F (x0, y0, z0) = 0;
2) F ′z(x0, y0, z0) 6= 0;
3) F ′x(x, y, z), F ′y(x, y, z), F ′z(x, y, z) неперервнi в деякому околi

точкиM0(x0, y0, z0), то iснує єдина функцiя z = f (x, y), визначена
i диференцiйовна в деякому околi точкиM ∗

0 (x0, y0), яка задоволь-
няє в цьому околi рiвняння F (x, y, z) = 0 i така, що f (x0, y0) = z0.
При цьому

∂z

∂x
= −F

′
x(x, y, z)

F ′z(x, y, z)
,

∂z

∂y
= −

F ′y(x, y, z)

F ′z(x, y, z)
. (12)

Зауваження. Якщо рiвняння F (x1, x2, . . . , xm, u) = 0 визна-
чає u як деяку функцiю вiд m змiнних, тодi

∂u

∂x1
= −

F ′x1
F ′u

,
∂u

∂x2
= −

F ′x2
F ′u

, . . . ,
∂u

∂xm
= −

F ′xm
F ′u

. (13)
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Приклад 9. Для функцiї z3− 4xz+ y2− 4 = 0 знайти
∂z

∂x
,
∂z

∂y
.

Розв’язання. Маємо F (x, y, z) = z3 − 4xz + y2 − 4. Знайдемо
F ′x = −4z, F ′y = 2y, F ′z = 3z2 − 4x. Згiдно з формулою (12)

∂z

∂x
= −F

′
x

F ′z
= −

(
−4z

3z2 − 4x

)
=

4z

3z2 − 4x
;

∂z

∂y
= −

F ′y
F ′z

=
2y

3z2 − 4x
.

6. Диференцiювання складених функцiй
Нехай u = u (x1, x2, . . . , xm) – диференцiйовна функцiя змiнних

x1, x2, . . . , xm, кожна з яких є, в свою чергу, диференцiйовною
функцiєю вiд змiнної t: x1 = ϕ1(t), x2 = ϕ2(t), . . . , xm = ϕm(t).
Тодi можемо говорити про повну похiдну вiд функцiї u за t

du

dt
=
∂u

∂x1
· dx1

dt
+
∂u

∂x2
· dx2

dt
+ . . . +

∂u

∂xm
· dxm
dt

. (14)

У формулi (14) u′x1, u
′
x2
, . . . , u′xm – частиннi похiднi, а x′1(t), x′2(t),

. . . , x′m(t) – звичайнi похiднi однiєї змiнної t.
Якщо ж x1 = ϕ1(t1, t2, . . . , tk), x2 = ϕ2(t1, t2, . . . , tk), . . . , xm =

ϕm(t1, t2, . . . , tk), то формула (14) набуває вигляду
∂u

∂t1
=
∂u

∂x1
· ∂x1

∂t1
+
∂u

∂x2
· ∂x2

∂t1
+ . . . +

∂u

∂xm
· ∂xm
∂t1

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂u

∂tk
=
∂u

∂x1
· ∂x1

∂tk
+
∂u

∂x2
· ∂x2

∂tk
+ . . . +

∂u

∂xm
· ∂xm
∂tk

.

(15)

Приклад 10. Знайти
du

dt
, якщо u = x2y3z, де x = t2+1; y = tgt;

z = ln t.
Розв’язання. Згiдно з формулою (14), маємо

du

dt
=
∂u

∂x
· dx
dt

+
∂u

∂y
· dy
dt

+
∂u

∂z
· dz
dt

=
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= 2xy3z · 2t + 3x2y2z · 1

cos2 t
+ x2y3 · 1

t
=

= 2
(
t2 + 1

)
tg3t ln t·2t+3

(
t2 + 1

)2 tg2t ln t· 1

cos2 t
+
(
t2 + 1

)2 tg3t·1
t

=

=
(
t2 + 1

)
tg2t

(
4ttgt · ln t +

3
(
t2 + 1

)
ln t

cos2 t
+

tgt
t

+ ttgt

)
.

7. Частиннi похiднi та диференцiал II-го порядку
Частинними похiдними другого порядку функцiї u =

u (x1, x2, . . . , xm) називаються частиннi похiднi вiд її частинних
похiдних I-го порядку. Позначаються вони так:

∂

∂xk

(
∂u

∂xk

)
=
∂2u

∂x2
k

≡ u′′xkxk (x1, x2, . . . , xm) ,

∂

∂xl

(
∂u

∂xk

)
=

∂2u

∂xl∂xk
≡ u′′xlxk (x1, x2, . . . , xm) ,

{k, l} ⊂ {1, 2, . . . ,m}.

(16)

Аналогiчно визначаються i позначаються частиннi похiднi ви-
щого порядку, нiж другий.
Приклад 11. Знайти частиннi похiднi другого порядку фун-

кцiї
z = e2x3−5y6 = e2x3 · e−5y6.

Розв’язання. Знайдемо спочатку частиннi похiднi I-го порядку
за обома змiнними x та y:

z′x =
∂z

∂x
= e2x3−5y6

(
2x3 − 5y6

)′
x

= e2x3−5y6 · 6x2;

z′y =
∂z

∂y
= e2x3−5y6

(
2x3 − 5y6

)′
y

= e2x3−5y6 ·
(
−30y5

)
.

Диференцiюючи повторно, отримаємо

z′′xx =
(

6x2 · e2x3−5y6
)′
x

=
(
6x2
)′
x
· e2x3−5y6 + 6x2 ·

(
e2x3−5y6

)′
x

=
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= 12x · e2x3−5y6 + 6x2 · e2x3−5y6 · 6x2 = e2x3−5y6 ·
(
12x + 36x4

)
;

z′′yy =
(
−30y5 · e2x3−5y6

)′
y

=
(
−30y5

)′
y
·e2x3−5y6+

(
−30y5

)
·
(
e2x3−5y6

)′
y

=

= −150y4 · e2x3−5y6 +
(
−30y5

)
· e2x3−5y6 ·

(
−30y5

)
=

= e2x3−5y6 ·
(
900y10 − 150y4

)
;

z′′xy = (z′x)
′
y =

(
6x2 · e2x3−5y6

)′
y

= 6x2 ·
(
e2x3−5y6

)′
y

=

= 6x2 · e2x3−5y6 ·
(
−30y5

)
= −180x2y5 · e2x3−5y6;

z′′yx =
(
z′y
)′
x

=
(
−30y5 · e2x3−5y6

)′
x

= −30y5 ·
(
e2x3−5y6

)′
x

=

= −30y5 · e2x3−5y6 · 6x2 = −180x2y5 · e2x3−5y6.

Бачимо, що z′′xy = z′′yx (мiшанi похiднi рiвнi).
Приклад 12. Показати, що функцiя u(x, t) = Ae−λ

2a2t sinλx

задовольняє рiвняння теплопровiдностi u′t = a2u′′xx, де A, λ, a –
сталi з певним фiзичним змiстом.

Розв’язання. Знайдемо частиннi похiднi

u′t =
(
Ae−λ

2a2t sinλx
)′
t

= A sinλxe−λ
2a2t ·

(
−λ2a2t

)′
t

=

= −λ2a2Ae−λ
2a2t sinλx;

u′x =
(
Ae−λ

2a2t sinλx
)′
x

= Ae−λ
2a2t cosλx · (λx)′x =

= λAe−λ
2a2t cosλx;

u′′xx =
(
λAe−λ

2a2t cosλx
)′
x

= −λ2Ae−λ
2a2t sinλx.

Тодi, пiдставивши їх у дане рiвняння, одержимо

a2u′′xx = a2
(
−λ2Ae−λ

2a2t sinλx
)

= −λ2a2Ae−λ
2a2t sinλx = u′t,

тобто u є розв’язком рiвняння.
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Введемо поняття диференцiала II-го порядку в точцi M0 для
функцiї u = f (x, y), диференцiйовної в деякому околi точки M0

i двiчi неперервно диференцiйовної в точцi M0. За цих умов у
кожнiй точцi вказаного околу iснує перший диференцiал du, який
записується формулою

du(x, y, dx, dy) = du =
∂u

∂x
dx +

∂u

∂y
dy.

Диференцiалом II-го порядку функцiї u = f (x, y) є вираз

d2u =
∂2u

∂x2
(dx)2 + 2

∂2u

∂x∂y
dxdy +

∂2u

∂y2
(dy)2,

а в точцi M0

d2u (M0) = u′′xx (M0) (dx)2 + 2u′′xy (M0) dxdy + u′′yy (M0) (dy)2. (17)

Для скорочення запису II-го i наступних диференцiалiв фун-

кцiї двох змiнних використовують символ d· = ∂·
∂x
dx+

∂·
∂y
dy, a за

допомогою нього можемо записати

d2u =

(
∂·
∂x
dx +

∂·
∂y
dy

)2

u;

d3u =

(
∂·
∂x
dx +

∂·
∂y
dy

)3

u;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dnu =

(
∂·
∂x
dx +

∂·
∂y
dy

)n
u.

(18)

Зокрема, наприклад, для u = f (x, y) можемо розписати

d3u =
∂3u

∂x3
(dx)3 + 3

∂3u

∂x2∂y
(dx)2dy + 3

∂3u

∂x∂y2
dx(dy)2+

+
∂3u

∂y3
(dy)3. (19)
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Запис (dx)3 ≡ dx3.
Зауваження. Використовується формула пiднесення суми

до натурального степеня (бiном Ньютона).
Якщо ж u = f (x1, x2, . . . , xm), то

d2u =

(
∂·
∂x1

dx1 +
∂·
∂x2

dx2 + . . . +
∂·
∂xm

dxm

)2

u. (20)

Приклад 13. Знайти диференцiали до 3-го порядку для

z = x3 − 5x2y + ln y.

Розв’язання. Бачимо, z = z(x, y), m = 2. Знайдемо

∂z

∂x
=
(
x3 − 5x2y + ln y

)′
x

= 3x2 − 10xy;

∂z

∂y
=
(
x3 − 5x2y + ln y

)′
y

= 0− 5x2 +
1

y
.

Отже, dz =
(
3x2 − 10xy

)
dx +

(
1

y
− 5x2

)
dy.

Перший диференцiал знайдено.
Знайдемо диференцiал II-го порядку

z′′xx =
(
3x2 − 10xy

)′
x

= 6x− 10y;

z′′yy =

(
1

y
− 5x2

)′
y

= − 1

y2
+ 0 = − 1

y2
;

z′′xy =
(
3x2 − 10xy

)′
y

= −10x;

z′′yx =

(
1

y
− 5x2

)′
x

= −10x.

Отже, d2z(x, y) = (6x − 10y)dx2 − 2 · 10xdxdy +

(
− 1

y2

)
dy2 =

(6x− 10y)dx2 − 20xdxdy − 1

y2
dy2.

20



Знайдемо частиннi похiднi 3-го порядку

z′′′xxx = (6x− 10y)′x = 6;

z′′yyy =

(
− 1

y2

)′
y

=
2

y3
;

z′′′x2y = (z′′xx)
′
y = (6x− 10y)′y = −10;

z′′′y2x =
(
z′′yy
)′
x

=

(
− 1

y2

)′
x

= 0.

Згiдно з формулою (19) d3z = 6dx3 − 30dx2dy +
2

y3
dy3.
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Тема 2. Екстремуми функцiї багатьох змiнних

1. Поняття локального мiнiмуму i максимуму функцiї
багатьох змiнних. Необхiдна умова екстремуму. Поняття
стацiонарної точки. Достатнi умови екстремуму функцiї
багатьох змiнних

Нехай u = f (x1, x2, . . . , xm) визначена на деякiй множинi D i
M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
– точка цiєї множини.

Точку M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
називають точкою локального ма-

ксимуму (мiнiмуму) функцiї u = f (x1, x2, . . . , xm), якщо iснує
такий окiл точки M0 ∈ D, що для всiх точок M з цього око-
лу, вiдмiнних вiд M0, виконується нерiвнiсть f (M0) > f (M)

(f (M0) < f (M)). При цьому кажуть, що в точцi M0 досягає-
ться локальний максимум (мiнiмум) i записують fmax = f (M0)

(fmin = f (M0)).
Точки локального мiнiмуму i максимуму називають точками

локального екстремуму i кажуть, що в точцi досягається екстре-
мум. Необхiдною умовою локального екстремуму (extr) є умова:
якщо f (x1, . . . , xm) досягає локального екстремуму в точцi M0,
то її частиннi похiднi в цiй точцi дорiвнюють нулевi, тобто

∂f

∂xk
(M0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, (21)

або хоча б одна з них не iснує.
Точки, у яких частиннi похiднi функцiї перетворюються в

нуль, називаються стацiонарними точками.
Сформулюємо достатнi умови екстремуму функцiї багатьох

змiнних. Нехай M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
– стацiонарна точка функцiї

u = f (M), яка має в околi точки M0 неперервнi частиннi похiднi
другого порядку. Тодi

1) Якщо d2u (M0, dx1, . . . , dxm) як функцiя вiд
dx1, dx2, . . . , dxm має сталий знак при довiльних dx1, . . . , dxm,
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що одночасно 6= 0, то функцiя u = f (M) має в точцi M0 ма-
ксимум, якщо d2u (M0, dx1, dx2, . . . , dxm) < 0 i мiнiмум при
d2u (M0, dx1, dx2, . . . , dxm) > 0.

2) Якщо d2u (M0, dx1, dx2, . . . , dxm) є знакозмiнною функцiєю
вiд dx1, dx2, . . . , dxm, тобто набуває як додатних так i вiд’ємних
значень, то M0 не є точкою екстремуму f (M).

3) Якщо d2u (M0, dx1, dx2, . . . , dxm) ≥ 0 або
d2u (M0, dx1, dx2, . . . , dxm) ≤ 0, причому iснують такi
dx1, dx2, . . . , dxm, якi 6= 0 одночасно, для яких значення
d2u (M0, dx1, dx2, . . . , dxm) = 0, то u = f (M) може мати, а
може не мати екстремуму в точцi M0. Кажуть, що виконує-
ться необхiдна умова екстремуму в термiнах диференцiала II-го
порядку.

Розглянемо випадок функцiї двох змiнних. Нехай M0 (x0, y0)

– стацiонарна точка функцiї u = f (x, y), тобто
∂u

∂x
(M0) = 0

i
∂u

∂y
(M0) = 0, а вiдповiднi другi похiднi A =

∂2f

∂x2
(M0), B =

∂2f

∂x∂y
(M0), C =

∂2f

∂y2
(M0). Утворимо визначник з цих значень

∆ =

∣∣∣∣ A B

B C

∣∣∣∣ = AC −B2. (22)

Тодi якщо
I) ∆ > 0, причому A > 0, то M0 є точкою мiнiмуму;
II) ∆ > 0, причому A < 0, то M0 є точкою максимуму;
III) ∆ = 0 – виконується необхiдна умова (може бути або не

бути);
IV) ∆ < 0, то в точцi M0 екстремуму немає.
Приклад 1. Знайти екстремум функцiї z = x3 + 3xy2− 15x−

12y.
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Розв’язання. Знайдемо

z′x =
(
x3 + 3xy2 − 15x− 12y

)′
x

= 3x2 + 3y2 − 15;

z′y =
(
x3 + 3xy2 − 15x− 12y

)′
y

= 6xy − 12.

Прирiвнявши до нуля z′x та z′y i розв’язавши систему рiвнянь{
3x2 + 3y2 − 15 = 0,

6xy − 12 = 0,
знайдемо точки можливого екстремуму (з

необхiдної умови):

{
x2 + y2 = 5

xy = 2
⇒


x =

2

y
4

y2
+ y2 = 5

⇒

 x =
2

y
y4 − 5y2 + 4 = 0

⇒

 x =
2

y
y2 = 4

i

 x =
2

y
y2 = 1

Остання система має такi розв’язки{
x1 = 1,

y1 = 2;

{
x2 = −1,

y2 = −2;

{
x3 = 2,

y3 = 1;

{
x4 = −2,

y4 = −1.

Отже, маємо 4 точки, пiдозрiлi на екстремум: M1(1; 2),
M2(−1;−2), M3(2; 1), M4(−2;−1). Знайдемо тепер другi похiднi

z′′xx =
∂2z

∂x2
=
(
3x2 + 3y2 − 15

)′
x

= 6x + 0− 0 = 6x;

z′′yy =
∂2z

∂y2
= (6xy − 12)′y = 6x− 0 = 6x;

z′′xy =
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= (6xy − 12)′x = 6y − 0 = 6y.

Знайдемо значення A, B, C для кожної точки
1) z′′xx (M1) = z′′xx(1; 2) = 6 · 1 = 6 = A;
z′′yy (M1) = z′′yy(1; 2) = 6 · 1 = 6 = C;
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z′′xy (M1) = z′′xy(1; 2) = 6 · 2 = 12 = B.

Утворимо величину ∆ = AC−B2 =

∣∣∣∣ 6 12

12 6

∣∣∣∣ < 0. Згiдно з IV)

екстремуму немає в M1(1; 2).
2) z′′xx (M2) = z′′xx(−1;−2) = −6 = A;
z′′yy (M2) = z′′yy(−1;−2) = −6 = C;
z′′xy (M2) = z′′xy(−1;−2) = 6y = −12 = B.
∆ = AC−B2 = (−6)·(−6)−(−12)2 < 0. Згiдно з IV) екстремуму

немає в M2(−1;−2).
3) z′′xx (M3) = z′′xx(2; 1) = 6 · 2 = 12 = A;
z′′yy (M3) = z′′yy(2; 1) = 6 · 2 = 12 = C;
z′′xy (M3) = z′′xy(2; 1) = 6 · 1 = 6 = B.

∆ = AC − B2 =

∣∣∣∣ 12 6

6 12

∣∣∣∣ = 144− 36 > 0, причому A = 12 > 0

⇒ в точцi M3(2; 1) згiдно з I) досягається локальний мiнiмум.
4) z′′xx (M4) = z′′xx(−2;−1) = 6 · (−2) = −12 = A;
z′′yy (M4) = z′′yy(−2;−1) = 6 · (−2) = −12 = C;
z′′xy (M4) = z′′xy(−2;−1) = 6 · (−1) = −6 = B.

Розглянемо ∆ = AC − B2 =

∣∣∣∣ −12 −6

−6 −12

∣∣∣∣ = 144 − 36 > 0, але

A = −120. Згiдно з II) в точцiM4(−2;−1) досягається локальний
максимум.

Знайдемо zmin = z (M3) = −28, zmax = z (M4) = 28.

2. Умовний екстремум з обмеженнями, заданими рiв-
ностями

Нехай потрiбно знайти локальний екстремум функцiї

u = f (x1, x2, . . . , xm) (23)
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за умов, що змiннi x1, x2, . . . , xm задовольняють рiвняння
ϕ1 (x1, x2, . . . , xm) = 0,

ϕ2 (x1, x2, . . . , xm) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕk (x1, x2, . . . , xm) = 0, k < m.

(24)

Задача (23), (24) на умовний екстремум зводиться до дослiд-
ження на екстремум безумовний нової функцiї – функцiї Лагран-
жа, яка утворюється так

L (x1, x2, . . . , xm;λ1, λ2, . . . , λk) = f (x1, x2, . . . , xm) +

+λ1ϕ1 (x1, . . . , xm) + λ2ϕ2 (x1, . . . , xm) + . . .+

+λkϕk (x1, . . . , xm) , (25)
де λ1, λ2, . . . , λk – невiдомi множники Лагранжа, крiм того, λi ∈
R, i = 1, 2, . . . , k.

Будемо дослiджувати функцiю L згiдно з описаним ранiше.
Бачимо, що L залежить вiд x1, x2, . . . , xm; λ1, λ2, . . . , λk – вiдm+k

невiдомих. Випишемо необхiдну умову, вона має вигляд
∂L
∂xl

= 0, l = 1, 2, . . . ,m;

∂L
∂λj

= 0, i = 1, 2, . . . , k.
(26)

Система (26) мiститьm+k рiвнянь таm+k невiдомих. Розв’я-
завши її, знайдемо набiр чисел x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m; λ0

1, λ
0
2, . . . , λ

0
k, де

x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m – координати точки, в якiй можливий умовний екс-

тремум.
Перевiрити виконання достатнiх умов означає визначити знак

другого диференцiала функцiї Лагранжа d2L
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m;

λ0
1, λ

0
2, . . . , λ

0
k; dx1, dx2, . . . , dxm

)
для кожного отриманого розв’яз-

ку системи (26) за умови, що dx1, dx2, . . . , dxm задовольняють
рiвняння
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

∂ϕ1

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∂x1

dx1 +
∂ϕ1

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∂x2

dx2 + . . .+

+
∂ϕ1

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∂xm

dxm = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕk

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∂x1

dx1 +
∂ϕk

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∂x2

dx2 + . . .+

+
∂ϕk

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
∂xm

dxm = 0

(27)
при dx2

1 + dx2
2 + . . . + dx2

m 6= 0 (dx1, dx2, . . . , dxm одночасно не
перетворюються в нуль).
Висновок. Функцiя f (x1, x2, . . . , xm) має умовний макси-

мум в точцi M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
, якщо для довiльних значень

dx1, dx2, . . . , dxm, якi задовольняють умови (27) i одночасно
6= 0, виконується нерiвнiсть d2L

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m;λ0

1, λ
0
2, . . . , λ

0
k;

dx1, dx2, . . . , dxm) < 0 i умовний мiнiмум, якщо за цих умов
d2L

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m;λ0

1, λ
0
2, . . . , λ

0
k; dx1, dx2, . . . , dxm

)
> 0.

Зауваження. У випадку функцiї двох змiнних z = f (x, y) з
рiвнянням ϕ(x, y) = 0 функцiя Лагранжа має вигляд

L(x, y, λ) = f (x, y) + λϕ(x, y). (28)

Система для знаходження стацiонарної точки мiстить три рiв-
няння: 

L′x = 0,

L′y = 0,

L′λ ≡ ϕ(x, y) = 0.

(29)

Нехай вдалося розв’язати систему (29) i знайдено стацiонарну
точку M0 (x0, y0, λ0) для функцiї L та
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∆ ≡ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
∂ϕ

∂x
(M0)

∂ϕ

∂y
(M0)

∂ϕ

∂x
(M0)

∂2L
∂x2

(M0)
∂2L
∂x∂y

(M0)

∂ϕ

∂y
(M0)

∂2L
∂x∂y

(M0)
∂2L
∂y2

(M0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Якщо ∆ < 0, то z = f (x, y) досягає в точцiM ∗
0 (x0, y0) умовний

максимум, якщо ∆ > 0 – умовний мiнiмум.
Приклад 2. Знайти екстремум функцiї z = 2x + y за умови

x2 + y2 = 1.
Розв’язання. Утворимо функцiю Лагранжа

L (x, y, λ0) = 2x + y + λ
(
x2 + y2 − 1

)
.

Випишемо систему вигляду (29) для знаходження стацiонарної
точки 

∂L
∂x

= 2 + 2λx = 0,

∂L
∂y

= 1 + 2λy = 0,

x2 + y2 = 1.

(30)

Виразимо з першого рiвняння x, а з другого y через λ: x = −1

λ
,

y = − 1

2λ
. Пiдставимо їх у третє рiвняння системи(

−1

λ

)2

+

(
− 1

2λ

)2

= 1 ⇒ 1

λ2
+

1

4λ2
= 1 ⇒ 4 + 1

4λ2
= 1 ⇒

4λ2 = 5⇒ λ2 =
5

4
⇒ λ1,2 = ±

√
5

2
.

Знайдемо тепер при λ0
1 =

√
5

2
значення x0

1 = − 2√
5
, y0

1 = − 1√
5
, a
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при λ0
2 = −

√
5

2
будемо мати x0

2 =
2√
5
, y0

2 =
1√
5
. Отже, маємо двi

стацiонарнi точки M 1
0

(
− 2√

5
;− 1√

5
;

√
5

2

)
i M 2

0

(
2√
5

;
1√
5

;−
√

5

2

)
.

Знайдемо тепер
∂2L
∂x2

= 2λ;
∂2L
∂y2

= 2λ;
∂2L
∂x∂y

= 0 i випишемо

другий диференцiал для функцiї Лагранжа L

d2L = 2λdx2 + 2λdy2 = 2λ
(
dx2 + dy2

)
.

Бачимо, що знак d2L залежить вiд знака λ:

d2L
(
M 1

0

)
= 2 · 2√

5

(
dx2 + dy2

)
> 0.

Отже, у точцi M 1
0 досягається мiнiмум. У точцi M 2

0 маємо

d2L
(
M 2

0

)
= −2 · 2√

5

(
dx2 + dy2

)
< 0.

З цього випливає, що в точцi M 2
0 досягається максимум.

Отже,

zmin = 2 ·
(
− 2√

5

)
− 1√

5
= − 5√

5
= −
√

5;

zmax = 2 · 2√
5

+
1√
5

=
5√
5

=
√

5.

Проведемо дослiдження по-iншому.

Нехай обмеження x2 + y2− 1 = ϕ(x, y), тодi
∂ϕ

∂x
= 2x;

∂ϕ

∂y
= 2y.

Для точки M 1
0

(
− 2√

5
;− 1√

5
;

√
5

2

)
маємо

∂ϕ
(
M 1

0

)
∂x

= − 4√
5

;
∂ϕ
(
M 1

0

)
∂y

= − 2√
5

;
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∂2L
(
M 1

0

)
∂x2

=
√

5;
∂2L

(
M 1

0

)
∂x∂y

= 0;
∂2L

(
M 1

0

)
∂y2

=
√

5;

∆ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 − 4√
5
− 2√

5

− 4√
5

√
5 0

− 2√
5

0
√

5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

20
√

5

5
> 0.

Отже, функцiя Лагранжа L досягає мiнiмуму в точцi

M 1
0

(
− 2√

5
;− 1√

5
;

√
5

2

)
.

Аналогiчно для точки M 2
0

(
2√
5

;
1√
5

;−
√

5

2

)

∆ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
4√
5

2√
5

4√
5
−
√

5 0

2√
5

0 −
√

5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −20

√
5

5
< 0,

а отже, точка M 2
0

(
2√
5

;
1√
5

;−
√

5

2

)
є точкою максимуму функцiї

Лагранжа.

Тодi точки M 1∗
0

(
− 2√

5
;− 1√

5

)
та M 2∗

0

(
2√
5

;
1√
5

)
є точками

умовного мiнiмуму та максимуму функцiї z.
Приклад 3. Знайти екстремум функцiї f = x1 · x2 + x2 · x3,

якщо {
x1 + x2 = 2,

x2 + x3 = 2.

Розв’язання. З умов зв’язку, якi заданi рiвностями, зручно ви-
разити x1 та x3 через x2: x1 = 2 − x2; x3 = 2 − x2. Пiдставимо у
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функцiю f i отримаємо

f̄ = (2− x2)·x2+x2·(2− x2) = 2x2−x2
2+2x2−x2

2 = 4x2−2x2
2 → extr.

Дослiдимо f̄ на безумовний extr як функцiю однiєї змiнної x2

f̄ ′ (x2) = −4x2 + 4 = 0 ⇒ x2 = 1.

Знайдемо f̄ ′′ (x2) = −4 < 0, з чого випливає, що в точцi x2 = 1

функцiя f̄ (x2) досягає максимуму.
Повернемось до f . Знайдемо x1 = 2− 1 = 1; x3 = 2− 1 = 1.
Отже, точка M0(1; 1; 1) є точкою умовного максимуму функцiї

f . Її максимальне значення fmax = 1 + 1 = 2.
Використаний метод називається методом виключення змiн-

них.
Приклад 4. Знайти найбiльше i найменше
значення функцiї z = x3 +y3− 3xy в областi
D =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2;−1 ≤ y ≤ 2

}
.

Розглядається задача на екстремум у за-
мкнутiй областi.

Розв’язання. 1) Знайдемо спочатку
∂z

∂x
i
∂z

∂y
та стацiонарнi то-

чки
∂z

∂x
= 3x2 − 3y = 0

∂z

∂y
= 3y2 − 3x = 0

⇒
{
y = x2

x4 − x = 0
⇒
{
y = x2

x
(
x3 − 1

)
= 0

⇒

{
x1 = 0

y1 = 0
або

{
x2 = 1

y2 = 1

Тому є двi стацiонарнi точки O(0; 0) та M(1; 1), у яких z(O) = 0;
z(M) = −1.

2) Знайдемо найбiльше i найменше значення функцiї на межi
областi D.
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При x = 0 отримаємо z = y3, яка є зростаючою при y ∈ [−1; 2],
а тому достатньо знайти її значення на кiнцях y = −1 та y = 2.
Маємо z(−1) = (−1)3 = −1; z(2) = 23 = 8.

При x = 2 маємо функцiю z = y3−6y+8. Знайдемо її найбiльше
i найменше значення при y ∈ [−1; 2]. Для цього знайдемо z′ =

3y2−6. Бачимо, що 3y2−6 = 0 або y2 = 2; y = ±
√

2. Значення y1 =

−
√

2 /∈ [−1; 2]. Тому будемо розглядати тiльки y2 =
√

2. Знайдемо
z
(√

2
)

= 8 − 4
√

2. Обчислимо значення на кiнцях z(−1) = 13;
z(2) = 4.

При y = −1 маємо функцiю z = x3 + 3x− 1, x ∈ [0, 2]. Для z′ =

3x2 + 3, крiм того, рiвняння x2 = −1 не має дiйсних розв’язкiв,
тому z′ > 0, а отже, функцiя всюди зростає. Знайдемо значення
на кiнцях: z(0) = −1; z(2) = 13.

При y = 2 маємо z = x3 − 6x + 8, x ∈ [0, 2]. Її похiдна z′ =

3x2 − 6, а в точках x = ±
√

2 перетворюється в нуль. Бачимо, що
−
√

2 /∈ [0; 2]. Тому введемо в розгляд тiльки x =
√

2. Обчислимо
z
(√

2
)

= 8− 4
√

2, а на кiнцях z(0) = 8; z(2) = 4.
Висновок: найбiльшого значення функцiя досягає в точцi

A(2;−1) i zнайб. = z(2;−1) = 13, а найменше в точцi M(1; 1) i
C(0;−1), zнайм. = z(1; 1) = z(0;−1) = −1.
Висновок. При дослiдженнi функцiї багатьох змiнних на най-

бiльше та найменше значення на деякi замкнутiй множинi можна
дотримуватись такого алгоритму:

1) знайти область визначення функцiї або врахувати обмеже-
ння на змiннi в задачi;

2) знайти внутрiшнi стацiонарнi точки;
3) дослiдити функцiю на межi областi, розв’язуючи задачу на

екстремум для меншої кiлькостi змiнних;
4) знайти значення функцiї в усiх отриманих випадках та по-

рiвняти їх. Найбiльше серед них буде найбiльшим значенням фун-
кцiї, а найменше – найменшим значенням функцiї на заданiй за-
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мкнутiй множинi.

3. Похiдна за напрямком. Градiєнт
У m-вимiрному просторi напрям задається m-компонентним

вектором

~l = cosα1 ·~i1 + cosα2 ·~i2 + . . . + cosαm ·~im, (31)

де cosα1, cosα2, . . . , cosαm – напрямнi косинуси цього векто-

ра

(
m∑
k=1

cos2 αk = 1

)
, a ~i1, ~i2, . . . , ~im – орти осей координат(∣∣∣~ik∣∣∣ = 1

)
.

Нехай u = u (x1, x2, . . . , xm) визначена в околi точки
M0

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
. Розглянемо її прирiст в точцi M0 за напрям-

ком вектора ~l: ∆~lu (M0) = u(M)− u (M0), де ~l i
−−−→
M0M колiнеарнi.

Приростом незалежної змiнної за напрямком вектора ~l на-
звемо число

∆M =

{
|M0M | ,

−−−→
M0M = a~l, a > 0,

− |M0M | ,
−−−→
M0M = a~l, a < 0.

Похiдною функцiї u в точцi M0 за напрямком ~l називається
число

∂u (M0)

∂~l
≡ lim

M→M0

∆~lu (M0)

∆M
. (32)

Зауважимо, що якщо вектор ~l збiгається з напрямком якоїсь з
координатних осей, то похiдна за напрямком збiгається з вiдпо-
вiдною частинною похiдною функцiї в точцi.

Для функцiї двох змiнних z = f (x, y), якщо ~l =~i, то
∂f (M0)

∂~l
=

∂u (M0)

∂x
, a якщо ~l = ~j, то

∂u (M0)

∂~l
=
∂u (M0)

∂y
.
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Похiдна за напрямком
∂u (M0)

∂~l
характеризує змiну функцiї у

напрямку вектора ~l. У цьому полягає механiчний змiст похiдної
за напрямком.

Якщо ж поверхню z = f (x, y) перетнути площиною, що прохо-
дить через M0 паралельно до осi OZ i вектора ~l, то в результа-
тi дiстанемо криву, кутовий коефiцiєнт дотичної до якої в точцi

(x0, y0, f (x0, y0)) дорiвнює
∂u (M0)

∂~l
. У цьому геометричний змiст

похiдної за напрямком.
Якщо функцiя u диференцiйовна в точцiM0, то для довiльного

напрямку ~l = cosα1 ·~i1 + cosα2 ·~i2 + . . .+ cosαm ·~im iснує похiдна

за напрямком
∂u (M0)

∂~l
i є правильною рiвнiсть

∂u (M0)

∂~l
=
∂u (M0)

∂x1
cosα1 +

∂u (M0)

∂x2
cosα2 + . . . +

∂u (M0)

∂xm
cosαm.

(33)

Вектор з координатами
(
∂u (M0)

∂x1
,
∂u (M0)

∂x2
, . . . ,

∂u (M0)

∂xm

)
на-

зивається градiєнтом функцiї i характеризує напрямок її най-
швидшого зростання.

Вiн позначається символом
−−→
gradu i дорiвнює

−−→
gradu (M0) =

∂u (M0)

∂x1

~i1 +
∂u (M0)

∂x2

~i2 + . . . +
∂u (M0)

∂xm
~im =

=

(
∂u (M0)

∂x1
,
∂u (M0)

∂x2
, . . . ,

∂u (M0)

∂xm

)
. (34)

З рiвностi (33) випливає, що похiдна за напрямом ~l в точцi M0

дорiвнює скалярному добутку векторiв
−−→
gradu в точцi M0 та ~l

∂u (M0)

∂~l
=
(−−→
gradu (M0) ·~l

)
. (35)
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Приклад 5. Знайти похiдну функцiї z = 2x2 − 3y2 в точцi
M0(1; 0) у напрямку, який утворює з вiссю Ox кут

2

3
π.

Розв’язання. Знайдемо
∂z

∂x
i
∂z

∂y
:
∂z

∂x
= 4x;

∂z

∂y
= −6y. Обчисли-

мо їх в точцi M0(1; 0):
∂z (M0)

∂x
= 4;

∂z (M0)

∂y
= −6 · 0 = 0. З умови

бачимо: cosα = cos
2π

3
= cos 120◦ = −1

2
, cos β = cos (120◦ − 90◦) =

cos 30◦ =

√
3

2
, тому згiдно з (33) маємо

∂u (M0)

∂~l
=
∂z (M0)

∂x1
cosα+

∂z (M0)

∂x2
cos β = 4 ·

(
−1

2

)
+0 ·
√

3

2
= −2.

Вiд’ємне значення функцiї в точцi M0 вказує, що функцiя спа-
дає у цьому напрямку.
Приклад 6. Знайти величину i напрямок градiєнта функцiї

u = x2 + y2 + z2 в точцi M0(2;−2; 1).

Розв’язання. Знайдемо
∂u

∂x
= 2x;

∂u

∂y
= 2y;

∂u

∂z
= 2z. Знайдемо

їх в точцi M0: u′x (M0) = 2 · 2 = 4; u′y (M0) = 2 · (−2) = −4;
u′z (M0) = 2 · 1 = 2.

Отже,
−−→
gradu (M0) =

(
∂u (M0)

∂x
,
∂u (M0)

∂y
,
∂u (M0)

∂z

)
= (4;−4; 2),

a
∣∣∣−−→gradu (M0)

∣∣∣ =
√

42 + (−4)2 + 22 =
√

36 = 6. Обчислимо напря-

мок градiєнта в точцi M0(2;−2; 1). Маємо cosα =
∂u
∂x (M0)∣∣∣−−→gradu (M0)

∣∣∣ =

4

6
=

2

3
; cos β = −4

6
= −2

3
; cos γ =

2

6
=

1

3
.
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Питання для самоконтролю
1. Введiть поняття m-вимiрного евклiдового простору, вiдстанi

мiж двома точками, вiдкритої, замкнутої та зв’язної множин.
2. Введiть поняття функцiї багатьох змiнних (ФБЗ), дайте

означення послiдовностi, границi ФБЗ.
3. Що називають областю визначення функцiї двох змiнних i

як вона зображується геометрично?
4. У чому полягає вiдмiннiсть мiж поняттям границi функцiї

однiєї змiнної та функцiї багатьох змiнних?
5. Сформулюйте означення неперервностi ФБЗ в точцi. Вка-

жiть властивостi неперервних ФБЗ.
6. Дайте означення частинних похiдних та повного диференцi-

ала ФБЗ.
7. Сформулюйте означення диференцiйовностi ФБЗ в точцi.

Яка умова є необхiдною для цього?
8. Чи завжди iснування частинних похiдних гарантує диферен-

цiйовнiсть функцiї?
9. Що таке повний диференцiал i яка його головна властивiсть

у наближених обчисленнях?
10. Як обчислити похiдну складеної функцiї z = f (u, v), де u

та v залежать вiд x та y?
11. За якою формулою обчислюються похiднi неявно заданої

функцiї?
12. Що характеризує похiдна за напрямом i як вона пов’язана

з частинними похiдними функцiї?
13. Дайте означення та властивостi вектора-градiєнта. Градi-

єнт функцiї в точцi.
14. Як обчислити частиннi похiднi ФБЗ другого та вище по-

рядкiв?
15. Як записуються диференцiали другого порядку та вищого

порядку для функцiї двох змiнних? Чи мають вони властивiсть
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iнварiантностi?
16. Безумовний екстремум ФБЗ. Дайте означення локального

мiнiмуму та максимуму в точцi. Сформулюйте необхiдну умову
iснування екстремуму ФБЗ. Що таке стацiонарнi точки?

17. Запишiть достатнi умови локального екстремуму для фун-
кцiй двох i бiльше змiнних через головнi мiнори матрицi 2-го ди-
ференцiала.

18. Що таке умовний екстремум i чим вiн вiдрiзняється вiд
локального екстремуму? Опишiть алгоритм його знаходження за
допомогою функцiї Лагранжа в задачi з обмеженнями, заданими
рiвностями.

19. Сформулюйте алгоритм методу виключення змiнних
для знаходження умовного екстремуму ФБЗ з обмеженнями-
рiвностями.

20. Як знайти найбiльше та найменше значення функцiї в за-
мкнутiй областi?
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Завдання для самостійної роботи  

 

Задача 1. Знайти і зобразити область визначення функції двох змінних.  

1.1. 𝑢 = √1 − (𝑥2 + 𝑦2) .                 1.2. 𝑢 = 𝑙𝑛(−𝑥 − 𝑦) . 

1.3. 𝑢 = 𝑥 + √𝑥2 − 𝑦2 .                    1.4. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦).   

1.5. 𝑢 = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦/(𝑥2 − 𝑦2).                1.6. 𝑢 = √𝑥 − √𝑦 . 

1.7. 𝑢 = 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛 (𝑠𝑖𝑛𝑦).                  1.8. 𝑢 =
1

√𝑥−3
+

1

√𝑦
 . 

1.9. 𝑢 = 𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑦) .                        1.10. 𝑢 = √𝑥 + 𝑦 + √𝑥 − 𝑦 . 

1.11. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑦−1

𝑥
 .                        1.12. 𝑢 = 𝑙𝑛 (𝑦2 − 4𝑥 + 8)  . 

1.13. 𝑢 = 𝑐𝑡𝑔 𝜋(𝑥 + 𝑦).                      1.14. 𝑢 = √1 − (4𝑥2 + 9𝑦2) . 

1.15. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
+ √𝑥𝑦 .                1.16. 𝑢 = √𝑙𝑔(𝑥2 − 𝑦 + 3) . 

1.17. 𝑢 = √4 − 2𝑥2 − 4𝑦2.               1.18. 𝑢 = 𝑙𝑛𝑥/(𝑥 − 𝑦) . 

1.19. 𝑢 = √25𝑥2 + 9𝑦2 − 36) .        1.20. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑥

𝑥+𝑦
 .   

1.21. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥𝑦 .                            1.22. 𝑢 = 𝑙𝑛
𝑦

𝑥
 .   

1.23. 𝑢 = 1 √1 − (𝑥2 + 2𝑦2)⁄  .         1.24 𝑢 = √𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) .  

1.25. 𝑢 = 𝑙𝑛𝑥 −
𝑙𝑛𝑦

𝑥+𝑦
 .                          1.26. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

𝑦
 .   

1.27 𝑢 = √𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) .                      1.28. 𝑢 = 𝑙𝑛 (𝑦 − 𝑥2 + 4) .   

1.29. 𝑢 = 1 √𝑥𝑦 + 𝑥33⁄  .                     1.30. 𝑢 = 𝑥 √𝑙𝑛 (𝑥𝑦)⁄  . 

 

Задача 2. Знайти частинні похідні першого порядку заданої функції.  

2.1. 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑦3 + 𝑒−𝑥) .                      2.2. 𝑢 =  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦2 + 𝑥2) . 

2.3. 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛√𝑥/𝑦3 .                            2.4. 𝑢 = 𝑐𝑡𝑔√𝑥𝑦3. 

2.5. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛√𝑥𝑦.                           2.6. 𝑢 =  𝑡𝑔(𝑦2 + 𝑥3). 

2.7. 𝑢 =  𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 2𝑥𝑦).                    2.8. 𝑢 =  𝑒−𝑥2+𝑦2
. 

2.9. 𝑢 = 𝑙𝑔(3𝑥2 + 𝑦4).                        2.10. 𝑢 = arccos(𝑦/𝑥). 

2.11. 𝑢 =  𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(𝑥𝑦2).                      2.12. 𝑢 = 𝑐𝑜𝑠√𝑥2 + 𝑦2 . 
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2.13. 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛√𝑥3 + 2𝑦2 .                    2.14. 𝑢 =  𝑡𝑔(𝑥3𝑦4). 

2.15. 𝑢 =  𝑐𝑡𝑔(4𝑥 − 𝑦2) .                     2.16. 𝑢 =  𝑒2𝑥2+5𝑦2
. 

2.17. 𝑢 = 𝑙𝑛(√𝑥𝑦 − 1).                        2.18. 𝑢 =  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(3𝑥𝑦3) . 

2.19. 𝑢 =  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦2 /𝑥3).                    2.20. 𝑢 = cos (𝑥 − √𝑥2𝑦) . 

2.21. 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛
𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
 .                                 2.22. 𝑢 = 𝑡𝑔

4𝑥−𝑦2

𝑦
 .   

2.23. 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑥2 + 3𝑦4).                      2.24. 𝑢 = 𝑐𝑡𝑔√
𝑥

𝑥−𝑦
 . 

2.25. 𝑢 =  𝑒−√6𝑥−3𝑦 .                            2.26. 𝑢 =  𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦3) . 

2.27. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔
𝑦2

𝑥
.                             2.28. 𝑢 = 𝑐𝑜𝑠

𝑥−𝑦

𝑥+𝑦
 .   

2.29. 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛√
𝑦

𝑥+𝑦
 .                              2.30. 𝑢 =  𝑒−(2𝑥3+3𝑦2). 

 

Задача 3. Знайти повний диференціал функції.  

3.1. 𝑢 = 0,5 𝑙𝑔(𝑥3 + 𝑦−2).                  3.2. 𝑢 =  𝑥𝑦+5 . 

3.3. 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦).                                 3.4. 𝑢 =  𝑒𝑥2+𝑦2
. 

3.5. 𝑢 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑦2𝑠𝑖𝑛𝑥.                   3.6. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑥+𝑦

1−𝑥𝑦
 .   

3.7. 𝑢 = 𝑥 √𝑥3 + 𝑦2⁄  .                        3.8. 𝑢 =
3𝑦+𝑥

𝑥+𝑦
  . 

3.9. 𝑢 = 𝑙 𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦)).                   3.10. 𝑢 = 𝑡𝑔
𝑦

𝑥
  .   

3.11. 𝑢 = 3𝑥2𝑦 + 2𝑥 − √𝑥𝑦 𝑠𝑖𝑛𝑦.    3.12. 𝑢 =  𝑥𝑦 + 5𝑥𝑦 . 

3.13. 𝑢 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑦𝑡𝑔𝑥 .                  3.14 𝑢 =
𝑥2

1+𝑦
− √𝑥 𝑙𝑛𝑦 .  

3.15. 𝑢 =
𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑥2𝑦
− 𝑥𝑦 .                          3.16. 𝑢 = 5𝑦√𝑥 − 𝑥 𝑙𝑛𝑦 + 5. 

3.17. 𝑢 =  𝑒2𝑥3−3𝑦.                            3.18. 𝑢 = 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑦 + 7𝑥 − 5𝑦. 

3.19. 𝑢 = 2𝑦2𝑐𝑜𝑠𝑥 +
𝑥

𝑦
 .                    3.20. 𝑢 = 𝑥𝑦 − 𝑙𝑔𝑥 + 7𝑦 . 

3.21. 𝑢 =  𝑥2𝑥+𝑦2
− 5𝑦 .                   3.22. 𝑢 = 𝑙𝑜𝑔2𝑥 − 𝑥𝑙𝑔𝑦 + 7𝑦2. 

3.23. 𝑢 = 𝑦3𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥 +
𝑠𝑖𝑛𝑥

4𝑦
 .            3.24. 𝑢 =  𝑥2𝑦 + 6𝑥53𝑥𝑦 − 5𝑦. 

3.25. 𝑢 =
𝑦2

2𝑥
+ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑦 − 𝑥𝑙𝑛𝑦.       3.26. 𝑢 = √𝑥

3
𝑠𝑖𝑛𝑦 +

2𝑥

𝑦
 . 
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3.27. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑥+𝑦

𝑦
.                        3.28. 𝑢 =  𝑥5𝑦 − 𝑥2𝑦3 + 5 . 

3.29. 𝑢 =  𝑥2𝑦+4 + 5𝑦√𝑥 .                3.30. 𝑢 = 8𝑥4𝑦 + 𝑠𝑖𝑛√𝑥𝑦 . 

 

Задача 4. Знайти похідну складеної функції 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), де 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 =

𝑦(𝑡). 

4.1. 𝑢 =  𝑒𝑥−2𝑦 , 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑡3. 

4.2. 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑦), 𝑥 = 𝑡2, 𝑦 = 𝑡3. 

4.3. 𝑢 =  𝑦𝑥, 𝑥 = 𝑙𝑛(𝑡 − 1), 𝑦 = 𝑒𝑡 2⁄ . 

4.4. 𝑢 =  𝑒𝑦−2𝑥+2, 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡. 

4.5. 𝑢 =  𝑥2𝑒𝑦 , 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡. 

4.6. 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑒𝑥 + 𝑒𝑦), 𝑥 = 𝑡2, 𝑦 = 𝑡3. 

4.7. 𝑢 =  𝑥𝑦, 𝑥 = 𝑒𝑡 , 𝑦 = 𝑙𝑛𝑡. 

4.8. 𝑢 =  𝑒𝑦−2𝑥 , 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑡3. 

4.9. 𝑢 =  𝑥2𝑒−𝑦 , 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑡. 

4.10. 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑒−𝑥 + 𝑒𝑦), 𝑥 = 𝑡2, 𝑦 = 𝑡3. 

4.11. 𝑢 =  𝑒𝑦−2𝑥−1, 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡. 

4.12. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑥

𝑦
 ,   𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡. 

4.13. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
2𝑥

𝑦
 , 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡.   

4.14. 𝑢 =
𝑥2

𝑦+1
, 𝑥 = 1 − 2𝑡, 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡. 

4.15. 𝑢 =
𝑥

𝑦
, 𝑥 = 𝑒𝑡 , 𝑦 = 2 − 𝑒2𝑡 . 

4.16. 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑦), 𝑥 = 𝑡2, 𝑦 =
1

3
𝑡3. 

4.17. 𝑢 = √𝑥 + 𝑦2 + 3, 𝑥 = 𝑙𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑡2. 

4.18. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑥2

𝑦
 ,   𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡. 

4.19. 𝑢 =
𝑦2

𝑥
, 𝑥 = 1 − 2𝑡, 𝑦 = 1 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡. 

4.20. 𝑢 =
𝑦

𝑥
−

𝑥

𝑦
, 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡. 

4.21. 𝑢 = √𝑦 + 𝑥2 + 3, 𝑥 = 𝑙𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑡2. 



41 

4.22. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑥

2𝑦
 ,   𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡. 

4.23. 𝑢 =
𝑥

𝑦
−

𝑦

𝑥
, 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑡, 𝑦 = 𝑡𝑔2𝑡. 

4.24. 𝑢 = √𝑦 + 𝑥 + 3, 𝑥 = 𝑙𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑡2. 

4.25. 𝑢 =
𝑦

𝑥
, 𝑥 = 𝑒𝑡 , 𝑦 = 1 − 𝑒2𝑡 . 

4.26. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
2𝑥

𝑦
 ,   𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡. 

4.27. 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑒2𝑥 + 𝑒𝑦), 𝑥 = 𝑡2, 𝑦 = 𝑡4. 

4.28. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦), 𝑥 = 𝑡2 + 2, 𝑦 = 4 − 𝑡2. 

4.29. 𝑢 = √𝑥2 + 𝑦2 + 3, 𝑥 = 𝑙𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑡3. 

4.30. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥𝑦), 𝑥 = 𝑡 + 3, 𝑦 = 𝑒𝑡 . 

 

Задача 5. Знайти частинні похідні функції 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦), заданої неявно 

рівнянням. 

5.1. 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 = 4. 

5.2. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑥𝑦 = 2. 

5.3. 3𝑥 − 2𝑦 + 𝑧2 = 𝑥𝑧 + 5. 

5.4. 𝑒𝑧 + 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4. 

5.5. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑧 = 4. 

5.6. 𝑧3 + 3𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦 = 7. 

5.7. 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦 + 𝑐𝑜𝑠2𝑧 = 3 2.⁄  

5.8. 𝑒𝑧−1 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 + 1. 

5.9. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 6𝑥 = 0. 

5.10. 𝑥𝑦 = 𝑧2 − 1. 

5.11. 𝑥2 − 2𝑦2 + 3𝑧2 − 𝑧𝑦 + 𝑦 = 2. 

5.12. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑧 = 5. 

5.13. 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑧 + 𝑧 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝜋 2.⁄  

5.14. 3𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦𝑧2 − 2𝑥3𝑧 + 4𝑦3𝑧 = 4. 

5.15. 𝑥2 − 2𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 + 2𝑧 + 2 = 0. 

5.16. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2 = 𝑥𝑦𝑧. 

5.17. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥𝑧 = 2. 
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5.18. 𝑒𝑧 − 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥 + 1 = 0. 

5.19. 𝑥3 + 2𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 − 2𝑦 = 15. 

5.20. 𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 3𝑦2 + 6𝑥 − 2𝑦 + 𝑧2 − 8𝑧 + 20 = 0. 

5.21. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑦 − 𝑧 + 3. 

5.22. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 − 4𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 0. 

5.23. 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2 + 6𝑧 + 2𝑥 − 4𝑦 + 12 = 0. 

5.24. √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 3𝑧 = 3. 

5.25. 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 9. 

5.26. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥𝑦 − 2𝑥𝑧 − 2𝑦𝑧 = 7. 

5.27. 𝑥3 + 3𝑥𝑦𝑧 − 𝑧3 = 27. 

5.28. 𝑙𝑛𝑧 = 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 𝑙𝑛3. 

5.29. 2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 − 8𝑥𝑧 − 𝑧 + 6 = 0. 

5.30. 𝑧2 = 𝑥𝑦 − 𝑧 + 𝑥2 − 4. 

 

Задача 6. Знайти всі частинні похідні другого порядку функції 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) 

та переконатися, що 𝑢𝑥𝑦
′′ = 𝑢𝑦𝑥

′′ . 

6.1. 𝑧 =  𝑒𝑥2−𝑦2
.                                  6.2. 𝑧 = 𝑡𝑔

𝑥

𝑦
 . 

6.3. 𝑧 = 𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦).                            6.4. 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥2𝑦). 

6.5. 𝑧 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥2 − 𝑦).                           6.6. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦). 

6.7. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑦).                       6.8. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(2𝑥 + 𝑦). 

6.9. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(𝑥 − 3𝑦).                    6.10. 𝑧 = 𝑙𝑛(3𝑥2 − 2𝑦2). 

6.11. 𝑧 =  𝑒2𝑥2+𝑦2
.                               6.12. 𝑧 = 𝑐𝑡𝑔

𝑦

𝑥
 , 

6.13. 𝑧 = 𝑡𝑔 √𝑥𝑦 .                                6.14. 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥2𝑦2 − 5). 

6.15. 𝑧 = 𝑠𝑖𝑛 √𝑥3𝑦 .                             6.16. 𝑧 = 2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 2𝑦). 

6.17. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(4𝑥 − 𝑦).                   6.18. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(5𝑥 + 2𝑦). 

6.19. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(2𝑥 − 𝑦).                   6.20. 𝑧 = 𝑙𝑛(4𝑥2 + 5𝑦2). 

6.21. 𝑧 =  𝑒√𝑦+𝑥.                                  6.22. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(4𝑥 + 𝑦). 

6.23. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 5𝑦).                  6.24. 𝑧 = 𝑠𝑖𝑛 √𝑥𝑦 . 

6.25. 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠(3𝑥2 − 𝑦3).                    6.26. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(3𝑥 + 𝑦). 
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6.27. 𝑧 = 𝑙𝑛(5𝑥2 − 3𝑦4).                     6.28. 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(𝑥 − 4𝑦). 

6.29. 𝑧 = 𝑙𝑛(3𝑥𝑦 − 4).                         6.30. 𝑧 = 𝑡𝑔(𝑥2𝑦). 

 

Задача 7. Перевірити, чи функція u задовольняє дане рівняння. 

7.1. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0;   𝑢 = 𝑒𝑥(𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦) .   

7.2. 𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (1 + 𝑦 𝑙𝑛 𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
;  𝑢 = 𝑥𝑦. 

7.3.  𝑎2 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
;              𝑢 = 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑎𝑦) . 

7.4.  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0; 𝑢 = 𝑒𝑥/𝑦. 

7.5. 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝑦

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− 𝑥 = 𝑢;  𝑢 = 𝑥 𝑙𝑛

𝑦

𝑥
 .       

7.6. (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

2
+ (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)

2
− 2 (

𝜕𝑢

𝜕𝑧
)

2
= 0; 𝑢 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. 

7.7. 𝑥2 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2𝑥𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑦2 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 2𝑥𝑦𝑢 = 0; 𝑢 = 𝑒𝑥𝑦. 

7.8. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0;    𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 

𝑥+𝑦

1−𝑥𝑦
 . 

7.9. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0;   𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

𝑥+𝑦
 . 

7.10. 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

2𝑦+𝑥

𝑢
;   𝑢 = √2𝑥𝑦 + 𝑦2 . 

7.11. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0;   𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥

𝑦
 .
 

7.12. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0;   𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑦

𝑥
 .
 

7.13.  9
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
;             𝑢 = 𝑒− 𝑐𝑜𝑠(𝑥+3𝑦)

. 

7.14. 9
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0;   𝑢 = 𝑒−(𝑥+3𝑦) 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 3𝑦). 

7.15. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑢 = 0;  𝑢 =

2𝑥+3𝑦

𝑥2+𝑦2
 . 

7.16. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑢;   𝑢 = (𝑥2 + 𝑦2)𝑡𝑔

𝑥

𝑦 
 . 

7.17. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢;   𝑢 =

𝑥𝑦

𝑥+𝑦 
 . 

7.18. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
;             𝑢 = 𝑙𝑛(𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦)) . 
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7.19. 2𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0;   𝑢 = 𝑒𝑥/𝑦2

. 

7.20. 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 1;               𝑢 = 𝑙𝑛( 𝑒𝑦 + 𝑒𝑥) . 

7.21. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2;   𝑢 = 𝑙𝑛( 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2) . 

7.22. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥𝑦 + 𝑢;  𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑒𝑦/𝑥. 

7.23. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 3(𝑥3 − 𝑦3); 𝑢 = 𝑙𝑛

𝑥

𝑦
+ 𝑥3 − 𝑦3. 

7.24. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0;   𝑢 = 𝑙𝑛(𝑥2 − 𝑦2) . 

7.25. 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢;   𝑢 = 𝑥 𝑙𝑛

𝑦

𝑥
 . 

7.26. 𝑥2 𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑥𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑦2 = 0;  𝑢 =

𝑦2

3𝑥
+ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 𝑥𝑦) . 

7.27. 
1

𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝑢

𝑦2
;   𝑢 =

𝑦

(𝑥2−𝑦2)5
 . 

7.28. 2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0;   𝑢 = 2 𝑐𝑜𝑠2( 𝑦 −

𝑥

2
) . 

7.29. 
1

𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝑢

𝑦2
;   𝑢 = 𝑦𝑥2 − 𝑦3. 

7.30. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0;  𝑢 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝑦) . 

 

Задача 8. Знайти локальні екстремуми функції двох змінних 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦). 

8.1. 𝑢 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 3𝑥 − 6𝑦 + 4 . 

8.2. 𝑢 = 𝑦√𝑥 − 𝑦2 − 𝑥 + 6𝑦 . 

8.3. 𝑢 = 2𝑥𝑦 − 4𝑥 − 2𝑦 + 4 . 

8.4. 𝑢 = 𝑥3 + 3𝑥𝑦2 − 51𝑥 − 24𝑦 + 1. 

8.5. 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 9𝑥 − 6𝑦 + 20 . 

8.6. 𝑢 = 𝑥3 + 8𝑦3 − 6𝑥𝑦 + 1 . 

8.7. 𝑢 = 3𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑦2 + 4𝑦 . 

8.8. 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 𝑥 − 𝑦 + 2 . 

8.9. 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦 − 8 . 

8.10. 𝑢 = 𝑥𝑦(6 − 𝑥 − 𝑦) . 

8.11. 𝑢 = 𝑥3 + 3𝑥𝑦2 − 15𝑥 − 12𝑦. 
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8.12. 𝑢 = 𝑥4 + 𝑦4 − 2𝑥2 + 4𝑥𝑦 − 2𝑦2. 

8.13. 𝑢 = 𝑥3𝑦2(6 − 𝑥 − 𝑦),   𝑥 > 0,   𝑦 > 0. 

8.14. 𝑢 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑥 − 𝑦 . 

8.15. 𝑢 = (𝑥 − 1)2 − 2𝑦2 . 

8.16. 𝑢 = 𝑥2 − 4𝑥𝑦 − 𝑦2 . 

8.17. 𝑢 = 𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 6𝑥 . 

8.18. 𝑢 = 𝑥2 + 5𝑥 − 𝑦2 + 4𝑦 . 

8.19. 𝑢 = 2𝑥2 + 6𝑥𝑦 + 5𝑦2 − 𝑥 + 4𝑦 − 5 . 

8.20. 𝑢 = 𝑥3 − 9𝑥𝑦 + 𝑦3 + 27 . 

8.21. 𝑢 = −6𝑥2 + 𝑥𝑦 + 5𝑦2  . 

8.22. 𝑢 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑥 + 5𝑦 . 

8.23. 𝑢 = 3𝑥2 − 𝑥𝑦 + 2𝑦2 + 2 . 

8.24. 𝑢 = 2𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 − 3𝑦 . 

8.25. 𝑢 = 2𝑥2 − 𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 9𝑥 + 6𝑦 + 3 . 

8.26. 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 3𝑥 + 5𝑦 + 8 . 

8.27. 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 7𝑥 + 2𝑦 − 5 . 

8.28. 𝑢 = 3𝑥2 − 4𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 10𝑥 + 8𝑦 + 7 . 

8.29. 𝑢 = 3𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 4𝑦2 − 8𝑥 + 10𝑦 − 3 . 

8.30. 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦 − 4 . 

 

Задача 9. Знайти найбільше та найменше значення функції 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) в 

області D, обмеженій заданими лініями. Зробити рисунок області D. 

9.1. 𝑓 =  3𝑥2 + 3𝑦2 − 𝑥 − 𝑦 + 1,   𝐷: 𝑥 = 5, 𝑦 = 0, 𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 . 

9.2. 𝑓 =
1

2
𝑥2 − 𝑥𝑦,         𝐷: 𝑦 = 8, 𝑦 = 2𝑥2. 

9.3. 𝑓 = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 −
1

2
𝑦2 − 4𝑥,    𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 2, 𝑦 = 2𝑥. 

9.4. f= 𝑥𝑦 − 3𝑥 − 2𝑦,                  𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 4, 𝑦 = 0, 𝑦 = 4. 

9.5. 𝑓 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦,                  𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = −1, 𝑦 = 2. 

9.6. 𝑓 = 4(𝑥 − 𝑦) − 𝑥2 − 𝑦2,        𝐷: 𝑥 + 2𝑦 = 4, 𝑥 − 2𝑦 = 4. 

9.7. 𝑓 = 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦,         𝐷: 𝑥 = 1, 𝑥 = 2, 𝑦 = 2, 𝑦 = 3. 

9.8. 𝑓 = 3𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦,         𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 4. 
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9.9. 𝑓 = 𝑥 − 𝑥 − 2𝑦,          𝐷: 𝑥 = 3, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0. 

9.10. 𝑓 = 5𝑥2 + 3𝑥𝑦 + 𝑦2,          𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2. 

9.11. 𝑓 = 2𝑥3 − 𝑥𝑦2 + 𝑦2,         𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 6. 

9.12. 𝑓 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 𝑦,                   𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 3, 𝑦 = 0, 𝑦 = 4. 

9.13. 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 10,         𝐷: 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥2 − 4. 

9.14. 𝑓 = 3𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦,                   𝐷: 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 4, 𝑥 = 0. 

9.15. 𝑓 = 𝑥𝑦 − 𝑥 − 2𝑦,                   𝐷: 𝑥 = 3, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0. 

9.16 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 4𝑥 + 8𝑦,        𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2. 

9.17. 𝑓 = 5𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2,         𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1. 

9.18. 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 − 4𝑥,       𝐷: 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0, 𝑥 = 3, 𝑦 = 0. 

9.19. 𝑓 = 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 8,        𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0. 

9.20. 𝑓 = 2𝑥3 − 𝑥𝑦2 + 𝑦2,        𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 6. 

9.21. 𝑓 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 𝑦,                    𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 3, 𝑦 = 0, 𝑦 = 4. 

9.22. 𝑓 =
1

2
𝑥2 − 𝑥𝑦,          𝐷: 𝑦 = 8, 𝑦 = 2𝑥2. 

9.23. 𝑓 = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 −
1

2
𝑦2 − 4𝑥,   𝐷: 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = 2, 𝑥 = 0. 

9.24. 𝑓 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 +
5

2
𝑦2 − 2𝑥,     𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2. 

9.25. 𝑓 = 𝑥𝑦 − 3𝑥 − 2𝑦,                  𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 4, 𝑦 = 0, 𝑦 = 4. 

9.26. 𝑓 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 − 2,                  𝐷: 𝑦 = 4𝑥2 − 4, 𝑦 = 0. 

9.27. 𝑓 = 𝑥2𝑦(4 − 𝑥 − 𝑦),        𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑦 = 6 − 𝑥. 

9.28. 𝑓 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦,        𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = −1, 𝑦 = 2. 

9.29. 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 − 4𝑥,       𝐷: 𝑥 = 3, 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥 + 1. 

9.30. 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 4𝑥 − 𝑦2,       𝐷: 𝑥 + 𝑦 + 2 = 0, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. 

 



РОЗДIЛ II. IНТЕГРУВАННЯ ФУНКЦIЙ
БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Тема 3. Власнi iнтеграли, якi залежать вiд
параметра

I. Неперервнiсть iнтеграла. Iнтеграл

I(y) =

Â

a

f (x, y)dx

є неперервною функцiєю параметра y на [b, B], якщо фун-
кцiя f (x, y) неперервна у прямокутнику D = {(x, y),

x ∈ (a,A), y ∈ (b, B)}.
Якщо f (x, y) неперервна у вказаному прямокутнику, а лiнiї x =

ϕ(y), x = g(y), y ∈ [b, B] неперервнi й не виходять за межi областi
D, то iнтеграл

I(y) =

g(y)ˆ

ϕ(y)

f (x, y)dx

є неперервною функцiєю на [b, B].
II. Граничний перехiд пiд знаком iнтеграла.
Означення. Якщо 1) для f (x, y) при y → y0 iснує скiнченна

гранична функцiя ϕ(x), тобто lim
y→y0

f (x, y) = ϕ(x), x ∈ [a,A]; 2)

для довiльного ε > 0 знайдеться таке незалежне вiд x число
δ > 0, що при |y − y0| < δ буде |f (x, y) − ϕ(x)| < ε для всiх x ∈
[a,A], то кажуть, що функцiя f (x, y) прямує до ϕ(x) рiвномiрно
вiдносно x.

Якщо функцiя f (x, y) при фiксованому y неперервна по x ∈
[a,A] i при y → y0 прямує до граничної функцiї ϕ(x) рiвномiрно
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вiдносно x, то правильною є рiвнiсть

lim
y→y0

Â

a

f (x, y)dx =

Â

a

lim
y→y0

f (x, y)dx =

Â

a

ϕ(x)dx.

III. Диференцiювання пiд знаком iнтеграла. Нехай фун-
кцiя f (x, y) визначена в прямокутнику D; неперервна по x при
довiльному фiксованому y ∈ [b, B]. Якщо у всiй областi iснує
f ′y(x, y), неперервна як функцiя (x, y), то при довiльному y ∈
[b, B] правильна формула диференцiювання пiд знаком iнтегра-
ла

d

dy

Â

a

f (x, y)dx =

Â

a

df (x, y)

dy
dx.

У загальному випадку, коли межi iнтегрування є диференцi-
йовними функцiями ϕ(y) i g(y) i a < ϕ(y) < A, a < g(y) < A при
b < y < B, то

d

dy

g(y)ˆ

ϕ(y)

f (x, y)dx = f (g(y), y)g′(y)−f (ϕ(y), y)ϕ′(y)+

g(y)ˆ

ϕ(y)

d

dy
f (x, y)dx.

IV. Iнтегрування пiд знаком iнтеграла. Якщо функцiя
f (x, y) неперервна в прямокутнику D, то

B̂

b

dy

Â

a

f (x, y)dx =

Â

a

dx

B̂

b

f (x, y)dy.

Приклад. Знайти

lim
y→0

1+yˆ

y

dx

1 + x2 + y2
.
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Розв’язання.
1

1 + x2 + y2
– неперервна, тому, згiдно з II, може-

мо помiняти мiсцями значки границi та iнтеграла:
1ˆ

0

lim
y→0

dx

1 + x2 + y2
=

1ˆ

0

dx

1 + x2
= arctgx

∣∣∣∣1
0

=
π

4
.
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Тема 4. Подвiйний iнтеграл

1. Означення подвiйного iнтеграла та його властивостi
Нехай D – деяка обмежена область площини XOY з куско-

во гладкою межею, а функцiя f є визначеною i обмеженою в
D. Розiб’ємо область D з допомогою кусково гладких кривих на
скiнченну кiлькiсть елементарних областей Dk, k ∈ {1, . . . , n},
площi яких є ∆σk, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Нехай λ – найбiльший з дi-
аметрiв елементарних областей.
У кожнiй з елементарних обла-
стей зафiксуємо довiльну точку
Mk (xk, yk) ∈ Dk, k ∈ {1, . . . , n}.

Число Sn =

n∑
k=1

f (xk, yk) · ∆σk називається iнтегральною су-

мою функцiї f для розбиття D на Dk при даному виборi точок
Mk ∈ Dk, k ∈ {1, . . . , n}.

Якщо iснує скiнченна границя послiдовностi iнтегральних сум
Sn при λ→ 0 i вона не залежить вiд способу розбиття областi D
на елементарнi пiдобластi Dk та вибору точок Mk ∈ Dk, то вона
називається подвiйним iнтегралом вiд функцiї f по областi D i
записується символом

¨

D

f (x, y)dxdy = lim
λ→0

n∑
k=1

f (xk, yk) ·∆σk, (36)

де λ = max
1≤k≤n

{diamDk}. При цьому f називається iнтегровною в

D.
1) Для того, щоб f (x, y) була iнтегровною в областi D необхi-

дно, щоб вона була обмеженою в D.
2) Якщо f (x, y) неперервна в обмеженiй областi D, то iнтеграл

(36) iснує.
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3) Якщо D – обмежена замкнута область, а f визначена i не-
перервна в усiх точках цiєї областi за винятком, можливо, точок,
що належать скiнченнiй кiлькостi кусково гладких лiнiй в областi
D, то iнтеграл (36) iснує.

Подвiйний iнтеграл має властивiсть лiнiйностi та адитивностi:¨

D

(C1f1(x, y) + C2f2(x, y)) dxdy =

= C1

¨

D

f1(x, y)dxdy + C2

¨

D

f2(x, y)dxdy. (37)

2. Зведення подвiйного iнтеграла до повторного
Обчислення подвiйного iнтеграла зводиться до обчислення по-

вторних iнтегралiв.
I) Нехай область D обмежена кривими y = y1(x); y = y2(x);

x = a, x = b, a < b, причому на [a, b] функцiї y1(x) та y2(x)

неперервнi i y1(x) < y2(x).

У цьому випадку

¨

D

f (x, y)dxdy =

bˆ

a

dx

y=y2(x)ˆ

y=y1(x)

f (x, y)dy, (38)

тобто подвiйний iнтеграл обчислюється двома послiдовними ”про-
стими” iнтегруваннями, причому спочатку обчислюється внутрi-
шнiй за змiнною y, а потiм зовнiшнiй за змiнною x.
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Зауваження. Якщо лiнiя y = y1(x) на [a, b] задається вира-

зом y1(x) =

{
ϕ1(x), x ∈ [a, c],

ϕ2(x), x ∈ (c, b],
то iнтеграл (38) записується у

виглядi суми двох iнтегралiв
¨

D

f (x, y)dxdy =

cˆ

a

dx

y2(x)ˆ

ϕ1(x)

f (x, y)dy +

bˆ

c

dx

y2(x)ˆ

ϕ2(x)

f (x, y)dy. (39)

Приклад 1. Обчислити подвiйний iнтеграл, взятий по прямо-
кутнiй областi D = {0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1}¨

D

ex+ydxdy.

Розв’язання.
¨

D

ex+ydxdy =

¨

D

ex · eydxdy =

1ˆ

0

exdx

1ˆ

0

eydy =

=

1ˆ

0

exdx ·
(
ey|10
)

=

1ˆ

0

ex · (e− 1)dx = (e− 1)

1ˆ

0

exdx =

= (e− 1) · ex|10 = (e− 1)(e− 1) = (e− 1)2.

Приклад 2. Розставити межi у подвiйному iнтегралi¨

D

f (x, y)dxdy в областi D, обмеженiй лiнiями x = 3; x = 5;

3x− 2y + 4 = 0; 3x− 2y + 1 = 0.
Розв’язання. Щоб скористатись формулою (38), запишемо:

y1 =
1

2
(3x + 1); y2 =

1

2
(3x + 4). Зробимо схематично рисунок.

Знайдемо двi точки перетину прямих з осями
x 0 −1

3

y
1

2
0

x 0 −4

3
y 2 0
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Отже,

¨

D

f (x, y)dxdy =

5ˆ

3

dx

y2=1
2(3x+4)ˆ

y1=1
2(3x+1)

f (x, y)dy.

Якщо D – область, задана умовами: x1(y) ≤ x ≤ x2(y); c ≤
y ≤ d, то

¨

D

f (x, y)dxdy =

dˆ

c

dy

x=x2(y)ˆ

x=x1(y)

f (x, y)dx. (40)

Приклад 3. Звести подвiйний iнтеграл до повторного двома
способами, якщо D – область, обмежена лiнiями y = x; y =

1

x
;

x = 3.
Розв’язання. Нарисуємо область D.
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Бачимо, що вона знаходиться в I чвертi. Знайдемо точку перетину
кривих y = x та y =

1

x
. Маємо

1

x
= x ⇒ x2 = 1 ⇒ x = ±1,

але оскiльки нас цiкавить значення в I чвертi, тому розглядаємо
тiльки x = 1.

Отже бачимо, що 1 ≤ x ≤ 3, a змiнна y змiнюється вiд кривої
y =

1

x
до кривої y = x, тому

¨

D

f (x, y)dxdy =

3ˆ

1

dx

xˆ
1
x

f (x, y)dy.

Це один спосiб. Щоб скористатись формулою (40), розглянемо

два криволiнiйнi трикутники, обмеженi лiнiями: 1) x =
1

y
та x = 3

при
1

3
≤ y ≤ 1; 2) x = y та x = 3 при 1 ≤ y ≤ 3. Згiдно з

формулою (40)

¨

D

f (x, y)dxdy =

1ˆ
1
3

dy

x=3ˆ

x=1
y

f (x, y)dx +

3ˆ

1

dy

x=3ˆ

x=y

f (x, y)dx.

Приклад 4. Обчислити iнтеграл
¨

D

(x + 2y)dxdy, якщо

область D обмежена кривими y = x2; y =
√
x.
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Розв’язання. Зобразимо область D. Вона утворена перетином
двох парабол i знаходиться в I чвертi.

Бачимо, що зручно cкористатись формулою (38). Тут 0 ≤ x ≤
1, а змiнна y змiнюється вiд точок параболи y = x2 до y =

√
x.

Отже, маємо iнтеграл

¨

D

(x + 2y)dxdy =

1ˆ

0

dx

y=
√
xˆ

y=x2

(x + 2y)dy =

1ˆ

0

dx
(
xy + y2

)∣∣y=
√
x

y=x2
=

=

1ˆ

0

((
x
√
x +

(√
x
)2
)
−
(
x · x2 +

(
x2
)2
))

dx =

=

1ˆ

0

(
x

3
2 + x− x3 − x4

)
dx =

(
x

5
2

5
2

+
x2

2
− x4

4
− x5

5

)∣∣∣∣∣
1

0

=

=
2

5
+

1

2
− 1

4
− 1

5
=

1

5
+

1

2
− 1

4
=

14− 5

20
=

9

20
.

3. Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi
Нехай функцiї x = x(u, v) i y = y(u, v) взаємно однозначно

вiдображають область D′ площини O′uv з кусково гладкою ме-
жею на область D площини XOY i функцiї x(u, v) i y(u, v) та їх
частиннi похiднi першого порядку неперервнi в D′ i всерединi D′
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якобiан вiдмiнний вiд нуля, тобто

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0, (u, v) ∈ D′. (41)

Якщо функцiя f в D є неперервною, то правильною є формула
замiни змiнних¨

D

f (x, y)dxdy =

¨

D′

f (x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)|dudv. (42)

Обчислюється iнтеграл по областi D′ зведенням подвiйного iнте-
грала до повторного.

Найбiльш уживаними криволiнiйними координатами є полярнi
координати. Нехай D – область, отримана взаємно однозначним
вiдображенням областi D′ площини Orϕ, яке визначається фун-

кцiями
{
x = r cosϕ,

y = r sinϕ,
(r, ϕ) ∈ D′. Тодi

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂r

∂x

∂ϕ
∂y

∂r

∂y

∂ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ =

= r cos2 ϕ + r sin2 ϕ = r
(
cos2 ϕ + sin2 ϕ

)
= r.

У цьому випадку формула (42) набуває вигляду¨

D

f (x, y)dxdy =

¨

D′

f (r cosϕ, r sinϕ) · rdrdϕ. (43)

Приклад 5. Обчислити iнтеграл
¨

D

√
a2 − x2 − y2dxdy, якщо

D – частина круга радiуса a з центром в точцi O(0, 0), яка зна-
ходиться в I чвертi.
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Розв’язання. Маємо випадок кругової
областi, тому зручно перейти до полярних
координат. Згiдно з ними коло x2 + y2 = a2

запишеться так: r2 cos2 ϕ + r2 sin2 ϕ = a2 або
r2 = a2. Бачимо, що це частина круга, роз-

мiщеного в I чвертi, тому кут ϕ змiнюється вiд 0 до
π

2
, 0 ≤ r ≤ a.

Згiдно з формулою (43) отримаємо

¨

D

√
a2 − x2 − y2dxdy =

π
2ˆ

0

dϕ

aˆ

0

√
a2 − r2rdr =

= −1

2

π
2ˆ

0

dϕ

aˆ

0

√
a2 − r2d

(
a2 − r2

)
=

= −1

2

π
2ˆ

0

dϕ

aˆ

0

(
a2 − r2

)1
2 d
(
a2 − r2

)
=

∣∣∣∣∣a2 − r2 = t

∣∣∣∣∣ =

= −1

2

π
2ˆ

0

dϕ

0ˆ

a2

t
1
2dt =

1

2

π
2ˆ

0

dϕ · t
3
2

3
2

∣∣∣∣∣
a2

0

=
1

��2
· �

�2

3
· t

3
2

∣∣∣∣a2
0

·

π
2ˆ

0

dϕ =

=
1

3
a3 · ϕ

∣∣∣∣π2
0

=
1

3
a3 · π

2
=

1

6
a3.

4. Геометричнi та фiзичнi застосування подвiйного iн-
теграла

1) Якщо f ≥ 0 в областi D, то подвiйний iнтеграл¨

D

f (x, y)dxdy виражає об’єм цилiндричного тiла, обмеженого

зверху поверхнею z = f (x, y), основою якого є область D пло-
щини XOY , а твiрнi паралельнi до осi OZ.
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Зокрема, якщо f (x, y) = 1, то будемо мати об’єм цилiндричного
тiла з основою D i обмеженого зверху площиною z = 1. Об’єм
такого цилiндра дорiвнює площi областi D:

S =

¨

D

dxdy. (44)

2) Якщо деяка поверхня Q задана параметрично
x = x(u, v),

y = y(u, v),

z = z(u, v),

(u, v) ∈ D,

то її площа обчислюється за формулою

S =

¨

D

|~n| dudv, (45)

де ~n – нормаль до поверхнi S в довiльнiй точцi. Оскiльки

~n =


∣∣∣∣∣∣∣
∂y

∂u

∂y

∂v
∂z

∂u

∂z

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣∣
∂z

∂u

∂z

∂v
∂x

∂u

∂x

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
 ,

будемо мати

S =

¨

D

√√√√√√
∣∣∣∣∣∣∣
∂y

∂u

∂y

∂v
∂z

∂u

∂z

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣
∂z

∂u

∂z

∂v
∂x

∂u

∂x

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
2

dudv. (46)
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Приклад 6. Знайти площу фiгури, обмеженої лiнiями xy = 4,
x + y = 5.

Розв’язання.

Знайдемо точки перетину кривих. Розв’яжемо систему рiвнянь{
x + y = 5

xy = 4
⇒

{
x = 5− y
(5− y)y − 4 = 0

⇒
{
x = 5− y
y2 − 5y + 4 = 0

⇒{
x1 = 1

y1 = 4
i
{
x2 = 4

y2 = 1

Отже, згiдно з формулою (44)

S =

¨

D

dxdy =

4ˆ

1

dx

y=5−xˆ

y= 4
x

dy =

4ˆ

1

(
5− x− 4

x

)
dx =

=

(
5x− x2

2
− 4 ln |x|

)∣∣∣∣4
1

= (20−8−8 ln 2)−
(

5− 1

2
− 0

)
=

15

2
−8 ln 2.

3) Маса m пластини D з густиною ρ(x, y)

m =

¨

D

ρ(x, y)dxdy, (47)

а її статичнi моменти M1 i M2 вiдносно осей OX та OY виража-
ються формулами

Mx =

¨

D

yρ(x, y)dxdy; My =

¨

D

xρ(x, y)dxdy. (48)
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4) Координати центра мас C (x0, y0) неоднорiдної пластини D
визначаються формулами

xc =
My

m
; yc =

Mx

m
. (49)

5) Моменти iнерцiї областi D, заповненої масою з густиною
ρ(x, y) вiдносно осей OX та OY визначаються рiвностями

Ix =

¨

D

y2ρ(x, y)dxdy; Iy =

¨

D

x2ρ(x, y)dxdy. (50)

6) Полярний момент iнерцiї вiдносно початку координат

I0 =

¨

D

(
x2 + y2

)
ρ(x, y)dxdy = Ix + Iy. (51)

Приклад 7. Знайти центр мас фiгури, обмеженої кардiоїдою
r = a(1 + cosϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π, ρ(x, y) = 1.

Розв’язання. Фiгура симетрична вiдносно OX , тому xc = 0.
Щоб знайти yc (див. формулу (49)) бачимо, що потрiбно знайти
m i Mx за формулами (47) i (48).

Перейдемо до полярних координат.

m =

¨

D′

rdrdϕ = 2

πˆ

0

dϕ

a(1+cosϕ)ˆ

0

rdr =

πˆ

0

dϕ

a(1+cosϕ)ˆ

0

2rdr =

=

πˆ

0

dϕ r2
∣∣a(1+cosϕ)

0
=

πˆ

0

(
a2(1 + cosϕ)2 − 0

)
dϕ =

= a2

πˆ

0

(1 + cosϕ)2dϕ = a2

πˆ

0

(
1 + 2 cosϕ +

1 + cos 2ϕ

2

)
dϕ =

= a2

(
ϕ
∣∣π
0

+ 2 sinϕ
∣∣π
0

+
1

2
ϕ
∣∣π
0

+
1

4
sin 2ϕ

∣∣π
0

)
=

3

2
πa2.
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Тепер

Mx =

¨

D

yρ(x, y)dydy =

¨

D′

r sinϕ · r · 1drdϕ =

= 2

πˆ

0

sinϕdϕ

a(1+cosϕ)ˆ

0

r2dr = 2

πˆ

0

sinϕ · r
3

3

∣∣∣∣a(1+cosϕ)

0

dϕ =

=
2

3
a3

πˆ

0

sinϕ(1 + cosϕ)3dϕ = −2

3
a3

πˆ

0

(1 + cosϕ)3d(1 + cosϕ) =

= −2

3
a3 (1 + cosϕ)4

4

∣∣∣∣π
0

= −a
3

6

(
(1− 1)4 − (1 + 1)4

)
=

8a3

3
.

Згiдно з формулою (49)

yc =
Mx

m
=

8a3

3
:

3πa2

2
=

16a

9π
.

Отже, центр мас C
(

0,
16a

9π

)
.
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Тема 5. Криволiнiйний iнтеграл I-го роду

1. Означення та властивостi криволiнiйного iнтеграла
I-го роду

Нехай L – вiдрiзок кусково гладкої просторової кривої з поча-
тком в точцi A i кiнцем в точцi B, на якiй визначена i неперервна
скалярна функцiя f (x, y, z) (скалярна функцiя має значення в
R).

Виберемо на L довiльнi точки Mk (xk, yk, zk), k ∈
{0, 1, 2, . . . , n}, M0 = A, Mn = B. Цими точками дуга AB розби-
вається на n елементарних частин. НехайMk−1Mk – елементарна
частина довжини ∆lk, k ∈ {1, 2, . . . , n}. Нехай на кожнiй з
частинок взята довiльна точка Nk (ξk, ηk, ζk), k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Суму вигляду

αn =

n∑
k=1

f (ξk, ηk, ζk) ·∆lk (52)

назвемо iнтегральною сумою, що вiдповiдає даному розбиттю
дуги AB на частини Mk−1Mk i вибору точок Nk ∈ Mk−1Mk,
k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Якщо iснує скiнченна границя послiдовностi iнтегральних сум
αn при ∆l = max

1≤k≤n
∆lk → 0, яка не залежить вiд способу розбиття

дуги AB точками Mk на частини i вибору внутрiшнiх точок Nk,
то ця границя називається криволiнiйним iнтегралом першого
роду вiд функцiї f по дузi AB, а f називається iнтегровною на
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L, тобто ˆ

L

f (M)dl ≡
ˆ

AB

f (M)dl ≡
ˆ

AB

f (x, y, z)dl =

= lim
∆l→0

n∑
k=1

f (ξk, ηk, ζk) ·∆lk. (53)

Якщо функцiя f неперервна на AB, то iнтеграл (53) iснує.
З фiзичної точки зору iнтеграл (53) можна розглядати як масу
матерiальної кривої з лiнiйною густиною розподiлу f .

1. Криволiнiйний iнтеграл першого роду не залежить вiд обхо-
ду кривої iнтегрування, тобтоˆ

AB

f (x, y, z)dl =

ˆ

BA

f (x, y, z)dl. (54)

2. Якщо кусково гладка крива L складається зi скiнченної кiль-
костi гладких дуг Li, i ∈ {1, . . . , n}, на кожнiй з яких f (x, y) =

fi(x, y), i ∈ {1, 2, . . . , n}, то
ˆ

L

f (x, y)dl =

n∑
i=1

ˆ

Li

fi(x, y)dl. (55)

2. Обчислення криволiнiйних iнтегралiв I-го роду
Обчислення зводиться до обчислення визначених iнтегралiв.
а) Нехай крива на площинi задана параметрично{

x = ϕ(t),

y = ψ(t),
t ∈ [a, b],

де ϕ i ψ неперервно диференцiйовнi функцiї, то

ˆ

L

f (x, y)dl =

bˆ

a

f (ϕ(t), ψ(t))

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt. (56)
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б) Якщо дуга AB задана рiвнянням y = ϕ(x), x ∈ [a, b], де
функцiя ϕ неперервно диференцiйовна на [a, b], то

ˆ

AB

f (x, y)dl =

bˆ

a

f (x, ϕ(x))

√
1 + (ϕ′(t))2dx. (57)

в) Якщо крива задана рiвнянням x = ψ(y), y ∈ [c, d], де ψ –
неперервно диференцiйовна на [c, d], то

ˆ

AB

f (x, y)dl =

dˆ

c

f (ψ(y), y)

√
1 + (ψ′(y))2dy. (58)

г) Якщо дуга AB в просторi R3 задана рiвняннями x = ϕ(t),
y = ψ(t), z = χ(t), α ≤ t ≤ β, де ϕ, ψ, χ – неперервно диферен-
цiйовнi на [α, β], то

ˆ

AB

f (x, y, z)dl =

βˆ

α

f (ϕ(t), ψ(t), χ(t))×

×
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 + (χ′(t))2dt. (59)

Приклад 1. Обчислити криволiнiйний iнтеграл
ˆ

L

x

y
dl, де L –

дуга параболи y2 = 2x, що знаходиться мiж точками A
(
1;
√

2
)
i

B(2; 2).
Розв’язання. Тут y =

√
2x – явне задання кривої. Знайдемо

dl =

√
1 + (y′)2dx =

√
1 +

((√
2x
)′)2

dx =

=

√
1 +

(
1√

2 ·
√
x

)2

dx =

√
1 + 2x

2x
dx.
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Скористаємось формулою (57), згiдно з нею

ˆ

L

x

y
dl =

2ˆ

1

x√
2x
·
√

1 + 2x√
2x

dx =
1

2

2ˆ

1

√
1 + 2xdx =

=
1

2
· 1

2

2ˆ

1

√
1 + 2xd(1 + 2x) =

1

4
· 2

3
(1 + 2x)

3
2

∣∣∣∣2
1

=
1

6

(
5
√

5− 3
√

3
)
.

Приклад 2. Обчислити криволiнiйний iнтеграл I-го родуˆ

L

x(x− y)dl, де L – коло x2 + y2 = 5x.

Розв’язання. Побудуємо коло x2 + y2 = 5x

або x2− 5x+ y2 = 0,
(
x− 5

2

)2

− 25

4
+ y2 = 0

або
(
x− 5

2

)2

+ y2 =

(
5

2

)2

. Перейдемо до

полярних координат x = r cosϕ, y = r sinϕ,
тодi x2 + y2 = 5x запишеться r2 cos2 ϕ +

r2 sin2 ϕ = 5r cosϕ, r2 = 5r cosϕ ⇒ r 6= 0, r = 5 cosϕ. Бачи-
мо, що −π

2
≤ ϕ ≤ π

2
. Знайдемо dl у полярних координатах (див.

[8, с. 134])

dl =

√
r2 + (r′)2dϕ =

√
25 cos2 ϕ + 25 sin2 ϕdϕ = 5dϕ.
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Отже,

ˆ

L

x(x− y)dl =

π
2ˆ

−π2

5 cosϕ(5 cosϕ− 5 sinϕ)dϕ =

= 25

π
2ˆ

−π2

cos2 ϕdϕ− 25

π
2ˆ

−π2

cosϕ sinϕdϕ =

=
25

2

π
2ˆ

−π2

(1 + cos 2ϕ)dϕ + 25

π
2ˆ

−π2

cosϕd(cosϕ) =

=
25

2

(
ϕ +

sin 2ϕ

2

)∣∣∣∣π2
−π2

+ 25
cos2 ϕ

2

∣∣∣∣π2
−π2

=
25

2
π.

3. Застосування криволiнiйного iнтеграла
Якщо ρ(x, y) є густиною розподiлу маси вздовж плоскої дуги

AB, то масу кривої AB знаходимо за формулою

m =

ˆ

AB

ρ(x, y)dl; (60)

моменти iнерцiї вiдносно координатних осей – за формулами

Ix =

ˆ

AB

y2ρ(x, y)dl, Iy =

ˆ

AB

x2ρ(x, y)dl; (61)

статичнi моменти вiдносно координатних осей – за формулами

Mx =

ˆ

AB

yρ(x, y)dl, My =

ˆ

AB

xρ(x, y)dl; (62)

центр мас C (xc, yc) кривої AB за формулами

xc =
My

m
; yc =

Mx

m
.
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Тема 6. Криволiнiйний iнтеграл II-го роду
1. Означення криволiнiйного iнтеграла II-го роду, його

фiзичний змiст
Нехай L – кусково гладка просторова крива з початком в точцi

A i кiнцем в точцi B, на якiй визначена i неперервна вектор-
функцiя ~a(x, y, z), яка має проекцiї P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

на осi OX , OY та OZ вiдповiдно.
Розiб’ємо криву AB точками A = M0,M1, . . . ,Mn = B на n

елементарних частин Mk−1Mk, k ∈ {1, 2, . . . , n}, довжини яких
∆l1, . . . , ∆ln; Mk (xk, yk, zk). Нехай Nk (ξk, ηk, ζk) – довiльна точка
на елементарнiй дузi Mk−1Mk, k ∈ {1, . . . , n}.

Суму вигляду

βn =

n∑
k=1

[P (ξk, ηk, ζk) ∆xk + Q (ξk, ηk, ζk) ∆yk + R (ξk, ηk, ζk) ∆zk]

називають iнтегральною сумою вектор-функцiї ~a = (P,Q,R), що
вiдповiдає даному розбиттю дуги AB на частини i вибору точок
Nk, де ∆xk = xk − xk−1; ∆yk = yk − yk−1; ∆zk = zk − zk−1, k ∈
{1, 2, . . . , n}.

Скiнченна границя iнтегральної суми βn при max
1≤k≤n

∆lk → 0,

якщо вона iснує i не залежить вiд способу розбиття дуги AB то-
чками Mk на частини i вибору внутрiшнiх точок Nk на кожнiй
з частин, називається криволiнiйним iнтегралом II-го роду вiд
векторної функцiї ~a = (P,Q,R) по дузi AB i позначається сим-
воломˆ

AB

~ad~r =

ˆ

AB

(Pdx + Qdy + Rdz) ≡
ˆ

AB

Pdx + Qdy + Rdz, (63)

де ~r – радiус-вектор точки M дуги AB. Якщо вектор-функцiя ~a
неперервна на AB, то iнтеграл (63) iснує. Його називають цир-
куляцiєю векторного поля ~a(M) вздовж кривої AB. У силовому
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полi циркуляцiя виражає роботу сили ~a при перемiщеннi мате-
рiальної точки вздовж кривої AB i обчислюється за формулою

A =

ˆ

AB

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz. (64)

На вiдмiну вiд криволiнiйного iнтеграла I-го роду, криволiнiй-
ний iнтеграл II-го роду залежить вiд напрямку обходу дуги AB,
тобто ˆ

AB

~ad~r = −
ˆ

BA

~ad~r. (65)

Зауваження 1. Додатним напрямком об-
ходу замкненої дуги вважається той, ко-
ли область, обмежена дугою, залишається
злiва.

Тут напрям стрiлок вказує додатний на-
прямок обходу.

2. Обчислення та властивостi криволiнiйного iнтеграла
II-го роду

Обчислення криволiнiйного iнтеграла II-го роду зводиться до
обчислення визначених iнтегралiв. Якщо крива задана рiвняння-
ми x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ [t1, t2], де ϕ, ψ, χ – неперервно
диференцiйовнi на [t1, t2] i точцi A вiдповiдає t = t1, а точцi B –
t = t2, то ˆ

AB

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz =

=

t2ˆ

t1

[P (ϕ(t), ψ(t), χ(t))ϕ′(t)dt + Q (ϕ(t), ψ(t), χ(t))ψ′(t)dt+

+R (ϕ(t), ψ(t), χ(t))χ′(t)dt] . (66)
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Властивостi криволiнiйного iнтеграла II-го роду

1.
ˆ

AB

0dx =

ˆ

AB

0dy =

ˆ

AB

0dz = 0.

2.
ˆ

AB

1dx = xB − xA;
ˆ

AB

1dy = yB − yA;
ˆ

AB

1dz = zB − zA.

3. Якщо на площинi дуга AB паралельна осi OX , тоˆ

AB

Q(x, y)dy = 0; якщо дуга AB паралельна осi OY , то

ˆ

AB

P (x, y)dx = 0.

4.
ˆ

AB

(αf1(x, y, z) + βf2(x, y, z)) dx = α

ˆ

AB

f1(x, y, z)dx +

β

ˆ

AB

f2(x, y, z)dx, (α, β) ∈ R, якщо iснують iнтеграли справа в

останнiй рiвностi.
Аналогiчнi властивостi правильнi для iнтегралiв по y та по z.

5.
ˆ

AB

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz =

=

ˆ

AC

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz+

+

ˆ

CB

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz,

якщо C – точка дуги AB та iснують iнтеграли в правiй частинi
рiвностi.

Нехай функцiї P , Q, P ′y, Q′x неперервнi в областi D ⊂ R2, яка
мiстить кусково-гладку дугу AB. Для того, щоб криволiнiйний

iнтеграл
ˆ

AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy не залежав вiд форми дуги AB,
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необхiдно i достатньо виконання хоча б однiєї з умов:

1)
˛

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 для довiльної замкнутої кусково

гладкої кривої L ⊂ D;
2) iснує диференцiйовна в областi D функцiя u, для якої du =

P (x, y)dx + Q(x, y)dy, причомуˆ

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = u(B)− u(A).

У випадку однозв’язної областi D замiсть умов 1) i 2) можна
взяти таку:

3) P ′y(x, y) ≡ Q′x(x, y), (x, y) ∈ D.
Для криволiнiйних iнтегралiв, якi не залежать вiд форми дуги

AB, використовують позначення
(x2,y2)ˆ

(x1,y1)

P (x, y)dx + Q(x, y)dy,

де (x1, y1) – координати точки A, (x2, y2) – координати точки B.
Функцiю u з умови 2) можна знайти за формулою

u(x, y) =

(x,y)ˆ

(x0,y0)

Pdx + Qdy,

де iнтеграл береться по довiльнiй дузi L ∈ D, що сполучає точку
(x0, y0) з довiльною точкою (x, y). Часто за дугу L беруть ламану
з двох вiдрiзкiв, паралельних до осей координат.

Криволiнiйний iнтеграл по замкнутому контуру L при виписа-
них умовах дорiвнює нулевi˛

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.
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Приклад 1. Обчислити iнтеграл
(2,3)ˆ

(1,1)

(x + 3y)dx + (y + 3x)dy.

Розв’язання. Бачимо, що iнтеграл береться по кривiй на пло-
щинi, R(x, y, z) ≡ 0. У нас P (x, y) = x + 3y; Q(x, y) = y + 3x.

Оскiльки
∂P

∂y
= 3;

∂Q

∂x
= 3, а отже

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
, тому iнтеграл не

залежить вiд шляху iнтегрування, а залежить вiд початкової i
кiнцевої точок iнтегрування.

Оберемо за шлях iнтегрування ламану ACB. Бачимо, що на
вiдрiзку AC: y = 1, 1 ≤ x ≤ 2, тодi dy = 0; на вiдрiзку CB:
x = 2, 1 ≤ y ≤ 3, тодi dx = 0.

Отже, маємо
(2,3)ˆ

(1,1)

(x + 3y)dx + (y + 3x)dy =

2ˆ

1

(x + 3)dx +

3ˆ

1

(y + 6)dy =

=

(
x2

2
+ 3x

)∣∣∣∣∣
2

1

+

(
y2

2
+ 6y

)∣∣∣∣∣
3

1

= (2 + 6)−
(

1

2
+ 3

)
+

(
9

2
+ 18

)
−

−
(

1

2
+ 6

)
= 8− 3, 5 + 4, 5 + 18− 1

2
− 6 = 20 +

1

2
= 20, 5.

71



Приклад 2. Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого родуˆ

L

y2dx + x2dy, де L – верхня половина елiпса x = a cos t, y =

b sin t, яка обходиться у напрямку проти годинникової стрiлки.
Розв’язання. Щоб звести до визначеного iнтеграла i скориста-

тись формулою (66), знайдемо dx = −a sin tdt, dy = b cos tdt,
0 ≤ t ≤ π, оскiльки верхня частина елiпса. Згiдно з формулою
(66) отримуємо

ˆ

L

y2dx + x2dy =

πˆ

0

(
(b sin t)2 · (−a sin t) + (a cos t)2 · b cos t

)
dt =

= ab

πˆ

0

(
a cos3 t− b sin3 t

)
dt =

= ab

a πˆ

0

cos2 td sin t + b

πˆ

0

sin2 td cos t

 =

= ab

a πˆ

0

(
1− sin2 t

)
d sin t + b

πˆ

0

(
1− cos2 t

)
d cos t

 =

= a2b

(
sin t− sin3 t

3

)∣∣∣∣∣
π

0

+ ab2

(
cos t− cos3 t

3

)∣∣∣∣∣
π

0

=

= ab2

((
−1 +

1

3

)
−
(

1− 1

3

))
= ab2

(
−2 +

2

3

)
= −4

3
ab2.

Приклад 3. Знайти роботу силового поля ~a = x~i+y~j+z~k при
перемiщеннi матерiальної точки вздовж першого витка гвинтової
лiнiї x = aet cos t; y = aet sin t; z = aet з точки O(0, 0, 0) у точку
A1(a; 0; a).
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Розв’язання. Згiдно з формулою (64) робота силового поля

A =

ˆ

OA1

xdx + ydy + zdz.

Знайдемо dx = aet(cos t − sin t)dt; dy = aet(sin t + cos t)dt; dz =

aetdt. Будемо вважати, що точцi O вiдповiдає t → −∞, а точцi
A1 вiдповiдає t = 0, тодi

A =

0ˆ

−∞

(
a2e2t cos t(cos t− sin t) + a2e2t sin t(sin t + cos t) + a2e2t

)
dt =

=
a2

2

0ˆ

−∞

((cos t− sin t) cos t + sin t(sin t + cos t) + 1) de2t =

=
a2

2

0ˆ

−∞

(
cos2 t− sin t cos t + sin2 t + sin t cos t + 1

)
de2t =

= a2e2t

∣∣∣∣0
−∞

= a2

(
1− lim

b→−∞
e2b

)
= a2,

(тут виник невласний iнтеграл з нескiнченною межею).

3. Формула Грiна
Якщо межа L замкнутої областi D гладка, а функцiї P (x, y)

та Q(x, y) неперервнi разом зi своїми частинними похiдними I-го

порядку
∂P

∂y
i
∂Q

∂x
, то правильна формула Грiна

˛

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy, (67)

де контур L обходиться так, що область D залишається злiва.
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Якщо P (x, y) i Q(x, y) в областi D задовольняють умову
∂Q

∂x
−

∂P

∂y
= 1, то подвiйний iнтеграл у формулi (67) визначає площу

областi D. Зокрема, якщо P = −1

2
y, Q =

1

2
x, то формула для

площi
S(D) =

1

2

˛

L

xdy − ydx.
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Тема 7. Потрiйнi iнтеграли
1. Означення потрiйного iнтеграла, його властивостi
Розглянемо функцiю f (x, y, z), неперервну в замкнутiй областi

Ω ⊂ R3. Розiб’ємо область Ω сiткою поверхонь на елементарнi
частини Ωi, якi не мають спiльних внутрiшнiх точок i об’єми яких
дорiвнюють ∆Vi, i = 1, 2, . . . , n. У кожнiй частинi Ωi виберемо
довiльну точку Pi (ξi, ηi, ζi) i утворимо суму

σn =

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi) ·∆Vi, (68)

яку називають iнтегральною сумою для функцiї f (x, y, z) по
областi Ω. Нехай λ = max

1≤i≤n
d (Ωi) – дiаметр розбиття (найбiль-

ший з дiаметрiв елементарних областей Ωi, i = 1, 2, . . . , n).
Означення 1. Якщо iснує скiнченна границя при λ → 0 iн-

тегральних сум (68), яка не залежить нi вiд способу розбиття
Ω на елементарнi частини Ωi, нi вiд вибору точок Pi (ξi, ηi, ζi) ∈
Ωi, то її називають потрiйним iнтегралом вiд функцiї f (x, y, z)

по областi Ω i позначають˚

Ω

f (x, y, z)dV або
˚

Ω

f (x, y, z)dxdydz.

Отже, згiдно з означенням можемо записати˚

Ω

f (x, y, z)dxdydz = lim
λ→0

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi) ·∆Vi. (69)

Якщо iнтеграл (69) iснує, то функцiя f (x, y, z) називається iн-
тегровною за Рiманом в областi Ω, а Ω є областю iнтегрування,
dV = dxdydz – елемент об’єму, по якому здiйснюємо iнтегруван-
ня.
Теорема. Неперервна в обмеженiй областi Ω функцiя

f (x, y, z) iнтегровна в цiй областi.
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Властивостi потрiйного iнтеграла. Потрiйний iнтеграл
є узагальненням подвiйного iнтеграла на випадок просторової
областi, тому властивостi подвiйного можна перенести на потрiй-
ний iнтеграл.

Нехай функцiї f (x, y, z) та g(x, y, z) iнтегровнi в Ω.

1)
˚

Ω

1 · dxdydz =

˚

Ω

dV = V , де V – об’єм областi Ω. (Вла-

стивiсть нормованостi)
2) Для ∀ {α, β} ⊂ R˚

Ω

(αf (x, y, z) + βg(x, y, z))dV =

= α

˚

Ω

f (x, y, z)dV + β

˚

Ω

g(x, y, z)dV

– властивiсть лiнiйностi.
3) Якщо Ω = Ω1 ∪Ω2, де Ω1 i Ω2 не мають спiльних внутрiшнiх

точок, то˚

Ω

f (x, y, z)dV =

˚

Ω1

f (x, y, z)dV +

˚

Ω2

f (x, y, z)dV

– властивiсть адитивностi.
4) Якщо f (x, y, z) ≥ 0 для ∀ (x, y, z) ∈ Ω, то˚

Ω

f (x, y, z)dV ≥ 0

– збереження знаку функцiї та iнтеграла.
5) Якщо f (x, y, z) ≥ g(x, y, z), ∀ (x, y, z) ∈ Ω, то˚

Ω

f (x, y, z)dV ≥
˚

Ω

g(x, y, z)dV
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– iнтегрування нерiвностi.
6) Оцiнка модуля iнтеграла∣∣∣∣∣∣

˚

Ω

f (x, y, z)dV

∣∣∣∣∣∣ ≤
˚

Ω

|f (x, y, z)| dV.

7) Оцiнка iнтеграла. Якщо m = inf
(x,y,z)∈Ω

f (x, y, z), M =

sup
(x,y,z)∈Ω

f (x, y, z), то

m · V ≤
˚

Ω

f (x, y, z)dV ≤M · V,

де V – об’єм областi Ω.
8) Середнє значення. Якщо f (x, y, z) неперервна в обмеженiй

замкненiй областi Ω, то iснує точка (ξ, η, ζ) всерединi областi Ω

така, що

f (ξ, η, ζ) =
1

V

˚

Ω

f (x, y, z)dV.

Число f (ξ, η, ζ) – середнє значення функцiї f (x, y, z) по областi
Ω.

2. Обчислення потрiйного iнтеграла в декартових коор-
динатах у випадку прямокутної i криволiнiйної областей

Як i для подвiйного iнтеграла, обчислення потрiйного зво-
дять до обчислення повторного, тобто до iнтегрування за кожною
змiнною окремо.

Нехай область Ω є прямокутним паралелепiпедом Ω = {a ≤
x ≤ b; c ≤ y ≤ d; p ≤ z ≤ q}, а f (x, y, z) – неперервна в областi Ω

функцiя.
Спроєктуємо область Ω на площину XOY , ї ї проекцiєю є пря-

мокутник Dxy = {a ≤ x ≤ b; c ≤ y ≤ d}.
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У цьому випадку отримаємо

˚

Ω

f (x, y, z)dV =

¨

Dxy

dxdy

qˆ

p

f (x, y, z)dz =

=

bˆ

a

dx

dˆ

c

dy

qˆ

p

f (x, y, z)dz. (70)

Зауваження 1. У формулi (70) можна змiнювати послiдов-
нiсть iнтегралiв.

Нехай область Ω обмежена знизу поверхнею z = z1(x, y), звер-
ху – поверхнею z = z2(x, y), а з бокiв – цилiндричною поверхнею,
твiрнi якої паралельнi осi OZ. Позначимо проєкцiю областi Ω на
площину XOY через Dxy i вважатимемо, що функцiї z1(x, y),
z2(x, y) неперервнi в Dxy. Для такої областi правильною є фор-
мула

˚

Ω

f (x, y, z)dV =

¨

Dxy

dxdy

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f (x, y, z)dz. (71)

Якщо областьDxy є правильною в напрямку осi OY i обмежена
кривими y = ϕ1(x), y = ϕ2(x) (a ≤ x ≤ b) знизу i зверху, то
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подвiйний iнтеграл по областi Dxy можна звести до повторного.
Формула набуває вигляду

˚

Ω

f (x, y, z)dV =

bˆ

a

dx

ϕ2(x)ˆ

ϕ1(x)

dy

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f (x, y, z)dz. (72)

У формулi (72) функцiю f (x, y, z) спочатку iнтегруємо за змiною
z при фiксованих x i y, потiм результат iнтегруємо за змiнною
y, вважаючи змiнну x сталою, i нарештi, останнiй iнтеграл обчи-
слюємо за змiнною x в межах вiд a до b.
Зауваження 2. Якщо область Ω є бiльш складною, то її по-

трiбно розбити на декiлька областей, описаних вище. Порядок
iнтегрування у (72) також може бути iншим.
Приклад 1. Знайти об’єм тетраедра, обмеженого координа-

тними площинами i площиною x + 2y + z − 6 = 0.
Розв’язання. Областю Ω є область, обмежена площинами x =

0; y = 0; z = 0 i
x

6
+
y

3
+
z

6
= 1 (рiвняння площини у вiдрiзках,

де a = 6; b = 3; c = 6 – величини вiдрiзкiв, якi площина вiдтинає
вiд координатних осей.)

Область Ω проєктується в трикутник на площину XOY : Dxy ={
0 ≤ x ≤ 6; 0 ≤ y ≤ 6− x

2

}
. Величина z змiнюється вiд 0 до z =

6−x−2y. Знайдемо об’єм тiла за (71), покладаючи f (x, y, z) = 1,
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тобто

V =

˚

Ω

dxdydz =

¨

Dxy

dxdy

6−x−2yˆ

0

dz =

=

6ˆ

0

dx

3−x2ˆ

0

dy

6−x−2yˆ

0

dz =

6ˆ

0

dx

3−x2ˆ

0

(
z

∣∣∣∣z=6−x−2y

z=0

)
dy =

=

6ˆ

0

dx

3−x2ˆ

0

(6− x− 2y)dy =

6ˆ

0

(
6y − xy − y2

)∣∣∣∣y=3−x2

y=0

dx =

=

6ˆ

0

(
6
(

3− x

2

)
− x

(
3− x

2

)
−
(

3− x

2

)2
)
dx =

=

6ˆ

0

(
18− 3x−�

�3x +
x2

2
− 9 + �

�3x− x2

4

)
dx =

=

6ˆ

0

(
9− 3x +

x2

4

)
dx =

(
9x− 3x2

2
+
x3

12

)∣∣∣∣6
0

=

= 54− 54 + 18 = 18(куб. од.).

Зi школи знаємо, що
V =

1

3
H · Sосн..

Тут H = 6; Sосн. – площа прямокутного4 зi сторонами 6 i 3, тому
Sосн. =

1

2
· 6 · 3 = 9. Отже, V =

1

3
· 6 · 9 = 18(куб. од.).

3. Замiна змiнних у потрiйному iнтегралi
Припустимо, що змiннi x, y, z виражаються через u, v, w: x =

x(u, v, w); y = y(u, v, w); z = z(u, v, w). Тут є взаємно однозна-
чне вiдображення областi Ω1 простору O1uvw, обмеженої кусково
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гладкими поверхнями, на область Ω простору OXY Z. Якщо цi
функцiї разом з частинами похiдними неперервнi в Ω1 i визначник
Якобi

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 в Ω1, (73)

то для потрiйного iнтеграла вiд неперервної функцiї f правильна
формула замiни змiнних˚

Ω

f (x, y, z)dxdydz =

=

˚

Ω1

f (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))|J(u, v, w)|dudvdw. (74)

Вираз |J(u, v, w)|dudvdw називається елементом об’єму в криво-
лiнiйних координатах u, v, w.

Найуживанiшими з криволiнiйних координат є цилiндричнi
координати r, ϕ, z: x = r cosϕ; y = r sinϕ; z = z, якобiан
J(r, ϕ, z) = r i формула (74) набуває вигляду˚

Ω

f (x, y, z)dxdydz =

=

˚

Ω1

f (r cosϕ, r sinϕ, z)rdrdϕdz, (75)

а також сферичнi координати r, ϕ, θ: x = r cosϕ sin θ; y =

r sinϕ sin θ; z = r cos θ, якобiан |J | = r2 sin θ i˚

Ω

f (x, y, z)dxdydz =

=

˚

Ω1

f (r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cosϕ)r2 sin θdrdϕdθ. (76)
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Нагадування (r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ θ ≤ π)

цилiндрична сферична

система координат система координат

Приклад 2. Обчислити
˝
Ω

z
(
x2 + y2

)
dxdydz, де Ω – тiло,

обмежене поверхнями: x2 + y2 = 2x; y = 0 (y > 0); z = 0, z = a.
Розв’язання. Рiвняння x2 + y2 − 2x = 0 або (x − 1)2 + y2 = 1

визначає в просторi цилiндр, в основi якого коло (x−1)2+y2 = 1 з
центром в точцi (1, 0) i твiрнi якого паралельнi осi OZ. Побудуємо
область та її проєкцiю Dxy на площину XOY .

Перейдемо до цилiндричних координат x = r cosϕ, y =

r sinϕ, z = z. Очевидно, що 0 ≤ z ≤ a. Бачимо, що
проєкцiєю тiла Ω на площину XOY є частина круга Dxy ={

(x, y) : (x− 1)2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0
}
. Тому 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤

2 cosϕ (це отримано з рiвняння кола в полярних координатах
(x− 1)2 + y2 = 1⇒ (r cosϕ− 1)2 + r2 sin2 ϕ = r2 cos2 ϕ− 2r cosϕ+
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1+r2 sin2 ϕ⇒ r2
(
cos2 ϕ + sin2 ϕ

)
−2r cosϕ = 1−1⇒ r2 = 2r cosϕ,

r 6= 0, r = 2 cosϕ). Застосуємо формулу (75), маємо

˚

Ω

z
(
x2 + y2

)
dxdydz =

aˆ

0

dz

π
2ˆ

0

dϕ

2 cosϕˆ

0

z · r2 · rdr =

=

aˆ

0

zdz

π
2ˆ

0

r4

4

∣∣∣∣2 cosϕ

0

dϕ =

aˆ

0

zdz

π
2ˆ

0

16

4
cos4 ϕdϕ =

= 4 · a
2

2
·

π
2ˆ

0

(
1 + cos 2ϕ

2

)2

dϕ =
a2

2

π
2ˆ

0

(
1 + 2 cos 2ϕ + cos2 2ϕ

)
dϕ =

=
a2

2

π
2ˆ

0

(
1 + 2 cos 2ϕ +

1

2
+

1

2
cos 4ϕ

)
dϕ =

=
a2

2

(
3

2
ϕ + sin 2ϕ +

1

8
sin 4ϕ

)∣∣∣∣π2
0

=
3a2π

8
+ 0 =

3a2π

8
.

Приклад 3. Обчислити
˝
Ω

(
x2 + y2

)
dxdydz, якщо Ω – тiло,

обмежене верхньою половиною сфери x2 + y2 + z2 = R2 та пло-
щиною z = 0.

Розв’язання. Перейдемо до сферичної системи координат x =

r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ.
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Тут 0 ≤ r ≤ R; 0 ≤ ϕ ≤ 2π; 0 ≤ θ ≤ π
2 . Вираз x2 + y2 =

r2 sin2 θ cos2 ϕ + r2 sin2 ϕ sin2 θ = r2 sin2 θ. Скористаємось форму-
лою (76)

˚

Ω

(
x2 + y2

)
dxdydz =

R̂

0

dr

2πˆ

0

dϕ

π
2ˆ

0

r2 sin2 θr2 sin θdθ =

=

R̂

0

r4dr

2πˆ

0

dϕ

π
2ˆ

0

sin3 θdθ = −
R̂

0

r4dr

2πˆ

0

dϕ

π
2ˆ

0

(
1− cos2 θ

)
d cos θ =

= −
R̂

0

r4dr

2πˆ

0

(
cos θ − cos3 θ

3

)∣∣∣∣π2
0

dϕ =

=

R̂

0

r4dr

2πˆ

0

2

3
dϕ =

2

3

R̂

0

r4dr(2π − 0) =
4π

3

R̂

0

r4dr =

=
4π

3
· r

5

5

∣∣∣∣R
0

=
4π

15
R5.

4. Застосування потрiйного iнтеграла
1) Об’єм тiла Ω у тривимiрному просторi обчислюється за фор-

мулою

V =

˚

Ω

dxdydz. (77)

2) Якщо просторова область Ω заповнена масою з густиною
ρ(x, y, z), то маса тiла Ω дорiвнює

m =

˚

Ω

ρ(x, y, z)dxdydz, (78)
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а координати центра мас C (xc, yc, zc) обчислюються за формула-
ми

xc =
Myz

m
; yc =

Mxz

m
; zc =

Mxy

m
, (79)

деMyz,Mxz,Mxy – статичнi моменти тiла вiдносно координатних
площин Y OZ, XOZ, XOY :

Myz =

˚

Ω

xρ(x, y, z)dxdydz, Mxz =

˚

Ω

yρ(x, y, z)dxdydz,

Mxy =

˚

Ω

zρ(x, y, z)dxdydz. (80)

Моменти iнерцiї тiла просторової областi Ω, заповненої масою
з густиною ρ, вiдносно осей OX , OY , OZ:

Ix =

˚

Ω

(
z2 + y2

)
ρ(x, y, z)dxdydz,

Iy =

˚

Ω

(
x2 + z2

)
ρ(x, y, z)dxdydz, (81)

Iz =

˚

Ω

(
x2 + y2

)
ρ(x, y, z)dxdydz.

Приклад 4. Знайти координти центра мас пiвкулi x2+y2+z2 ≤
R2, z ≥ 0, якщо густина в кожнiй точцi пропорцiйна вiдстанi вiд
цiєї точки до центра кулi.

Розв’язання. З умови задачi маємо, що ρ(x, y, z) =

k
√
x2 + y2 + z2. Внаслiдок симетрiї тiла отримаємо, що xc = yc =

0. Знайдемо zc. Для цього маємо знайти Mxy та m, якi обчислю-
ються так:

m = k

˚

Ω

√
x2 + y2 + z2dxdydz =
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= k

˚

Ω1

√
r2 cos2 ϕ sin2 θ + r2 sin2 ϕ sin2 θ + r2 cos2 θr2 sin θdrdϕdθ =

= k

˚

Ω1

r3 sin θdrdϕdθ = k

2πˆ

0

dϕ

π
2ˆ

0

sin θdθ

R̂

0

r3dr =

= kϕ

∣∣∣∣2π
0

· (− cos θ)

∣∣∣∣π2
0

· r
4

4

∣∣∣∣R
0

= 2kπ · 1 · R
4

4
=
kπR4

2
,

Mxy = k

˚

Ω

z
√
x2 + y2 + z2dxdydz =

= k

˚

Ω1

r cos θr3 sin θdrdϕdθ = k

2πˆ

0

dϕ

π
2ˆ

0

sin θ cos θdθ×

×
R̂

0

r4dr = k · 2π ·

π
2ˆ

0

sin θd(sin θ) · r
5

5

∣∣∣∣R
0

=

= k · 2π · sin2 θ

2

∣∣∣∣
π
2

0

· R
5

5
= k · 2π · 1

2
· R

5

5
=

1

5
kπR5.

Отже, zc =
Mxy

m
=

2

5
R, а тому C

(
0, 0,

2

5
R

)
.
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Тема 8. Поверхневi iнтеграли

1. Поверхневi iнтеграли 1-го роду
Нехай σ – кусково гладка по-

верхня, на якiй задана обмеже-
на функцiя f (M) = f (x, y, z).
Розiб’ємо σ на n неперетин-
них частин σi, площi яких ∆σi.
Нехай дiаметр σi позначимо
diamσi, а найбiльший з них бу-
де λ:

λ = max
1≤i≤n

diamσi.

На кожнiй частинi σi виберемо довiльну точкуMi (ξi, ηi, ζi) i скла-
демо iнтегральну суму

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi) ∆σi.

Означення 1. Поверхневим iнтегралом 1-го роду вiд функцiї
f по поверхнi σ називається границя iнтегральної суми при λ→
0, якщо вона iснує, скiнченна i не залежить нi вiд розбиття, нi
вiд вибору точок Mi. Позначення:

¨

σ

f (x, y, z)dσ = lim
λ→0

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi) ∆σi.

У цьому випадку f називається iнтегровною по σ, а σ є областю
iнтегрування.
Теорема. Якщо f – неперервна на σ, то f – iнтегровна по σ.
Обчислення: поверхневий iнтеграл першого роду зводиться

до подвiйного iнтеграла. Нехай поверхня σ задана рiвнянням z =
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z(x, y), (x, y) ∈ Dxy, тобто проєктується на XOY в область Dxy.
Тодi¨

σ

f (x, y, z)dσ =

¨

Dxy

f (x, y, z(x, y))

√
1 + (z′x(x, y))2 +

(
z′y(x, y)

)2
dxdy.

Якщо σ проєктується на XOZ в Dyz чи на XOZ в Dxz, то вiд-
повiдно¨

σ

f (x, y, z)dσ =

¨

Dyz

f (x(y, z), y, z))

√
1 +

(
x′y
)2

+ (x′z)
2dydz,

¨

σ

f (x, y, z)dσ =

¨

Dxz

f (x, y(x, z), z))

√
1 + (y′x)

2 + (y′z)
2dxdz.

Застосування поверхневих iнтегралiв 1-го роду
1. Площа P поверхнi σ: P =

˜
σ

dσ.

2. Фiзичнi застосування. Якщо на поверхнi σ розподiлено масу
з поверхневою густиною ν = ν(x, y, z), то

а) маса поверхнi

m =

¨

σ

ν(x, y, z)dσ;

б) статичнi моменти Myz, Mxz, Mxy вiдносно координатних
площин Y OZ, XOZ, XOY дорiвнюють

Myz =

¨

σ

xν(x, y, z)dσ, Mxz =

¨

σ

yν(x, y, z)dσ,

Mxy =

¨

σ

zν(x, y, z)dσ;

в) центр маси поверхнi – точка C (xc, yc, zc):

xc =
Myz

m
, yc =

Mxz

m
, zc =

Mxy

m
;
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г) моменти iнерцiї Ix, Iy, Iz вiдносно координатних осей OX ,
OY , OZ i момент iнерцiї I0 вiдносно початку вiдлiку:

Ix =

¨

σ

(
y2 + z2

)
νdσ, Iy =

¨

σ

(
x2 + z2

)
νdσ,

Iz =

¨

σ

(
x2 + y2

)
νdσ, I0 =

¨

σ

(
x2 + y2 + z2

)
νdσ.

Приклад 1. Знайти масу однорiдної поверхнi, обмеженої по-
верхнями z = x2 + y2 i z = 1.

Розв’язання. Побудуємо σ i спроє-
ктуємо її на XOY . Проєкцiєю бу-
де одиничний круг D. Нехай густина
ν(x, y, z) = ν0. Тодi

m =

¨

σ

ν0dσ =

=

¨

D

ν0

√
1 +

(
(x2 + y2)′x

)2
+
(

(x2 + y2)′y

)2

dxdy =

= ν0

¨

D

√
1 + (2x)2 + (2y)2dxdy.

Перейдемо до полярних координат (ρ, ϕ), де x = ρ cosϕ, y =

ρ sinϕ. Тодi D перейде в D∗ = {0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ < 2π}. Отже,

m = ν0

¨

D∗

√
1 + 4ρ2 cos2 ϕ + 4ρ2 sin2 ϕdρdϕ =

= ν0

¨

D∗

√
1 + 4ρ2ρdρdϕ = ν0

2πˆ

0

dϕ

1ˆ

0

√
1 + 4ρ2ρdρ =
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= ν0

2πˆ

0

dϕ
1

8

1ˆ

0

(
1 + 4ρ2

)1
2 d
(
1 + 4ρ2

)
=
ν0

8
· 2π

(
1 + 4ρ2

)3
2

3
2

∣∣∣∣∣∣
1

0

=

=
ν0π

4
· 2

3

(
5
3
2 − 1

)
=
ν0π

6
·
(

5
√

5− 1
)
.

2. Поверхневi iнтеграли 2-го роду
Нехай σ – двостороння по-

верхня, обмежена контуром L

без самоперетинiв. Виберемо
верхню сторону σ (де вектор
нормалi ~n напрямлений вгору,
див. мал.). Напрям обходу кон-
тура L додатний, якщо при ру-
сi вздовж L поверхня залишає-

ться злiва, а напрям ~n збiгається з напрямом вiд нiг до голови
(на мал. – проти годинникової стрiлки).

Нехай σ – гладка поверхня, яка задана рiвнянням z = z(x, y),
(x, y) ∈ Dxy, i на σ задана обмежена функцiя R(x, y, z). Розiб’ємо
σ на n частин σi, якi не мають спiльних точок. Проєкцiя σi на
XOY дорiвнює Di. Нехай ∆Si – площа областi Di iз знаком +,
якщо обрана зовнiшня сторона, i з −, якщо обрана внутрiшня
сторона σ. В кожнiй σi виберемо точку Mi (ξi, ηi, ζi). Iнтегральна
сума дорiвнює:

n∑
i=1

R (ξi, ηi, ζi) ∆Si.

Нехай λ = max
1≤i≤n

diam (σi) – максимальний дiаметр поверхонь σi.
Означення 2. Поверхневим iнтегралом 2-го роду вiд функцiї

R по поверхнi σ називається границя iнтегральної суми при
λ → 0, якщо ця границя iснує, скiнченна i не залежить нi вiд
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розбиття на σi, нi вiд вибору точок Mi. Позначення¨

σ

R(x, y, z)dxdy = lim
λ→0

n∑
i=1

R (ξi, ηi, ζi) ∆Si.

Якщо σ проєктується на Y OZ i XOZ в Dyz i Dxz вiдповiдно,
то є ще два поверхневi iнтеграли¨

σ

P (x, y, z)dydz i
¨

σ

Q(x, y, z)dxdz,

де P i Q визначенi на σ. Тодi розглядають суму¨

σ

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy.

Розглянемо зв’язок поверхневого iнтеграла 1-го i 2-го роду.
Нехай dσ – елемент площi поверхнi σ; α, β, γ

– кути мiж нормаллю ~n до σ i координатними
осями OX , OY , OZ. Тодi

dxdy = cos γdσ, dxdz = cos βdσ,

dydz = cosαdσ,

тому зв’язок мiж поверхневими iнтегралами 1-го i 2-го роду та-
кий:¨

σ

Pdydz +Qdxdz +Rdxdy =

¨

σ

(P cosα+Q cos β +R cos γ)dσ.

Фiзичний змiст: якщо вектор ~F = P~i + Q~j + R~k визначає
швидкiсть рiдини, то кiлькiсть Π рiдини, яка протiкає через по-
верхню σ за одиницю часу, називається потоком вектора ~F через
σ i дорiвнює

Π =

¨

σ

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy.
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Обчислення поверхневих iнтегралiв 2-го роду вiдбувається
шляхом зведення до подвiйних iнтегралiв.

Нехай R – неперервна, σ – гладка поверхня, яка задана рiвня-
нням z = z(x, y), (x, y) ∈ Dxy. Тодi¨

σ

R(x, y, z)dxdy = ±
¨

Dxy

R(x, y, z(x, y))dxdy,

причому + беруть тодi, коли кут мiж ~n i Oz гострий, а − якщо
кут тупий. Аналогiчно¨

σ

P (x, y, z)dydz = ±
¨

Dyz

P (x(y, z), y, z)dydz,

¨

σ

Q(x, y, z)dxdz = ±
¨

Dxz

Q(x, y(x, z), z)dxdz,

деDyz – проєкцiя σ на Y OZ,Dxz – проєкцiя σ наXOZ, а знаки +

чи − вибираються залежно вiд того, чи кути мiж ~n i OX та мiж
~n i OY гострi чи тупi. Якщо σ спроєктувати на всi координатнi
площини, то одержимо¨

σ

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = ±
¨

Dyz

P (x(y, z), y, z)dydz±

±
¨

Dxz

Q(x, y(x, z), z)dxdz ±
¨

Dxy

R(x, y, z(x, y))dxdy.

Приклад 2. Обчислити I =

¨

σ

(
x− y +

3

2
z

)
dydz+xdxdz−

zdxdy, де σ – зовнiшня сторона трикутника, утвореного перети-
ном площини 2x − 2y + z − 2 = 0 з координатними площинами.
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Розв’язання. Побудуємо σ, записавши рiвня-
ння площини у вiдрiзках:

x

1
+

y

−1
+
z

2
= 1.

Спроєктуємо σ на координатнi площини i
визначимо Dyz, Dxz, Dxy. Запишемо I =

I1 + I2 + I3. Визначимо кути α, β, γ мiж ~n i осями координат:
α, γ – гострi, β – тупий.

Оскiльки
{

2x− 2y + z − 2 = 0,

x = 0,
то z =

2y + 2, тому Dyz = {−1 ≤ y ≤ 0, 0 ≤ z ≤
2y+2}. Рiвняння поверхнi x = y− z

2
+1, тодi

I1 =

¨

σ

(
x− y +

3

2
z

)
dydz =

=

¨

Dyz

((
y − z

2
+ 1
)
− y +

3

2
z

)
dydz =

¨

Dyz

(z + 1)dydz =

=

0ˆ

−1

dy

2y+2ˆ

0

(z + 1)dz =

0ˆ

−1

(
z2

2
+ z

)∣∣∣∣z=2y+2

z=0

dy =

=

0ˆ

−1

(
(2y + 2)2

2
+ 2y + 2− 0

)
dy =

=

0ˆ

−1

(
2
(
y2 + 2y + 1

)
+ 2y + 2

)
dy =

0ˆ

−1

(
2y2 + 6y + 4

)
dy =

=

(
2y3

3
+

6y2

2
+ 4y

)∣∣∣∣0
−1

= 0−
(
−2

3
+ 3− 4

)
= 1

2

3
.
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Оскiльки
{

2x− 2y + z − 2 = 0,

y = 0,
то z =

2 − 2x i Dxz = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2 − 2x}.
Рiвняння поверхнi y = x+

z

2
− 1, β – тупий,

тодi

I2 =

¨

σ

xdxdz = −
¨

Dxz

xdxdz =

= −
1ˆ

0

dx

2−2xˆ

0

xdz = −
1ˆ

0

xz

∣∣∣∣z=2−2x

z=0

dx = −
1ˆ

0

x(2− 2x)dx =

= −
1ˆ

0

(
2x− 2x2

)
dx = −

(
2x2

2
− 2x3

3

)∣∣∣∣1
0

= −
(

1− 2

3
− 0

)
= −1

3
.

Оскiльки
{

2x− 2y + z − 2 = 0,

z = 0,
, то y =

x − 1 i Dxy = {0 ≤ x ≤ 1, x − 1 ≤ y ≤ 0}.
Рiвняння поверхнi z = −2x + 2y + 2. Тодi

I3 =

¨

σ

−zdxdy =

¨

Dxy

−(−2x+2y+2)dxdy =

=

¨

Dxy

(2x− 2y − 2)dxdy =

1ˆ

0

dx

0ˆ

x−1

(2x− 2y − 2)dy =

=

1ˆ

0

(
2xy − 2y2

2
− 2y

)∣∣∣∣y=0

y=x−1

dx =

1ˆ

0

(
0−

(
2x(x− 1)− (x− 1)2−

−2(x− 1))) dx =

1ˆ

0

(
−2x2 + 2x + x2 − 2x + 1 + 2x− 2

)
dx =
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=

1ˆ

0

(
−x2 + 2x− 1

)
dx =

(
−x

3

3
+

2x2

2
− x
)∣∣∣∣1

0

= −1

3
+1−1 = −1

3
.

Отже, I = I1 + I2 + I3 = 1
2

3
+ (−1

3
) + (−1

3
) = 1.

3. Формула Остроградського–Гаусса
Ця формула пов’язує поверхневi iнтеграли по замкнутiй по-

верхнi i потрiйнi iнтеграли по тiлу, обмеженому цiєю поверхнею.
Нехай замкнута областьG обме-

жена поверхнею σ: зверху части-
ною σ1, а знизу частиною σ2, σ =

σ1 ∪ σ2. Частина σ1 задана рiвнян-
ням z = z1(x, y), а σ2 – рiвнянням
z = z2(x, y), (x, y) ∈ D.

Нехай R(x, y, z) та R′z(x, y, z) –
неперервнi вG. Обчислимо потрiй-

ний iнтеграл, використовуючи формули для обчислення поверх-
невих iнтегралiв 2-го роду

˚

σ

∂R

∂z
dxdydz =

¨

D

dxdy

z1(x,y)ˆ

z2(x,y)

∂R

∂z
dz =

=

¨

D

R (x, y, z1(x, y)) dxdy −
¨

D

R (x, y, z2(x, y)) dxdy =

=

¨

σ1

R (x, y, z) dxdy −

−¨
σ2

R (x, y, z) dxdy

 =

=

¨

σ

R (x, y, z) dxdy.
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Аналогiчно˚

σ

∂P

∂x
dxdydz =

¨

σ

P (x, y, z) dydz,

˚

σ

∂Q

∂y
dxdydz =

¨

σ

Q (x, y, z) dxdz.

Тому формула Остроградського–Гаусса має вигляд:˚

σ

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

¨

σ

Pdydz + Qdxdz + Rdxdy.

Вона часто використовується для обчислення поверхневих iн-
тегралiв по замкнутих поверхнях.
Приклад 3. Обчислити I =

˜
σ

x2dydz+3ydxdz−2zdxdy, де σ

– зовнiшня сторона пiрамiди, обмеженої площинами x = 0, y = 0,
z = 0, x + y + z − 1 = 0.

Розв’язання. Рiвняння останньої площини у
вiдрiзках:

x

1
+
y

1
+
z

1
= 1.

Побудуємо пiрамiду. У нас P = x2, Q =

3y, R = −2z, тому частиннi похiднi P ′x =

2x, Q′y = 3, R′z = −2. За формулою
Остроградського–Гаусса

I =

˚

G

(
P ′x + Q′y + R′z

)
dxdydz =

˚

G

(2x + 3− 2)dxdydz =

=

˚

G

(2x + 1)dxdydz =

¨

D

dxdy

1−x−yˆ

0

(2x + 1)dz =

=

¨

D

(2x + 1)z

∣∣∣∣z=1−x−y

z=0

dxdy =

¨

D

(2x + 1)(1− x− y)dxdy =
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=

¨

D

(
2x− 2x2 − 2xy + 1− x− y

)
dxdy =

¨

D

(
x− 2x2−

−2xy − y + 1
)
dxdy =

1ˆ

0

dx

1−xˆ

0

(
x− 2x2 − 2xy − y + 1

)
dy =

=

1ˆ

0

(
xy − 2x2y − xy2 − y2

2
+ y

)∣∣∣∣y=1−x

y=0

dx =

=

1ˆ

0

(
x(1− x)− 2x2(1− x)− x(1− x)2 − 1

2
(1− x)2 + 1− x

)
dx =

=

1ˆ

0

(
x− x2 − 2x2 + 2x3 − x + 2x2 − x3 − 1

2
+ x− x2

2
+ 1− x

)
dx =

=

1ˆ

0

(
x3 − 3

2
x2 +

1

2

)
dx =

(
x4

4
− 3

2

x3

3
+

1

2
x

)∣∣∣∣1
0

=
1

4
− 1

2
+

1

2
=

1

4
.

Зауважимо, що при безпосередньому обчисленнi iнтеграла I

треба би було знаходити iнтеграли по кожнiй гранi пiрамiди.

4. Формула Стокса
Ця формула пов’язує поверхневi та криволiнiйнi iнтеграли.

Нехай поверхня σ задається рiв-
нянням z = z(x, y), (x, y) ∈ D, де
z, z′x, z′y – неперервнi вD; контур L
обмежує σ; l – проєкцiя L на xOy,
l = ∂D – межа D. Виберемо верх-
ню сторону σ. Нехай функцiї P ,
P ′x, P ′y, P ′z – неперервнi на σ.
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Доведемо, що криволiнiйний iнтеграл по замкнутому контуру
L дорiвнює˛

L

P (x, y, z)dx =

¨

σ

(
∂P

∂z
cos β − ∂P

∂y
cos γ

)
dσ.

Оскiльки z = z(x, y), то˛

L

P (x, y, z)dx =

˛

l

P (x, y, z(x, y))dx.

Застосуємо формулу Грiна:˛

l

Pdx + Qdy =

¨

D

(
Q′x − P ′y

)
dxdy,

де Q = 0. Тодi˛

l

P (x, y, z(x, y))dx = −
¨

D

∂

∂y
P (x, y, z(x, y))dxdy =

= −
¨

D

(
P ′y + P ′z · z′y

)
dxdy = I.

Далi вiдомо, що нормаль ~n колiнеарна до свого орта
(cosα; cos β; cos γ). З iншого боку, ~n =

(
−z′x,−z′y, 1

)
, бо кут γ мiж

~n i OZ – гострий (cos γ > 0). Маємо пропорцiйнiсть:

cos β

cos γ
=
−z′y

1
, z′y = −cos β

cos γ
.

Враховуючи це i рiвнiсть dxdy = cos γdσ, продовжуємо:

I = −
¨

D

(
P ′y − P ′z ·

cos β

cos γ

)
dxdy = −

¨

σ

(
P ′y − P ′z ·

cos β

cos γ

)
×

× cos γdσ = −
¨

σ

(
P ′y(x, y, z) cos γ − P ′z(x, y, z) cos β

)
dσ =
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=

¨

σ

(
P ′z cos β − P ′y cos γ

)
dσ.

Аналогiчно доводяться рiвностi˛

L

Q(x, y, z)dy =

¨

σ

(
∂Q

∂x
cos γ − ∂Q

∂z
cosα

)
dσ,

˛

L

R(x, y, z)dz =

¨

σ

(
∂R

∂y
cosα− ∂R

∂x
cos β

)
dσ.

Сума цих формул дає формулу Стокса:˛

L

Pdx + Qdy + Rdz =

¨

σ

((
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cosα+

+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
cos β +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

)
dσ.

Врахувавши зв’язок мiж криволiнiйними iнтегралами 1-го i 2-
го роду, одержимо ще одну формулу:˛

L

Pdx + Qdy + Rdz =

¨

σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz+

+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dxdz +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (82)

Зауваження 1. Формулу Стокса (82) легко запам’ятати,
якщо пiдiнтегральний вираз поверхневого iнтеграла записати як
визначник:(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dxdz +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

=

∣∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂•
∂x

∂•
∂y

∂•
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Зауваження 2. З формули Стокса випливає, що якщо
∂R

∂y
=

∂Q

∂z
,
∂P

∂z
=

∂R

∂x
,
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
, то для всякої замкнутої лiнiї L

криволiнiйний iнтеграл дорiвнює нулевi˛

L

Pdx + Qdy + Rdz = 0,

тобто iнтеграл не залежить вiд вигляду контура iнтегруван-
ня.
Зауваження 3. За допомогою формули Стокса обчислюють

криволiнiйнi iнтеграли 2-го роду по замкнутiй кривiй.
Приклад 4. За формулою Стокса обчислити I =

¸
L

x2y3dx +

dy + zdz, де L – коло x2 + y2 = 1, z = 0; σ – верхня сторона
пiвсфери x2 + y2 + z2 = 1, z > 0; напрям L додатний.

Розв’язання. У нас P = x2y3, Q = 1,
R = z. За формулою Стокса˛

L

Pdx + Qdy + Rdz =

=

¨

σ

∣∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂•
∂x

∂•
∂y

∂•
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣ .
Обчислимо визначник, розклавши за першим рядком:∣∣∣∣∣∣∣

dydz dxdz dxdy
∂•
∂x

∂•
∂y

∂•
∂z

x2y3 1 z

∣∣∣∣∣∣∣ =
(
z′y − 1′z

)
dydz −

(
z′x −

(
x2y3

)′
z

)
dxdz+

+
(

1′x −
(
x2y3

)′
y

)
dxdy = −3x2y2dxdy.

100



Отже,

I =

¨

σ

−3x2y2dxdy = −3

¨

D

x2y2dxdy =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
перехiд до полярних координат
x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ

dxdy = ρdρdϕ

D → D∗ = {0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ < 2π}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −3

¨

D∗

(ρ cosϕ)2(ρ sinϕ)2ρdρdϕ = −3

¨

D∗

ρ5(sinϕ cosϕ)2dρdϕ =

= −3

4

¨

D∗

ρ5 sin2 2ϕdρdϕ = −3

4

2πˆ

0

sin2 2ϕdϕ

1ˆ

0

ρ5dρ =

= −3

4

2πˆ

0

1− cos 4ϕ

2
dϕ · ρ

6

6

∣∣∣∣1
0

= −3

4
· 1

2
· 1

6

(
ϕ− 1

4
sin 4ϕ

)∣∣∣∣2π
0

=

= − 1

16
(2π − 0) = −π

8
.
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Питання для самоконтролю
1. Сформулюйте означення подвiйного iнтеграла через iнте-

гральну суму. Який його геометричний змiст?
2. Якi умови треба накласти на пiдiнтегральну функцiю для

iснування подвiйного iнтеграла?
3. Запишiть формули зведення подвiйного iнтеграла до повтор-

ного у випадку прямокутної областi, криволiнiйної областi.
4. Як змiнити порядок iнтегрування у повторному iнтегралi

для областi, що не є прямокутною?
5. У яких випадках при обчисленнi подвiйного iнтеграла до-

цiльно переходити до полярних координат? Як це зробити?
6. Що таке якобiан? Обчислiть якобiан для переходу до поляр-

ної системи координат у подвiйному iнтегралi.
7. У яких задачах фiзики застосовується подвiйний iнтеграл?
8. Введiть поняття криволiнiйного iнтеграла 1-го роду (по дов-

жинi дуги кривої). Наведiть умови його iснування та властивостi.
9. Запишiть формули для обчислення криволiнiйного iнтег-

рала 1-го роду у випадку явного, полярного, параметричного за-
дання кривої.

10. Наведiть приклади фiзичного застосування криволiнiй-ного
iнтеграла 1-го роду.

11. Введiть поняття криволiнiйного iнтеграла 2-го роду, наве-
дiть формули для його обчислення.

12. Чим вiдрiзняється криволiнiйний iнтеграл 1-го роду (за дов-
жиною дуги) вiд 2-го роду (за координатою)?

13. Чи змiниться значення криволiнiйного iнтеграла 1-го роду
та 2-го роду при змiнi напрямку обходу кривої?

14. Назвiть умови, за яких криволiнiйний iнтеграл 2-го роду не
залежить вiд шляху iнтегрування.

15. Що ви знаєте про властивостi криволiнiйного iнтеграла по
замкнутiй лiнiї?
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16. Сформулюйте формулу Грiна. Який зв’язок вона встанов-
лює мiж подвiйним та криволiнiйним iнтегралами?

17. Наведiть приклади застосування криволiнiйного iнтеграла
2-го роду.

18. Сформулюйте означення та властивостi потрiйного iнтегра-
ла.

19. Запишiть формули для обчислення потрiйного iнтеграла у
випадку паралелепiпеда, об’ємного тiла.

20. Опишiть перехiд до цилiндричних координат у потрiйному
iнтегралi. Для яких областей вiн найзручнiший?

21. У яких випадках для обчислення потрiйного iнтеграла ви-
користовують сферичнi координати? Назвiть межi змiни кутiв.

22. Як за допомогою потрiйного iнтеграла обчислити масу та
координати центра мас просторового тiла? Якi ще застосування
знаєте?

23. Що називають поверхневим iнтегралом 1-го роду та як вiн
зводиться до подвiйного iнтеграла?

24. Введiть поняття поверхневого iнтеграла 2-го роду, його фi-
зичний змiст та властивостi.

25. Наведiть приклади застосування поверхневих iнтегралiв у
фiзицi.

26. Сформулюйте теорему Остроградського-Гауса.
27. Сформулюйте теорему Стокса. Який зв’язок вона встанов-

лює мiж поверхневим та криволiнiйним iнтегралом?
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Завдання для самостійної роботи  

 

Задача 10. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі. Область 

інтегрування зобразити на рисунку. 

10.1. ∫ 𝑑𝑥
2

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

2𝑥

𝑥
.                  10.2. ∫ 𝑑𝑥

1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑥2

𝑥
.  

10.3.   ∫ 𝑑𝑦
2/3

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑦+3

2𝑦2 .          10.4.    ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑥2

−𝑥2 .      

10.5. ∫ 𝑑𝑥
𝑒

1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑙𝑛 𝑥

0
.                10.6. ∫ 𝑑𝑦

0

1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥√𝑦

𝑦
. 

10.7. ∫ 𝑑𝑥
𝜋

2
0

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑐𝑜𝑠 𝑥

0
.              10.8. ∫ 𝑑𝑥

4

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

√𝑥
𝑥

2

. 

10.9. ∫ 𝑑𝑥
1

−1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

√1−𝑥2

0
.          10.10. ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

4−𝑥

𝑥2+2

1

0
. 

10.11. ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

√25−𝑥2

0
.       10.12.∫ 𝑑𝑦

1

−2
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

4

𝑦2 .  

10.13. ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

2−𝑥2

𝑥
.           10.14. ∫ 𝑑𝑥

2

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

2

√2𝑥−𝑥2 . 

10.15. ∫ 𝑑𝑦
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥√𝑦

𝑦2 .              10.16. ∫ 𝑑𝑥
2

−6
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

2−𝑥
𝑥2

4
−1

. 

10.17. ∫ 𝑑𝑥
1

−1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

√1−𝑥2

−√1−𝑥2 .      10.18. ∫ 𝑑𝑥
2

1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

√2𝑥−𝑥2

2−𝑥
. 

10.19. ∫ 𝑑𝑦
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

3−𝑦

2𝑦2 .             10.20. ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

√𝑥

−√𝑥
. 

10.21. ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑥+3

𝑥

4

2
.             10.22. ∫ 𝑑𝑥

2

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

6−𝑥

2𝑥
. 

10.23. ∫ 𝑑𝑥
2

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

0

−√2𝑥−𝑥2 .      10.24. ∫ 𝑑𝑥
4

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

12𝑥

3𝑥2 .     

10.25. ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

2−𝑥

𝑥3 .            10.26. ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑥

−√𝑥
. 

10.27. ∫ 𝑑𝑥
0

−1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

√1−𝑥2

𝑥+1
.        10.28. ∫ 𝑑𝑥

3

1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

10−𝑥
9

𝑥

. 

10.29. ∫ 𝑑𝑥
2

1
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑥
1

𝑥

.                10.30. ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

(1−√𝑥)
2

0
. 

 

Задача 11. Обчислити подвійний інтеграл, в якому область інтегрування D 

обмежена заданими лініями. Область D зобразити на рисунку. 

11.1. ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 = 2. 
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11.2. ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥, 𝑥 = 1. 

11.3. ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 𝑦2, 𝑦 = 𝑥2 . 

11.4. ∬ (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 = 2.  

11.5. ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 2, 2𝑥 = 𝑦2. 

11.6. ∬ 𝑥2 𝑦2⁄ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 2,   𝑦 = 𝑥, 𝑥𝑦 = 1. 

11.7. ∬ 𝑒𝑥 𝑦⁄ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 0, 𝑦 = 1. 

11.8. ∬ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 𝜋, 𝑦 = 𝑥. 

11.9. ∬
1

√𝑎𝑥−𝑥2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦2 = 𝑎2 − 𝑎𝑥. 

11.10. ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑦 = 𝑥2,   𝑦 = 1 − 𝑥2. 

11.11. ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D – трикутник з вершинами О(0;0), А(1;0), 

В(0;1). 

11.12. ∬ 𝑥𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 1,   𝑥 = 𝑦2. 

11.13. ∬ (𝑦 + 1)−2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑦 = 1 − 𝑥2, 𝑦 = 0 . 

11.14. ∬
𝑥

√𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
, де область D обмежена лініями  𝑥𝑦 = 4, 𝑥 + 𝑦 = 5.  

11.15. ∬
𝑦2

𝑥2+𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
, де область D обмежена лініями   𝑦 = 𝑥, 𝑦 = −𝑥, 𝑦 = 1. 

11.16. ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D – трапеція з вершинами О(0;0), А(2;0), 

В(1;1), С(0;1). 

11.17. ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 0,   

𝑥 + 𝑦 = 2. 

11.18. ∬ √1 − 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 0,   

𝑥 + 𝑦 = 2. 

11.19. ∬ 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝜋. 

11.20. ∬ (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑥,   

𝑦 = 2 − 𝑥2 (𝑥 > 0). 
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11.21. ∬ 𝑥2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2 − 𝑥. 

11.22. ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 2, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 =
1

𝑥
. 

11.23. ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 4, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 =
𝑥

2
. 

11.24. ∬ 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 2, 𝑥 = 𝑦2. 

11.25. ∬ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 2𝑥 − 1,

𝑦 = 2 − 𝑥2  (𝑥 > 0). 

11.26. ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 𝜋, 𝑦 =
𝑥

2
,   

𝑦 = 2𝑥. 

11.27. ∬ 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑦 = 2, 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 =
𝑥

2
. 

11.28. ∬ (2𝑥 + 3𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 𝑦2, 𝑦 = 𝑥2. 

11.29. ∬ (𝑥 − 2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 1, 𝑦 = 1,   

𝑥 + 𝑦 = 3. 

11.30. ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 = −1. 

 

Задача 12. Побудувати область D, обмежену заданими лініями. За 

допомогою подвійного інтеграла обчислити: а) площу фігури D; б) центр мас 

однорідної пластини, яка має форму вказаної фігури D і густину 𝜌 = 1;                     

в) статичні моменти та моменти інерції цієї пластини відносно координатних 

осей. 

12.1.  D: 𝑥 = 𝑦2 + 1, 𝑥 + 𝑦 = 3. 

12.2.  D: 4𝑥 = 𝑦2, 4𝑦 = 𝑥2 

12.3.  D:  𝑦 = 2𝑥 − 𝑥2, 𝑥 = 2, 𝑥 = 0, 𝑦 = 2𝑥.  

12.4.  D:  4 − 𝑥 = 𝑦2, 𝑦 = 𝑥 + 2, 𝑦 = 2, 𝑦 = −2.  

12.5.  D:  4𝑦 = 𝑥2, 𝑦 =
𝑥

2
+ 2.  

12.6.  D:  𝑦 = 4 − 𝑥2, 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥.  

12.7.  D:    
𝑥2

4
+ 𝑦2 = 1, 𝑦 ≤

𝑥

2
 , 𝑦 ≥ 0. 



107 

12.8.  D:  𝑦 = 𝑥2, 𝑦 =
3

4
𝑥2 + 1.  

12.9.  D:  𝑦 = 𝑥2, 𝑥𝑦 = 1, 𝑥 = 0, 𝑦 = 2.  

12.10.  D:  𝑦 =
1

4
𝑥2, 𝑦 =

𝑥

2
+ 2.  

12.11.  D:  𝑥 = 1, 𝑦 = 2, 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥.  

12.12.  D:   𝑦 = 𝑥2, 𝑥 = −1, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0. 

12.13.  D:  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑥 = 0, 𝑥 =
𝜋

2
, 𝑦 = 0.  

12.14.  D:  𝑦 =
1

𝑥
, 𝑦 = 1, 𝑦 = 2, 𝑥 = 0. 

12.15.  D:  𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 𝑦. 

12.16.  D: 4𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0.   

12.17.  D:  𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 1. 

12.18.  D: 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 1, 𝑥 = 0. 

12.19.  D: 𝑦2 = 4𝑥 + 4, 𝑦2 = −2𝑥 + 4. 

12.20.  D: 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 4, 𝑥 = 1, 𝑥 = 4. 

12.21.  D: 𝑦 =
1

2
𝑥2, 𝑦 = 𝑥. 

12.22.  D: 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑥 = 0. 

12.23.  D: 2𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 1/2. 

12.24.  D: 𝑦 = 𝑥2, 𝑥 + 𝑦 = 2. 

12.25.  D: 𝑥 + 𝑦 = 5, 𝑥𝑦 = 4. 

12.26.  D: 𝑥 + 𝑦 = 4, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. 

12.27.  D: 𝑥 + 1 = 𝑦2, 𝑥 = 3. 

12.28.  D:   𝑦 = 2𝑥3, 2𝑥 = 𝑦2. 

12.29.  D: 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑦 = 0, 𝑥 = 𝜋/2. 

12.30.  D: 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑦 = 1, 𝑥 = 𝜋/2. 

 

Задача 13. Обчислити інтеграл, переходячи до полярних координат. 

Побудувати область інтегрування. 

13.1.  ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑒𝑥2+𝑦2

𝑑𝑦
√1−𝑥2

𝑥
. 

13.2.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – круг 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4. 
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13.3.  ∬ √𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – кільце 𝜋2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4𝜋2. 

13.4.  ∫ 𝑑𝑦
√2 2⁄

0
∫ √1 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑥.

√1−𝑦2

𝑦
 

13.5.  ∬ √𝑥2 + 𝑦2 − 9𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A обмежена колами 𝑥2 + 𝑦2 = 9,  

 𝑥2 + 𝑦2 = 25. 

13.6.  ∬ √4 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A обмежена лініями   𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 

  𝑥2 + 𝑦2 = 4 (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0). 

13.7.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A обмежена лініями (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1,  

 (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 4.  

13.8. ∬ 5𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0,  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4. 

13.9.  ∫ 𝑑𝑥
√2

0
∫ 𝑒𝑥2+𝑦2

𝑑𝑦
√4−𝑥2

𝑥
. 

13.10.  ∬ √𝑥2 + 𝑦2 − 1𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – кільце 1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 25. 

13.11.  ∬ sin (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – кільце 𝜋2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4𝜋2. 

13.12.  ∫ 𝑑𝑦
1

0
∫ √1 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑥.

√1−𝑦2

0
  

13.13.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – кільце 𝜋2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4.  

13.14.  ∬ √4 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – верхня половина круга  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4 . 

13.15.  ∬ cos(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A обмежена лініями 𝑥2 + 𝑦2 = 1, 𝑦 = 𝑥,   

𝑥 ≥ 0.  

13.16.  ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑒𝑥2+𝑦2

𝑑𝑦
√1−𝑥2

0
. 

13.17.  ∬ √𝑥2 + 𝑦2 − 9𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – круг  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 16. 

13.18.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)3𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами  𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≥ −𝑥,  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1. 

13.19.  ∫ 𝑑𝑦
1

0
∫ √1 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑥.

√1−𝑦2

√𝑦−𝑦2  

13.20.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами  𝑦 ≤ −𝑥,  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4. 

13.21.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)4𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами  𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≥ 𝑥,  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9. 
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13.22.  ∬ sin(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 𝑥,  

 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝜋2. 

13.23.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0,  

 1 ≤  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4. 

13.24.  ∫ 𝑑𝑥
3

0
∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦

√9−𝑥2

0
. 

13.25.  ∬ 2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑦 ≤ 𝑥2,  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2. 

13.26.  ∬ √𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A задана умовами  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 𝑥,  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4. 

13.27.  ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ √1 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑦.

√1−𝑥2

√𝑥−𝑥2  

13.28. ∬ √𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A – верхня половина кільця 𝜋2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9𝜋2. 

13.29.   ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A обмежена лініями   𝑦 = 2 − 𝑥,  𝑥2 + 𝑦2 = 1   

(𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0). 

13.30.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2 − 1)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, де A обмежена лініями   𝑦 = 𝑥, 𝑦 = −𝑥, 

  𝑥2 + 𝑦2 = 1 (𝑦 ≥ 0). 

 

Задача 14. Обчислити потрійний інтеграл. Побудувати область 

інтегрування V. 

14.1. ∭ (2𝑥2
𝑉

+ 3y + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами  2 ≤ 𝑥 ≤ 3, −1 ≤ 𝑦 ≤ 2,

0 ≤ 𝑧 ≤ 4. 

14.2. ∭ 𝑥2
𝑉

y𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами −1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 3, 2 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

14.3. ∭ (𝑥
𝑉

+ y + 4𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами −1 ≤ 𝑥 ≤ 1,  

 0 ≤ 𝑦 ≤ 2, −1 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

14.4. ∭ (𝑥2
𝑉

+ y2 + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 3, −1 ≤ 𝑦 ≤ 2,

0 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.5. ∭ 𝑥2
𝑉

y2𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  −1 ≤ 𝑥 ≤ 3, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2, 

 −2 ≤ 𝑧 ≤ 5. 
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14.6. ∭ (𝑥
𝑉

+ y + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 1, −1 ≤ 𝑦 ≤ 0,  

 1 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.7. ∭ (2𝑥 −
𝑉

y2 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  1 ≤ 𝑥 ≤ 5, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2, 

 −1 ≤ 𝑧 ≤ 0. 

14.8. ∭ 5𝑥
𝑉

y𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами −1 ≤ 𝑥 ≤ 0, 2 ≤ 𝑦 ≤ 3, 

 1 ≤ 𝑧 ≤ 4.  

14.9. ∭ 2𝑥
𝑉

y2𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами 0 ≤ 𝑥 ≤ 3, −2 ≤ 𝑦 ≤ 0,  

1 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.10. ∭ (𝑥2
𝑉

+ 2y2 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 

 0 ≤ 𝑦 ≤ 3, −1 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.11. ∭ (𝑥
𝑉

+ 2y𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  −2 ≤ 𝑥 ≤ 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,   

0 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.12. ∭ (𝑥
𝑉

+ y𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2,   

1 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

14.13. ∭ (𝑥
𝑉

y + 3𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,   

1 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.14. ∭ (𝑥
𝑉

y − 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,  

−1 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

14.15. ∭ (𝑥3
𝑉

+ y𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  −1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,   

0 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

14.16. ∭ (𝑥3
𝑉

+ y2 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 2, −1 ≤ 𝑦 ≤ 0,

0 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

14.17. ∭ (2𝑥2
𝑉

+ y − 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, −2 ≤ 𝑦 ≤ 1,

0 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

14.18. ∭ 𝑥2
𝑉

y𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами    0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 1 ≤ 𝑦 ≤ 2,  

−1 ≤ 𝑧 ≤ 0. 
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14.19. ∭ (𝑥
𝑉

+ y − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 4, 1 ≤ 𝑦 ≤ 3,  

−1 ≤ 𝑧 ≤ 5. 

14.20. ∭ (𝑥
𝑉

+ 2y + 3𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  −1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,

1 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.21. ∭ (3𝑥2
𝑉

+ 2y + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 

 −1 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

14.22.  ∭ (𝑥
𝑉

y − 𝑧3)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 1, −1 ≤ 𝑦 ≤ 2,   

0 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

14.23. ∭ 𝑥3
𝑉

y𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  −1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 1 ≤ 𝑦 ≤ 3,   

0 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

14.24. ∭ 𝑥
𝑉

y2𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами −2 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2,  

 0 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

14.25. ∭ 𝑥
𝑉

𝑦𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,   де V задана умовами   0 ≤ 𝑥 ≤ 2, −1 ≤ 𝑦 ≤ 0,  

 0 ≤ 𝑧 ≤ 4. 

14.26.∭ (𝑥
𝑉

+ y𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 1, −1 ≤ 𝑦 ≤ 4,   

0 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

14.27. ∭ (𝑥
𝑉

+ y2 − 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,   де V задана умовами  −2 ≤ 𝑥 ≤ 0, 1 ≤ 𝑦 ≤ 2,

0 ≤ 𝑧 ≤ 5. 

14.28. ∭ (𝑥
𝑉

+ y + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,  де V задана умовами −1 ≤ 𝑥 ≤ 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,

2 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

14.29. ∭ (𝑥
𝑉

+ y2 − 2𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами  1 ≤ 𝑥 ≤ 2, −2 ≤ 𝑦 ≤ 3,

0 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

14.30. ∭ (𝑥3
𝑉

+ y + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де V задана умовами  0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2,

0 ≤ 𝑧 ≤ 4. 
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Задача 15. Розставити межі інтегрування в потрійному інтегралі 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑉

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, де область інтегрування V обмежена заданими 

поверхнями. Побудувати область V.  

15.1.  V:  𝑥 = 1, 𝑥 = 2, 𝑦 = 4𝑥, 𝑦 = 3√𝑥, 𝑧 = 4  (𝑧 ≥ 0).  

15.2.  V:  𝑥 = 1,   𝑦 = 3𝑥, 𝑧 = 2𝑥2 + 2𝑦2  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  

15.3.  V:   𝑥 = 1, 𝑦 = 4𝑥, 𝑧 = √3𝑦  (𝑧 ≥ 0). 

15.4.  V:   𝑥 = 3,   𝑦 = 𝑥, 𝑧 = 3𝑥2 + 𝑦2  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  

15.5.  V:   𝑦 = 2, 𝑦 = 2𝑥, 𝑧 = 2√𝑥  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.6.  V:   𝑥 = 0, 𝑦 = 5,   𝑦 = 𝑥, 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2  (𝑧 ≥ 0). 

15.7.  V:   𝑦 = 1,   𝑦 = 2𝑥, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.8.  V:    𝑦 = 3, 𝑦 = 3𝑥, 𝑥 = 3√𝑧  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.9.  V:   𝑥 = 5, 𝑦 = 𝑥/5, 𝑧 = 𝑥2 + 5𝑦2  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.10.  V:   𝑥 = 2, 𝑦 = 4𝑥, 𝑦 = 2√𝑧  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.11.  V:   𝑥 = 3, 𝑦 = 𝑥/3, 𝑧 = (𝑥2 + 𝑦2)/2  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.12.  V:   𝑥 = 4, 𝑦 = 𝑥/4, 𝑧 = 4𝑦2  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.13.  V:   𝑦 = 3, 𝑦 = 3𝑥, 𝑧 = 2𝑥2 + 2𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.14.  V:   𝑦 = 8, 𝑦 = 4𝑥, 𝑧 = 3𝑥2 + 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.15.  V:  𝑦 = 10, 𝑦 = 5𝑥, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  

15.16.  V:   𝑦 = 2, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = −𝑥, 𝑧 = 3𝑥2 + 3𝑦2  (𝑧 ≥ 0). 

15.17.  V:   𝑥 = 1, 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = 3𝑥, 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2  (𝑧 ≥ 0). 

15.18.  V:   𝑦 = 1, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = −2𝑥, 𝑧 = 𝑥2 + 4𝑦2  (𝑧 ≥ 0). 

15.19.  V:   𝑦 + 𝑥 = 1, 𝑧 = 3𝑥2 + 2𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.20.  V:   2𝑦 + 3𝑥 = 6, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.21.  V:   𝑥 + 𝑦 = 2, 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.22.  V:   𝑥 + 𝑦 = 3, 𝑧 = 9 − 𝑥2 − 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.23.  V: 3𝑥 + 4𝑦 = 12, 𝑧 = 6 − 𝑥2 − 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.24.  V:   𝑦 = 3, 𝑦 = 𝑥, 𝑧 = 18 − 𝑥2 − 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

15.25.  𝑉:   𝑦 = 3𝑥, 𝑧 = 2, 𝑧 = 4𝑥2 + 4𝑦2  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).   

15.26.  V:  𝑦 = 4, 𝑦 = 2𝑥, 𝑧 = 10 − 𝑥2 − 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  
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15.27.  V:  𝑥 = 3, 𝑦 = 2𝑥, 𝑧 = 4√𝑦  (𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).   

15.28.  V:  2𝑥 + 3𝑦 = 6, 𝑧 = 3 + 𝑥2 + 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  

15.29.  V:  𝑥 + 2𝑦 = 4, 𝑧 = 16 − 𝑥2 − 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  

15.30.  V:  𝑥 + 𝑦 = 4, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  

 

Задача 16. Обчислити криволінійний інтеграл 1-го роду. 

16.1.  ∫ (𝑥𝑦 + 2𝑦2)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це дуга кола  𝑥2 + 𝑦2 = 1 від точки А(1;0) до 

В(-1;0)   (𝑦 ≥ 0). 

16.2.  ∫
1

√𝑥4+𝑦2+4
𝑑𝑙

𝐿
, де лінія L – це відрізок АВ, А(1;0), В(-1;0). 

16.3.  ∫ (3𝑦 + 𝑥𝑧)𝑑𝑙
𝐿

, де L – це частина лінії  𝑥 = 2𝑡, 𝑦 =
𝑡3

3
, 𝑧 = 𝑡2    від точки 

O(0;0;0) до В(2;
1

3
; 1). 

16.4.  ∫ (𝑥 + 𝑦)5𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок АВ, А(0;0), В(2;0). 

16.5.  ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L –  це дуга параболи  𝑦 = 2𝑥2 від точки А(1;2) до 

В(2;8). 

16.6.  ∫ 𝑥𝑦2𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L –  це відрізок АВ, А(2;0), В(2;4). 

16.7.  ∫ 𝑦2𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина циклоїди  𝑥 = 8(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡),   

𝑦 = 8(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋. 

16.8.  ∫ √𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це дуга кривої  𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,   

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋
2⁄ . 

16.9.  ∫ (𝑦𝑥2 − 3)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок АВ, А(2;4), В(0;4). 

16.10.  ∫ (𝑥2 + 𝑦2)3𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L –  це частина кола  𝑥2 + 𝑦2 = 4 у першій 

чверті. 

16.11. ∫ (𝑦 − 2𝑥)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок АВ,  А(0;1), В(2;0).  

16.12.  ∫ 𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина лінії  𝑦 = 𝑥3 від точки А(0;0) до В(1;1). 

16.13.  ∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок ВС, В(1;1), С(3;5). 
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16.14.  ∫ 𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина прямої  𝑥 = 2𝑡, 𝑦 = 2𝑡 − 2, 𝑧 = −𝑡 + 2,

0 ≤ 𝑡 ≤ 1. 

16.15.  ∫ 𝑧𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина гвинтової лінії  𝑥 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑧 =

𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋. 

16.16.  ∫ (𝑥𝑦 + 2𝑦2)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це дуга кола  𝑥2 + 𝑦2 = 1 у другому 

координатному куті. 

16.17.  ∫ (𝑧 + 𝑦)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L –це відрізок МВ, М(0;0;0), В(1;2;1). 

16.18.  ∫ 𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина  лінії  𝑥 = 2𝑡, 𝑦 = 𝑡3/3,   

𝑧 = 𝑡2  від точки O(0;0;0) до А(4;
8

3
; 4). 

16.19.  ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок АВ, А(1;1), В(-2;3). 

16.20.  ∫ 𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це дуга параболи  𝑦 = 𝑥2 від точки А(1;1) до В(2;4). 

16.21.  ∫ 2𝑥𝑦3𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок АВ, А(2;1), В(-2;0). 

16.22.  ∫ 𝑦2𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина циклоїди  𝑥 = 𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,

0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
. 

16.23.  ∫ (𝑥2 + 𝑦3 − 3)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок АВ, А(2;3), 

 В(-2;3). 

16.24.  ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це дуга кола  𝑥2 + 𝑦2 = 3  в третій чверті. 

16.25.  ∫ 𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це дуга  𝑥 = 3𝑡, 𝑦 = 3𝑡2, 𝑧 = 2𝑡3  від точки K(-3;3;-

2) до M(
3

2
; 

3

4
;

1

4
). 

16.26.  ∫ 𝑥𝑦𝑧𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це відрізок СР, С(-1;1;1), Р(2;3;-4). 

16.27.  ∫ 𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина лінії  𝑦 = 2𝑥3 − 5 від точки А(0;0-5) до 

В(1;-3). 

16.28.  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина прямої  𝑦 = 𝑥 від точки O(0;0) до 

P(𝜋; 𝜋). 
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16.29.  ∫ 𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L – це частина лінії  𝑥 = 2𝑡, 𝑦 = 2𝑡 − 2, 𝑧 = −𝑡 + 2,

1 ≤ 𝑡 ≤ 2. 

16.30.  ∫ 𝑥𝑑𝑙
𝐿

, де лінія L –  це частина лінії  𝑥 = 3𝑡, 𝑦 = 3𝑡2,   𝑧 = 2𝑡3  від точки 

О(0;0;0) до А(3;3;2). 

 

Задача 17. Знайти масу і центр мас лінії L із задачі 16 відповідного 

варіанту, яка має задану густину  𝜌 = 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

17.1.  𝜌 = 𝑥3.    17.2.  𝜌 = 𝑒𝑥+𝑦 .    17.3.  𝜌 = 𝑥.    17.4.  𝜌 = 𝑥2𝑒𝑥. 

17.5.  𝜌 = 5𝑥.    17.6.  𝜌 = 3𝑥2 + 𝑦2.    17.7.  𝜌 = 1.    17.8.  𝜌 = 1. 

17.9.  𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2.    17.10.  𝜌 = 𝑥.    17.11.  𝜌 = 𝑥2.    17.12.  𝜌 = 1. 

17.13.  𝜌 = 𝑥3.    17.14.  𝜌 = 𝑧.     17.15.  𝜌 = 1.     17.16.  𝜌 = 1. 

17.17.  𝜌 = 𝑥2.    17.18.  𝜌 = 1.    17.19.  𝜌 = 4/𝑦. 

17.20.  𝜌 = √𝑦(1 + 4𝑥2).    17.21.  𝜌 = 𝑥2.    17.22.  𝜌 = 1.     

17.23.  𝜌 = 4𝑦.    17.24.  𝜌 = 1.    17.25.  𝜌 = 1.    17.26.  𝜌 = 𝑥2. 

17.27.  𝜌 = 𝑥3.  17.28.  𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2.   17.29.  𝜌 = 𝑦2.  17.30.  𝜌 = 𝑧. 

 

Задача 18. Обчислити криволінійний інтеграл 2-го роду в заданому 

напрямку. 

18.1. ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга кривої  𝑦 = 𝑥3  від точки А(0;0) до 

В(1;1). 

18.2. ∫ 𝑥𝑦2𝑑𝑥 + 𝑦𝑧2𝑑𝑦 − 𝑥2𝑧𝑑𝑧
𝐿

, де L – це відрізок АВ  від точки А(0;0;0) до 

В(-2;4;5). 

18.3. ∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

, де L – коло 𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛𝑡,  що 

проходиться у додатному напрямі. 

18.4. ∫ (𝑥𝑦 − 1)𝑑𝑥 + 𝑥2𝑦𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга кривої  𝑦2 = 4 − 4𝑥  від точки 

А(1;0) до В(0;2). 

18.5. ∫
𝑥2𝑑𝑥−𝑦2𝑑𝑦

√𝑥23
+ √𝑦23𝐿

, де L – це дуга астроїди  𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛3𝑡 від точки 

А(2;0) до В(0;2). 
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18.6. ∫ (𝑥2 − 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 − 𝑦2)𝑑𝑦
𝐿

, де L – дуга кола 𝑥 = 5𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 5𝑠𝑖𝑛𝑡  від 

точки А(5;0) до В(0;5). 

18.7. ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦
𝐿

, де L – ламана лінія 𝑦 = |𝑥| від точки А(-

1;1) до В(2;2). 

18.8. ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 − (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

, де L – ламана лінія ОАВ, О(0;0), А(-2;0), В(4;5). 

18.9. ∫ (𝑥𝑦 − 1)𝑑𝑥 + 𝑥2𝑦𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга еліпса 𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛𝑡  від 

точки А(2;0) до В(0;3). 

18.10. ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга параболи  𝑦2 = 𝑥  від точки А(0;0) 

до В(1;1). 

18.11. ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑦 + 𝑧2𝑑𝑧
𝐿

, де L – це дуга гвинтової лінії    𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 =

𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑧 = 2𝑡   від точки А(1;0;0) до В(1;0;4𝜋). 

18.12. ∫ 𝑥2𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 + (𝑥 + 𝑦 − 1)𝑑𝑧
𝐿

, де L – відрізок від точки А(1;1;1) до В(-

2;-5;8). 

18.13. ∫ 𝑦𝑑𝑥 +
𝑥

𝑦
𝑑𝑦

𝐿
, де L – це дуга кривої  𝑦 = 𝑒−𝑥  від точки А(0;1) до В(-1;e). 

18.14. ∫ (𝑥2 − 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦2 − 2𝑥𝑦)𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга параболи  𝑦 = 𝑥2   від 

точки А(-1;1) до В(1;1). 

18.15. ∫ (𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦)/(𝑥2 + 𝑦2)
𝐿

, де L – це відрізок від точки А(1;0) до В(0;1). 

18.16. ∫
𝑦2+1

𝑦
𝑑𝑥 −

𝑥

𝑦2
𝑑𝑦

𝐿
, де L – це відрізок від точки А(1;2) до В(2;4). 

18.17. ∫ (𝑥2 + 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга параболи  𝑦 = 2𝑥2   від точки А(0;0) 

до В(1;2). 

18.18. ∫ (𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦2)𝑑𝑦
𝐿

, де L – ламана лінія АВC, А(1;2), В(1;5), 

C(3;5). 

18.19. ∫ 𝑦𝑧𝑑𝑥 + 𝑧√4 − 𝑦2𝑑𝑦 + 𝑥𝑦𝑑𝑧
𝐿

, де L – це дуга кривої  𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 =

2𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑧 = 𝑡/𝜋   від точки А(2;0;0) до В(2;0;2). 

18.20. ∫ 𝑦𝑧𝑑𝑥 + 𝑥𝑧𝑑𝑦 + 𝑥𝑦𝑑𝑧
𝐿

,  де L – це дуга кривої   𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡,  

𝑧 = 2𝑡, 1 ≤ 𝑡 ≤ 2.   
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18.21.  ∫
𝑑𝑦

𝑥
−

𝑑𝑥

𝑦𝐿
, де L – це чверть кола 𝑥 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝑡  в першій чверті 

при додатному обході. 

18.22. ∫ 2𝑥𝑑𝑦 − 3𝑦𝑑𝑥
𝐿

, де L – ламана лінія АВC, А(1;2), В(3;1), C(2;5). 

18.23. ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 + 𝑥𝑧𝑑𝑧
𝐿

,  де L – це чверть кола 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑧 = 1 

в першому октанті (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0) в напрямку зростання t. 

18.24. ∫ (𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 + 𝑧𝑑𝑧)/√𝑥2 − 𝑥 + 𝑦2 − 𝑦 + 𝑧2 + 2𝑧
𝐿

, де L – це відрізок від 

точки А(1;1;1) до В(4;4;4). 

18.25. ∫ (𝑥2 + 2𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦2 + 2𝑥)𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга параболи  

𝑦 = 2 − 𝑥2/8   від точки А(-4;0) до В(0;2). 

18.26. ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга еліпса  

𝑥2 +
𝑦2

9
= 1   в першій чверті від точки А(1;0) до В(0;3). 

18.27. ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦
𝐿

, де L – ламана лінія АВC, А(1;1), В(2;0), 

C(0;0). 

18.28. ∫ (𝑥 + 𝑦√𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥√𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦
𝐿

, де L – це дуга кола  𝑥2 +

𝑦2 = 1   від точки А(1;0) до В(-1;0). 

18.29. ∫ (𝑥𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥 +
𝑥2

2
𝑑𝑦

𝐿
, де L – це дуга кривої  𝑦 = 2√𝑥  від точки А(0;0) до 

В(1;2). 

18.30. ∫ 𝑥𝑑𝑥 +
𝑥

𝑦
𝑑𝑦

𝐿
, де L – це дуга кривої  𝑦 =

𝑥2

2
  від точки А(0;0) до В(2;2). 

 

Задача 19. Обчислити поверхневий інтеграл 1-го роду. 

19.1.  ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

( 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.2. ∬ 𝑥𝑦𝑧𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини 3𝑥 + 4𝑦 + 2𝑧 = 12   

(𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.3. ∬ 𝑥2𝑦2𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4  

(𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 
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19.4. ∬ (3𝑥 + 2𝑦 + 𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  

 
1

3
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.5. ∬ (𝑥2 + 2𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  2𝑥 + 𝑦 +
1

2
𝑧 = 1 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.6. ∬ 𝑥2𝑦𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  2𝑥 + 5𝑦 − 𝑧 = 10   

(𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≤ 0). 

19.7. ∬ (2𝑥𝑧 + 𝑦3)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.8. ∬ (2𝑥𝑦 + 3𝑦 + 𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини 

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 2  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.9. ∬ (𝑧 + 2𝑥 +
4

3
𝑦) 𝑑𝜎

𝜎
, де 𝜎 – частина площини   

6𝑥 + 4𝑦 + 3𝑧 = 12  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.10. ∬ 𝑦2𝑥𝑧𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1   

(𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.11. ∬ (2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини 

  3𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.12. ∬ (1 + 𝑥 + 𝑧)−2𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  

 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.13. ∬ 𝑦𝑧𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2  

 (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.14. ∬ (𝑧 − 5)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  4𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.15. ∬ 𝑥3𝑧𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 3  

 (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.16.  ∬ (𝑥2 + 2𝑦2)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 
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19.17. ∬ 𝑥𝑦𝑧2𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  3𝑥 + 4𝑦 + 2𝑧 = 12 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.18. ∬ 𝑦2𝑥𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.19. ∬ (3𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини 𝑥 + 3𝑦 + 3𝑧 = 3  (𝑥 ≥

0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.20. ∬ (𝑥2 + 2𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  3𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 3 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.21. ∬ 𝑥𝑦𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  2𝑥 + 5𝑦 + 𝑧 = 10 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.22. ∬ (2𝑥𝑧 + 𝑦2)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.23. ∬ (2𝑥𝑦 + 𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 2 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.24. ∬ (𝑥2 + 𝑥𝑦2)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.25. ∬ 𝑥3𝑦𝑧𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини 3𝑥 + 4𝑦 + 2𝑧 = 12 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.26. ∬ 3𝑥3𝑦2𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.27. ∬ (2𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  

 𝑥 + 3𝑦 + 3𝑧 = 3  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 

19.28. ∬ (3𝑥2 + 4𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  4𝑥 + 2 + 𝑧 = 2 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0).  

19.29. ∬ 𝑥3𝑦2𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини  2𝑥 + 5𝑦 − 𝑧 = 10 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≤ 0). 
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19.30. ∬ (2𝑧𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝜎
𝜎

, де 𝜎 – частина площини 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1 

  (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0). 



РОЗДIЛ III. РЯДИ
Тема 9. Числовi ряди

1. Основнi поняття про числовi ряди
Розглянемо деяку послiдовнiсть чисел

a1, a2, a3, . . . , an, . . . (83)

i утворимо вираз з цих чисел вигляду

a1 + a2 + . . . + an + . . . , (84)

який називається рядом, а числа a1, a2, . . . , an, . . . – його членами.
Замiсть виразу (84) будемо використовувати позначення

∞∑
n=1

an. (85)

Вiдмiтимо, що число n ∈ N пробiгає значення 1, 2, . . . до +∞.
Розглянемо послiдовнi суми членiв ряду (84) ((85)). Нехай

S1 = a1; S2 = a1 + a2; S3 = a1 + a2 + a3; . . . ;

Sn = a1 + a2 + . . . + an. (86)
Їх називають частинними сумами ряду. Продовжуючи далi су-
мувати члени ряду, дiстанемо послiдовнiсть частинних сум

S1, S2, S3, . . . , Sn, . . . . (87)

Розглянемо lim
n→∞

Sn. Якщо така границя є скiнченною i дорiв-
нює S, то ряд (84) називається збiжним, а число S є його сумою.
Якщо ж S = ±∞ або lim

n→∞
Sn не iснує, то ряд (84) називається

розбiжним.
Висновок. Питання збiжностi ряду (84) за означенням рiвно-

сильне питанню про iснування скiнченної границi послiдовностi
частинних сум (87) i навпаки, яку б довiльну послiдовнiсть

x1, x2, x3, . . . , xn, . . .
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не взяти, питання про iснування скiнченної границi для неї, зво-
диться до питання збiжностi ряду

x1 + (x2 − x1) + (x3 − x2) + . . . + (xn − xn+1) + . . . , (88)

для якого частинними сумами якраз i будуть члени послiдовностi.
При цьому сума ряду є границею послiдовностi.

Приклад 1. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=0

bqn, b 6= 0, та у

випадку збiжностi знайти його суму.
Розв’язання. Члени цього ряду утворюють геометричну про-

гресiю
b + bq + bq2 + . . . + bqn + . . . , b 6= 0.

Бачимо, що S1 = b; S2 = b + bq; S3 = b + bq + bq2; . . . ; Sn =

b + bq + bq2 + . . . + bqn−1. Якщо q 6= 1, то можемо знайти Sn за
вiдомою формулою

Sn =
b (1− qn)

1− q
=

b

1− q
− bqn

1− q
.

Проаналiзуємо цю формулу. Бачимо, що якщо |q| < 1, то qn → 0

при n→∞ i тому

lim
n→∞

b

1− q
− lim

n→∞

bqn

1− q
=

b

1− q
,

а отже ряд збiгається i його сума S =
b

1− q
.

Якщо q > 1, то qn → +∞ при n → ∞ i lim
n→∞

Sn = ∞. Якщо
q < −1, то lim

n→∞
Sn не iснує. Отже, ряд розбiгається при |q| > 1.

Якщо q = 1, то отримаємо ряд b + b + b + . . . + b + . . ., ча-
стинна сума якого Sn = bn, а lim

n→∞
bn = b lim

n→∞
n = ∞, тому ряд є

розбiжним.
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Якщо ж q = −1, то отримуємо ряд b (1− 1 + 1− 1 + . . .+

+(−1)n + . . .), частиннi суми якого є, як бачимо, S1 = b; S2 = 0;

S3 = b; S4 = 0; . . . ; Sn =

{
0, n = 2k (парне),
b, n = 2k − 1 (непарне), k ∈ N.

У цьому випадку не iснує границi послiдовностi частинних сум,
тому ряд є розбiжним.

Висновок. Ряд
∞∑
n=1

bqn збiгається при |q| < 1 i його сума

S =
b

1− q
, а при |q| ≥ 1 вiн розбiгається. Якщо у рядi (84)

вiдкинути першi m членiв, то отримаємо ряд

am+1 + am+2 + . . . + am+k + . . . =

∞∑
n=m+1

an = rm, (89)

який назвемо залишком ряду (84) пiсля m-го члена, або m-им
залишком ряду. Для збiжних рядiв виконується

S =

∞∑
k=1

ak =

m∑
k=1

ak +

∞∑
k=m+1

ak = Sm + rm.

Якщо числовий ряд (84) збiгається, то lim
m→∞

rm = 0.
Розглянемо деякi властивостi числових рядiв.

1) Нехай числовий ряд
∞∑
n=1

an збiгається, тодi збiгається i ряд

∞∑
n=1

C · an, де C ∈ R, C 6= 0 i його сума дорiвнює C · S, де S –

сума ряду
∞∑
n=1

an.

Приклад 2. Вiдомо, що 1 +
1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n
+ . . . є збiжним

рядом. Довести, що збiгається ряд

24 + 23 + 22 + 2 + 1 +
1

2
+ . . . +

1

2n−4
+ . . . .
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Роз’язання. Справдi
∞∑
n=0

1

2n−4
=

∞∑
n=0

1

2n · 2−4
= 24 ·

∞∑
n=0

1

2n
.

Бачимо, що множником C тут є C = 24.

2) Якщо
∞∑
n=1

an та
∞∑
n=1

bn збiгаються до S1 i S2 вiдповiдно (до

сум), то збiгаються ряди
∞∑
n=1

(an ± bn) i їхнi суми дорiвнюють S1±

S2.

Приклад 3. Дослiдити ряд
∞∑
n=0

2n + 3n

6n
= 2 +

5

6
+

13

36
+ . . . +

2n + 3n

6n
+ . . . на збiжнiсть i знайти його суму.

Роз’язання. Виконаємо почленне дiлення у загальному членi
ряду, отримаємо

∞∑
n=0

2n + 3n

6n
=

∞∑
n=0

(
2n

6n
+

3n

6n

)
=

∞∑
n=0

(
1

3

)n
+

∞∑
n=0

(
1

2

)n
.

Знайдемо S1 =
1

1− 1
3

=
3

2
; S2 =

1

1− 1
2

= 2. Отже, S = S1 + S2 =

3

2
+ 2 =

7

2
.

3) Якщо до ряду
∞∑
n=1

an додати або вiдкинути скiнченну кiль-

кiсть членiв, то отриманий ряд збiгається або розбiгається одно-
часно з даним рядом.
Приклад 4. Визначити, чи збiгається числовий ряд

100 +
√

2 +
1

23
+

1

25
+

1

26
+ . . . +

1

2n+1
+ . . . .
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Роз’язання. Зi збiжностi ряду

1 +
1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n
+ . . .

та властивостi 3) випливає збiжнiсть даного ряду. Вiн отрима-
ний додаванням двох доданкiв та вiднiманням 4-ох членiв ряду
∞∑
n=0

1

2n
.

4) Необхiдна умова збiжностi ряду. Якщо ряд
∞∑
n=1

an збiжний,

то його загальний член прямує до нуля. Це випливає з того, що
якщо частинна сума Sn має скiнченну границю S, а разом з нею
i Sn−1 також, то

an = Sn − Sn−1 → 0, n→∞.

Якщо ця умова порушується, то ряд розбiгається. Але ця умова
не є достатньою.

Покажемо, що гармонiчний ряд
∞∑
n=1

1

n
з загальним членом

an =
1

n
, an → 0 при n → ∞, але цей ряд є розбiжним. Для цьо-

го використаємо критерiй Кошi збiжностi числового ряду: для
того, щоб числовий ряд (84) був збiжним, необхiдно i достатньо,
щоб для ∀ε > 0 ∃ номер n0 ∈ N , що для всiх n ≥ n0 i p ∈ N

виконувалась нерiвнiсть

|Sn+p − Sn| < ε. (90)

Перевiримо виконання умови (90). Нехай p = n, тодi S2n−Sn =
2n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k
=

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n
. Оскiльки

1

n + 1
>

1

2n
;

1

n + 2
>

1

2n
; . . . ;

1

2n− 1
>

1

2n
, то S2n−Sn =

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . .+
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1

2n
≥ n · 1

2n
=

1

2
, n ∈ N, а отже не виконується умова (90). Ряд

розбiгається (мало б бути S2n − Sn → 0 при n→∞).

2. Числовi ряди з додатними членами. Ознаки збiжно-
стi числових рядiв з додатними членами

Будемо вважати, що члени ряду (84) є додатними. Розглянемо
найбiльш вживанi ознаки збiжностi числових рядiв з додатними
членами.
I. Ознаки порiвняння. Нехай маємо два ряди з невiд’ємними

членами: ∞∑
n=1

an (91)

та ∞∑
n=1

bn. (92)

1) Якщо an ≤ bn, n ∈ N, то зi збiжностi ряду (92) випливає збi-
жнiсть ряду (91), а з розбiжностi ряду (91) випливає розбiжнiсть
ряду (92).

2) Якщо iснує lim
n→∞

an
bn

= l, де 0 < l < +∞ за умови, що bn > 0,

n ∈ N, то обидва ряди збiжнi або розбiжнi одночасно. Причо-
му зi збiжностi (92) при l < +∞ випливає збiжнiсть (91), а з
розбiжностi ряду (91) при l > 0 випливає розбiжнiсть (92).

3) Якщо починаючи з деякого n ∈ N виконується нерiвнiсть

an+1

an
≤ bn+1

bn
,

то зi збiжностi ряду (92) випливає збiжнiсть (91) або з розбiжно-
стi ряду (91) випливає розбiжнiсть (92).

”Еталонним” рядом, який використовують для порiвняння при
застосуваннi ознак порiвняння є узагальнений гармонiчний ряд
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∞∑
n=1

1

np
, p ∈ R, який збiжний при p > 1 i розбiжний при p ≤ 1.

Приклад 5. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

sin2 n

5n
.

Роз’язання. Бачимо, що загальний член ряду an =
sin2 n

5n
> 0,

тому ряд є рядом з додатними членами. Скористаємось ознакою

порiвняння 1). Оскiльки sin2 n ≤ 1, n ∈ N, тому
sin2 n

5n
≤ 1

5n
. З

попереднього знаємо, що ряд
∞∑
n=1

1

5n
є збiжним (геометрична про-

гресiя з q =
1

5
). Отже, зi збiжностi ряду

∞∑
n=1

1

5n
випливає збiжнiсть

∞∑
n=1

sin2 n

5n
.

II. Ознака Даламбера. Якщо члени ряду
∞∑
n=1

an задовольня-

ють умови
1) an > 0, n ∈ N;
2) iснує lim

n→∞

an+1

an
= D, 0 ≤ D <∞, тодi якщо число D < 1, то

ряд
∞∑
n=1

an збiгається, якщо D > 1 – розбiгається. У випадку D =

1 потрiбно додаткове дослiдження. Ця ознака не дає вiдповiдi на
питання про збiжнiсть ряду у цьому випадку.
Приклад 6. Дослiдити на збiжнiсть числовий ряд

1

2!
+

2

3!
+ . . . +

n

(n + 1)!
+ . . . .
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Роз’язання. Тут an =
n

(n + 1)!
, an+1 =

n + 1

((n + 1) + 1)!
=

n + 1

(n + 2)!
.

Розглянемо lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

n+1
(n+2)!
n

(n+1)!

= lim
n→+∞

n + 1

(n + 2)!
· (n + 1)!

n
=

lim
n→+∞

n + 1

n
· (n + 1)!

(n + 1)!(n + 2)
= lim

n→+∞

n + 1

n(n + 2)
= lim

n→+∞

n
(
1 + 1

n

)
n(n + 2)

=

0. Отже, D = 0 ⇒ ряд збiгається.

III. Радикальна ознака Кошi. Якщо члени ряду
∞∑
n=1

an за-

довольняють умови
1) an > 0, n ∈ N;
2) iснує lim

n→∞
n
√
an = C, де 0 ≤ C < +∞, тодi при C < 1 ряд

збiгається, при C > 1 – розбiгається. При C = 1, аналогiчно як i
при ознацi Даламбера, потрiбно iнше дослiдження.
Приклад 7. Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

(
3n− 1

8n + 5

)2n

.

Роз’язання. Бачимо, що умова 1) виконується, тобто ряд є з
додатними членами. Знайдемо

lim
n→∞

n

√(
3n− 1

8n + 5

)2n

= lim
n→∞

((
3n− 1

8n + 5

)2n
) 1

n

= lim
n→∞

(
3n− 1

8n + 5

)2

=

= lim
n→∞

(
n
(
3− 1

n

))2(
n
(
8 + 5

n

))2 = lim
n→∞

n2
(
3− 1

n

)2

n2
(
8 + 5

n

)2 =

(
3

8

)2

=
9

64
.

Оскiльки
9

64
< 1, тому ряд збiжний.

Iнтегральна ознака Кошi–Маклорена. Припустимо, що f
визначена на [1; +∞) зi значеннями в R i задовольняє умови

1) для довiльних x ≥ 1 функцiя f (x) ≥ 0;
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2) функцiя f – незростаюча, неперервна при x ≥ 1.

Якщо покласти an = f (n), n ∈ N, то ряд
∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

f (n) збi-

гається або розбiгається залежно вiд того, збiжним чи розбiжним

є невласний iнтеграл I-го роду
+∞ˆ

1

f (x)dx.

Приклад 8. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

n

1 + n2
.

Роз’язання. Бачимо
n

1 + n2
= f (n). Замiнимо арумент n на x i

розглянемо iнтеграл
+∞ˆ

1

x

1 + x2
dx = lim

R→+∞

R̂

1

x

1 + x2
dx = lim

R→+∞

1

2

R̂

1

d
(
1 + x2

)
1 + x2

=

=
1

2
lim

R→+∞

1+R2ˆ

2

dt

t
=

1

2
lim

R→+∞

(
ln |t|

∣∣∣∣1+R2

2

)
=

=
1

2
lim

R→+∞

(
ln
(
1 + R2

)
− ln 2

)
= +∞,

оскiльки ln
(
1 + R2

)
→ +∞ при R → +∞. Отже, границя не-

скiнченна, iнтеграл розбiжний, а отже i ряд також розбiжний.
Зауваження. Мiж вказаними рядами (нескiнченними сума-

ми) та невласними iнтегралами I-го роду є зв’язок. Ряду
∞∑
n=1

an

вiдповiдає
+∞ˆ

1

f (x)dx, де f (n) = an; частиннiй сумi Sn вiдповiдає
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R̂

1

f (x)dx (власний iнтеграл). Зi збiжностi
+∞ˆ

1

f (x)dx випливає

збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

f (n).

3. Знакозмiннi числовi ряди. Їх абсолютна та умовна
збiжностi

Розглянемо ряд (84) з довiльними членами, серед яких є як
додатнi, так i вiд’ємнi. Поставимо йому у вiдповiднiсть ряд з аб-
солютних величин (модулiв) вигляду

∞∑
n=1

|an| = |a1| + |a2| + . . . + |an| + . . . . (93)

Означення 1. Ряд з довiльними членами
∞∑
n=1

an називається

абсолютно збiжним, якщо збiгається ряд з абсолютних величин
цього ряду (93).

Означення 2. Знакозмiнний ряд
∞∑
n=1

an називається умовно

збiжним, якщо вiн збiгається, але ряд з абсолютних величин
(93) розбiгається.

Розглянемо знакозмiнний ряд

a1 − a2 + a3 − a4 + . . . + (−1)n+1an + . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1an,

де an > 0, n ∈ N, знаки членiв чергуються. Для дослiдження
його збiжностi застосуємо таку ознаку.
Ознака Лейбнiца: якщо 1) an > an+1 > 0, n ∈ N; 2) lim

n→∞
an =

0, то ряд
∞∑
n=1

(−1)n+1an збiгається, причому його сума S додатна
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i не перевищує a1.
Приклад 9. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . + (−1)n−1 1

n
+ . . . .

Розв’язання. Спочатку дослiдимо ряд на абсолютну збiжнiсть.
Розглянемо ряд з додатними членами

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . +

1

n
+ . . . .

За iнтегральною ознакою можемо показати, що вiн розбiжний.
Справдi, нехай an =

1

n
= f (n). Замiнимо n на x i розглянемо

iнтеграл
+∞ˆ

1

dx

x
= lim

R→+∞

R̂

1

dx

x
= lim

R→+∞
(lnR− ln 1) = +∞,

а, отже, iнтеграл є розбiжним, тому розбiжним є гармонiчний ряд
∞∑
n=1

1

n
. Отже, даний ряд не є абсолютно збiжний.

Перевiримо умови ознаки Лейбнiца. Бачимо, що 1) an =
1

n
,

an+1 =
1

n + 1
,

1

n + 1
<

1

n
, n ∈ N, – виконується; 2) lim

n→∞

1

n
= 0 –

виконується.
Тому за ознакою Лейбнiца даний ряд збiжний. Оскiльки вiн не

є абсолютно збiжний, то збiжнiсть умовна.
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Тема 10. Функцiональнi ряди. Степеневi ряди.
Ряди Маклорена i Тейлора

1. Поняття про функцiональний ряд. Означення су-
ми ряду, абсолютної, поточкової, рiвномiрної збiжностi.
Ознака Вейєрштрасса

Розглянемо деяку послiдовнiсть функцiй {un(x), n ∈ N}, члени
якої визначенi на деякiй множинi X ⊂ R. Вираз вигляду

u1(x) + u2(x) + . . . + un(x) + . . . =

∞∑
n=1

un(x) (94)

називається функцiональним рядом (вiд слова ”функцiя”). Зафi-

ксуємо x0 ∈ X i розглянемо числовий ряд
∞∑
n=1

un (x0). Вiн може

бути збiжним або розбiжним. Якщо ряд
∞∑
n=1

un (x0) збiгається,

то x0 називають точкою збiжностi функцiонального ряду (94).
Множина D ⊂ X всiх точок збiжностi функцiонального ряду
називається його областю збiжностi. Cкiнченна сума

Sn(x) = u1(x) + u2(x) + . . . + un(x) =

n∑
k=1

uk(x) (95)

називається n-ою частинною сумою ряду (94), а функцiя

S(x) = lim
n→∞

Sn(x),

яка визначена в D – сумою ряду (94).
Функцiя

rn(x) = S(x)− Sn(x) =

∞∑
k=n+1

uk(x) (96)

називається залишком ряду (94). Очевидно, що для збiжного ря-
ду lim

n→∞
rn(x) = 0, x ∈ X (аналогiчно як i для числових рядiв).
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Збiжнiсть функцiонального ряду в кожнiй точцi x ∈ D на-
зивається поточковою збiжнiстю.

Функцiональний ряд (94) називається абсолютно збiжним на
множинi D1 ⊂ X , якщо в кожнiй точцi цiєї множини збiгається

ряд
∞∑
n=1

|un(x)| (з абсолютних величин функцiй).

Оскiльки з абсолютної збiжностi ряду в точцi випливає його
збiжнiсть, тому D1 ⊂ D.
Приклад 1. Знайти область збiжностi ряду

∞∑
n=1

(x− 1)n

n · 3n
.

Розв’язання. Будемо вважати, що x – стале, розглянемо ряд з
абсолютних величин ∞∑

n=1

∣∣∣∣(x− 1)n

n · 3n

∣∣∣∣ .
Оскiльки

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

|x− 1|n+1

(n + 1) · 3n+1
· n · 3n

|x− 1|n
=

= |x− 1| · lim
n→+∞

n

3(n + 1)
=
|x− 1|

3
,

то, згiдно з ознакою Даламбера, ряд збiгається абсолютно, якщо
|x− 1|

3
< 1. Розписавши останню нерiвнiсть |x−1| < 3, або −3 <

x− 1 < 3, отримаємо, що −2 < x < 4. Дослiдимо окремо числовi
ряди, якi отримаємо при x = −2 та x = 4.

У точцi x = −2 матимемо
∞∑
n=1

(−2− 1)n

3n · n
=

∞∑
n=1

(−3)n

3n · n
=

= −1 +
1

2
− 1

3
+

1

4
− . . . + (−1)n

1

n
+ . . . .
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З попередньої теми знаємо, що для цього ряду виконуються умови
ознаки Лейбнiца, тому вiн збiжний. У точцi x = 4 отримаємо ряд

= 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . +

1

n
+ . . . ,

який є гармонiчним рядом, а вiн, як вiдомо, розбiгається.
Отже, множина [−2, 4) є областю збiжностi ряду.
Функцiональний ряд називається рiвномiрно збiжним на мно-

жинi X , якщо послiдовнiсть його частинних сум {Sn, n ∈ N},
x ∈ X збiгається рiвномiрно на X , тобто

∀ε > 0 ∃n0(ε), що ∀n > n0(ε) i ∀x ∈ X :

|rn(x)| = |S(x)− Sn(x)| < ε.

Вiдмiннiсть мiж поточковою i рiвномiрною збiжнiстю полягає
в тому, що у першому випадку номер n0 залежить вiд ε та x ∈ X ,
а в другому тiльки вiд ε.

Сформулюємо достатню ознаку рiвномiрної збiжностi фун-
кцiонального ряду.
Ознака Вейєрштрасса. Якщо для функцiонального ряду (94)

iснує такий збiжний числовий ряд
∞∑
n=1

an, що для всiх x ∈ X i

всiх n ∈ N виконується нерiвнiсть

|un(x)| ≤ an, (97)

то ряд (94) збiгається абсолютно i рiвномiрно.

Приклад 2. Довести, що ряд
∞∑
n=1

cosnx

n!
рiвномiрно збiгається

на всiй числовiй осi.
Розв’язання. Для всiх x ∈ R, n ∈ N виконується нерiвнiсть∣∣∣cosnx

n!

∣∣∣ ≤ 1

n!
.
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Покажемо за ознакою Даламбера, що числовий ряд
∞∑
n=1

1

n!
збiгає-

ться (ряд з додатними членами). Справдi, за ознакою Даламбера

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

n!

(n + 1)!
= lim

n→+∞
�
�n!

�
�n!(n + 1)

= 0 < 1.

Отже, функцiональний ряд
∞∑
n=1

cosnx

n!
згiдно з ознакою Вейєр-

штрасса збiгається рiвномiрно на R.
Поняття i факт рiвномiрної збiжностi вiдiграє вирiшальну роль

при дослiдженнi рядiв.

2. Неперервнiсть суми ряду, iнтегрування та диферен-
цiювання функцiональних рядiв
Теорема 1. Якщо функцiї un(x), n = 1, 2, . . ., визначенi i не-

перервнi на промiжку X = [a, b] i ряд
∞∑
n=1

un(x) = u1(x) + u2(x) + . . . + un(x) + . . . (98)

збiгається рiвномiрно до суми S(x), то сума S(x) неперервна на
X.
Теорема 2. Нехай члени ряду (98) неперервнi на X = [a, b]

i невiд’ємнi. Якщо ряд має суму S(x) також неперервну на X,
то ряд (98) збiгається рiвномiрно на X = [a, b].
Теорема 3 (про граничний перехiд пiд знаком ряду). Нехай

функцiї un(x) (n = 1, 2, . . .) визначенi в X i мають скiнченну
границю при x→ a

lim
x→a

un(x) = cn. (99)

Якщо ряд (98) в областi X збiгається рiвномiрно, то по-перше:
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збiгається ряд iз граничних значень cn до C, тобто
∞∑
n=1

cn = C, (100)

а по-друге: сума ряду (98) – функцiя S(x) також має границю
при x→ a, а саме

lim
x→a

S(x) = C. (101)

Теорема 4 (про почленне iнтегрування членiв ряду). Якщо
функцiї un(x) (n = 1, 2, . . .) неперервнi на X = [a, b] i ряд (98),
записаний з них, збiгається на X рiвномiрно, то iнтеграл вiд
суми S(x) ряду (98) записується у виглядi

bˆ

a

S(x)dx =

∞∑
n=1

bˆ

a

un(x)dx =

bˆ

a

u1(x)dx +

bˆ

a

u2(x)dx + . . .+

+

bˆ

a

un(x)dx + . . . . (102)

Теорема 5 (про почленне диференцiювання членiв ряду). Не-
хай функцiї un(x) (n = 1, 2, . . .) визначенi на X = [a, b] i мають у
ньому неперервнi похiднi u′n(x). Якщо на цьому промiжку збiга-
ється не тiльки ряд (98), але i рiвномiрно збiгається ряд, скла-
дений з похiдних

u′1(x) + u′2(x) + . . . + u′n(x) + . . . =

∞∑
n=1

u′n(x), (103)

то сума ряду S(x) має похiдну на X, причому

S ′(x) =

∞∑
n=1

u′n(x). (104)
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Приклад 3. Знайти суму ряду

1 + 2x + 3x2 + . . . + nxn−1 + . . . .

Розв’язання. Бачимо, що цей ряд отримується почленним ди-

ференцiюванням ряду
∞∑
n=0

xn, а вiн, у свою чергу, збiгається при

|x| < 1 i його сумою є S(x) =
1

1− x
. Покажемо, що ряд з похiд-

них, тобто даний ряд, збiгається рiвномiрно. За ознакою Вейєр-
штрасса можемо оцiнити даний ряд збiжним числовим рядом
∞∑
n=1

nqn−1, |q| < 1. Тому

∞∑
n=1

nxn−1 =

( ∞∑
n=1

xn

)′
=

(
1

1− x

)′
=
(
(1− x)−1

)′
=

= −(1− x)−2 · (−1) =
1

(1− x)2
.

Отже,
∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2
, x ∈ (−1; 1) оскiльки для довiльного

x з вказаного iнтервалу завжди знайдеться q таке, що |x| ≤ q < 1.

3. Поняття про степеневий ряд, iнтервал, радiус збi-
жностi степеневого ряду, властивостi степеневих рядiв

Степеневим рядом називають функцiональний ряд вигляду

a0 +a1 (x− x0) + . . .+an (x− x0)n+ . . . =

∞∑
n=0

an (x− x0)n , (105)

де an, n ∈ N, – заданi дiйснi числа – коефiцiєнти ряду, x0 –
фiксоване дiйсне число.
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Теорема Абеля. Для довiльного степеневого ряду (105) iснує
R таке, що ряд (105) абсолютно збiгається при |x− x0| < R i
розбiгається при |x− x0| > R. У точках x = ±R ряд (105)
може як збiгатись, так i розбiгатись.

Число R називають радiусом збiжностi степеневого ряду (105),
а iнтервал (x0 −R;x0 + R) – iнтервалом збiжностi степеневого
ряду.

Розглянемо формули визначення радiуса збiжностi ряду. Скла-
демо ряд з модулiв членiв ряду

∞∑
n=0

|anxn| , (106)

покладаючи x0 = 0 в рядi (105).
Припустимо, що iснує границя

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ · |x| = L|x| 6= 0, x 6= 0.

Згiдно з ознакою Даламбера, ряд (106) збiгається абсолютно то-

дi, коли L|x| < 1, тобто |x| < 1

L
, i є розбiжним при L|x| > 1,

тобто |x| > 1

L
. Отже, iнтервал збiжностi

(
− 1

L
;

1

L

)
є iнтервалом

абсолютної збiжностi ряду

a0 + a1x + . . . + anx
n + . . . . (107)

Число
R =

1

L
= lim

n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ (108)

– радiус збiжностi ряду (107).
Якщо скористаємось ознакою Кошi, то можна встановити, що

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

. (109)
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Зауваження 1. Неважко переконатись, що коли

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = +∞, або L = lim
n→∞

n
√
|an| = 0,

то ряд (107) абсолютно збiгається на всiй числовiй осi.
Зауваження 2. Питання про збiжнiсть ряду при x = ±R

(на кiнцях iнтервалу збiжностi) розв’язується для кожного ря-
ду окремо.
Зауваження 3. Збiжнiсть ряду (105) визначають за тими ж

формулами, що i ряду (107). Iнтервал збiжностi знаходять з не-
рiвностi |x− x0| < R, тобто вiн має вигляд (x0 −R;x0 + R).
Приклад 4. Вказати область збiжностi ряду

∞∑
n=0

xn

(3n + 1)!
.

Розв’язання. Бачимо, що

an =
1

(3n + 1)!
; x0 = 0, an+1 =

1

(3(n + 1) + 1)!
=

1

(3n + 4)!
.

Скористаємось формулою (108). Маємо

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(3n + 4)!

(3n + 1)!

∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

∣∣∣∣�������
(3n + 1)!(3n + 2)(3n + 3)(3n + 4)

�������
(3n + 1)!

∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

(3n + 4)(3n + 3)(3n + 2) = +∞.

Отже, даний ряд збiгається на всiй числовiй осi.
Приклад 5. Вказати область збiжностi ряду

∞∑
n=1

((5n + 1)x)n.

139



Розв’язання. Тут an = (5n + 1)n, x0 = 0. Скористаємось фор-
мулою (109)

R = lim
n→∞

1
n
√

(5n + 1)n
= lim

n→∞

1

5n + 1
= 0.

Отже, ряд збiгається в однiй точцi x = 0.
Приклад 6. Вказати область збiжностi степеневого ряду

∞∑
n=0

xn

4n + 5
.

Розв’язання. Тут an =
1

4n + 5
, x0 = 0. Знайдемо R за форму-

лою (108)

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

4n + 9

4n + 5
= lim

n→∞

��n(4 + 9
n)

��n(4 + 5
n)

= 1.

Отже, iнтервалом збiжностi є (−1; 1). Дослiдимо окремо кiнцi iн-
тервалу.

Нехай x = −1, отримаємо числовий ряд
∞∑
n=0

(−1)n

4n + 5
,

який, як можна показати, не є абсолютно збiжним∣∣∣∣ (−1)n

4n + 5

∣∣∣∣ =
1

4n + 5
,

lim
A→+∞

Â

1

1

4x + 5
dx = lim

A→+∞

1

4
ln |4x + 5|

∣∣∣∣A
1

= +∞,

але збiгається за ознакою Лейбнiца:
1) an =

1

4n + 5
; an+1 =

1

4(n + 1) + 5
=

1

4n + 9
; an+1 < an –

модулi членiв спадають;
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2) an → 0 при n→ +∞;
3) знаки членiв чергуються.

Отже, ряд
∞∑
n=0

(−1)n

4n + 5
збiгається за ознакою Лейбнiца, збi-

жнiсть умовна.

Нехай x = 1, як уже показано,
∞∑
n=1

1

4n + 5
є розбiжним.

Отже, x = −1 включимо в область збiжностi, а x = 1 – нi.
Остаточно маємо: область збiжностi x ∈ [−1; 1).

Розглянемо деякi властивостi степеневих рядiв:
1) Степеневий ряд

a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n + . . .

абсолютно i рiвномiрно збiжний на будь-якому вiдрiзку [−ρ; ρ],
який цiлком мiститься в iнтервалi збiжностi (−R;R).

2) Сума степеневого ряду неперервна всерединi його iнтервалу
збiжностi.

3) Якщо межi iнтегрування α та β лежать всерединi iнтервала
збiжностi (−R;R), то на [α; β] його можна почленно iнтегрувати.

Зокрема, якщо ряд
∞∑
n=0

anx
n iнтегрувати на [0;x], де |x| < R,

то у результатi дiстанемо степеневий ряд, який має такий же iн-
тервал збiжностi, що i вказаний ряд, а його сума S(x)

S(x) =

∞∑
n=0

anx
n

задовольняє спiввiдношення
xˆ

0

S(t)dt =

∞∑
n=0

xˆ

0

ant
ndt.
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4) Якщо ряд
∞∑
n=0

anx
n має iнтервал збiжностi (−R;R), то ряд,

утворений диференцiюванням цього ряду, має той самий iнтервал
збiжностi (−R;R); при цьому якщо S(x) – сума ряду, то

S ′(x) =

∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=0

nanx
n−1, x ∈ (−R;R).

Приклад 7. Знайти суму ряду
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n + 1
, |x| < 1.

Розв’язання. Позначимо його суму S(x), тодi

S ′(x) =

∞∑
n=0

(
(−1)nx2n+1

2n + 1

)′
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n =

= 1− x2 + x4 − x6 + . . . + (−1)nx2n + . . . .

Останнiй ряд можемо розглядати як геометричну прогресiю з
q = −x2 i першим членом 1. Знайдемо суму прогресiї, дiстане-
мо

S ′(x) =
1

1− (−x2)
=

1

1 + x2
.

Iнтегруючи цю рiвнiсть на вiдрiзку [0;x] ⊂ (−1; 1), отримаємо
xˆ

0

S ′(t)dt =

xˆ

0

(
1− t2 + t4 − . . . + (−1)nt2n + . . .

)
dt =

=

xˆ

0

dt

1 + t2
= arctgt

∣∣∣∣x
0

= arctgx = S(x).

Отже,
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n + 1
= x− x3

3
+
x5

5
− . . . + (−1)n

x2n+1

2n + 1
+ . . . = arctgx,

142



|x| < 1.

4. Ряд Тейлора i Маклорена. Розклад основних елемен-
тарних функцiй в ряд Маклорена

Нехай функцiя f має в околi точки x0 похiднi довiльного по-
рядку. Рядом Тейлора для функцiї f за степенями (x− x0) на-
зивають степеневий ряд

∞∑
n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)n . (110)

Якщо для довiльних x ∈ (x0 −R;x0 + R) усi похiднi функцiї f
обмеженi сталою M , тобто∣∣∣f (k)(x)

∣∣∣ ≤M, x ∈ (x0 −R;x0 + R) ,

то ряд Тейлора (110) збiгається до функцiї f на цьому iнтервалi.

При x0 = 0 ряд Тейлора
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn називається рядом Ма-

клорена.
Наведемо основнi розклади в ряд Маклорена

1) ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R;

2) sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . . + (−1)n

x2n+1

(2n + 1)!
+ . . ., x ∈ R;

3) cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . . + (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . ., x ∈ R;

4) ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . . + (−1)n

xn+1

n + 1
+ . . ., x ∈ (−1; 1];

5) (1 + x)α = 1 + αx +
α(α− 1)

2!
x2 + . . . +

α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
xn + . . ., x ∈ (−1; 1);
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6) (1 + x)n = 1 + nx+
n(n− 1)

2!
x2 + . . .+ xn =

n∑
k=0

Ck
nx

k, n ∈ N.

Формула 6) не є рядом, а формулою пiднесення до n-го степеня
суми, вiдома як бiном Ньютона.

144



Тема 11. Ряди Фур’є

1. Формули Ейлера–Фур’є. Теорема про розклад 2π-
перiодичної кусково-диференцiйовної функцiї у ряд
Фур’є
Означення 1. Функцiї ϕ(x) i ψ(x) називаються ортогональ-

ними на [a, b], якщо
bˆ

a

ϕ(x) · ψ(x)dx = 0. (111)

Означення 2. Система функцiй ϕn : [a, b]→ R, n ∈ N, нази-
вається ортогональною на [a, b], якщо функцiї ϕn(x) та ϕm(x)

ортогональнi при m 6= n (довiльних рiзних m та n).
Означення 3. Ортогональна система {ϕn, n ∈ N} називає-

ться ортонормованою на [a, b], якщо
bˆ

a

ϕ2
n(x)dx = 1 для всiх n ∈ N. (112)

Теорема 1. Система {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, . . . ,

sinnx, . . .} ортогональна на [−π, π].

Теорема 2. Система
{

1√
2π
,

cosx√
π
,

sinx√
π
,

cos 2x√
π
,

sin 2x√
π
, . . .

}
ор-

тонормована на [−π, π].
Доведення. Справдi

πˆ

−π

(
1√
2π

)2

dx =
1

2π
· x
∣∣∣∣π
−π

= 1;

πˆ

−π

(
cosx√
π

)2

dx =
1

π

πˆ

−π

cos2 xdx =
1

π

πˆ

−π

(
1 + cos 2x

2

)
dx =
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=
1

π

(
1

2
x

∣∣∣∣π
−π

+
1

4
sin 2x

∣∣∣∣π
−π

)
=

1

π
· 1

2
· 2π = 1;

πˆ

−π

(
sinx√
π

)2

dx =
1

π

πˆ

−π

sin2 xdx =
1

π

πˆ

−π

(
1− cos 2x

2

)
dx =

1

π
·π = 1.

Означення 4. Функцiя f називається абсолютно iнтегров-

ною на [a, b], якщо
bˆ

a

|f (x)|dx збiжний.

Припустимо, що 2π-перiодична функцiя f (x) розкладається у
ряд Фур’є – тригонометричний ряд вигляду

f (x) = a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx) , (113)

причому ряд (113) рiвномiрно збiжний на [−π, π]. За умови рiв-
номiрної збiжностi ряд (113) можна iнтегрувати на [−π, π], а отже
πˆ

−π

f (x)dx =

πˆ

−π

a0dx+

∞∑
n=1

an πˆ

−π

cosnxdx + bn

πˆ

−π

sinnxdx

 = 2πa0;

(Тут
πˆ

−π

cosnxdx =
1

n
sinnx

∣∣∣∣π
−π

= 0;
πˆ

−π

sinnxdx = − 1

n
cosnx

∣∣∣∣π
−π

=

−1

n
(cosnπ − cos(−nπ)) = 0);

πˆ

−π

f (x) cosnxdx = a0

πˆ

−π

cosnxdx+

+

∞∑
m=1

am πˆ

−π

cosmx cosnxdx + bm

πˆ

−π

sinmx cosnxdx

 = πan.
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Справдi,
πˆ

−π

cosnx · cosmxdx =
1

2

πˆ

−π

(cos(m − n)x + cos(m +

n)x)dx =
1

2(m− n)
sin(m− n)x

∣∣∣∣π
−π

+
1

2(m + n)
sin(m + n)x

∣∣∣∣π
−π

= 0,

m 6= n; при m = n

πˆ

−π

cos2 nxdx =
1

2

πˆ

−π

(1 + cos 2nx)dx =

1

2

(
x +

1

2n
sinx

)∣∣∣∣π
−π

= π;
πˆ

−π

sinnx · cosmxdx =
1

2

πˆ

−π

(sin(m+n)x+

sin(n−m)x)dx = 0, {m,n} ⊂ N.
Розглянемо тепер

πˆ

−π

f (x) sinnxdx = a0

πˆ

−π

sinnxdx+

+

∞∑
m=1

am πˆ

−π

cosmx sinnxdx + bm

πˆ

−π

sinmx sinnxdx

 = πbn.

Справдi,
πˆ

−π

sinnx·sinmxdx =
1

2

πˆ

−π

(cos(m−n)x−cos(m+n)x)dx =

0 при m 6= n; при m = n

πˆ

−π

sin2 nxdx =
1

2

πˆ

−π

(1− cos 2nx)dx = π.

Враховуючи все вище записане, маємо коефiцiєнти розкладу
f (x) в ряд (113)

a0 =
1

2π

πˆ

−π

f (x)dx; an =
1

π

πˆ

−π

f (x) cosnxdx;
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bn =
1

π

πˆ

−π

f (x) sinnxdx, n ∈ N. (114)

Формули (114) – формули Ейлера–Фур’є. Тут a0, an i bn – кое-
фiцiєнти Фур’є функцiї f (x).
Означення 5. Функцiя f називається кусково диференцiйов-

ною на [a, b], якщо вiдрiзок [a, b] можна розбити на скiнченну
кiлькiсть промiжкiв, на яких f диференцiйовна, а в точках роз-
риву похiдної iснують одностороннi похiднi

f ′(x0 ± 0) = lim
t→±0

f (x0 + t)− f (x0)

t
.

Теорема 3. Нехай f – кусково диференцiйовна 2π-перiодична
функцiя. Тодi її ряд Фур’є збiжний в кожнiй точцi x0 ∈ R,
причому

S0 =
f (x0 + 0) + f (x0 − 0)

2
, (115)

де S0 – сума ряду Фур’є в точцi x0.
Висновок: кожнiй диференцiйовнiй 2π-перiодичнiй функцiї f

можна поставити у вiдповiднiсть ряд Фур’є:

f ∼ a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx) .

Наслiдок 1. Якщо f (x) неперервна в точцi x0, то

f (x0) = a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0) .

2. Розклад 2l-перiодичних функцiй
Нехай f (x) кусково диференцiйовна на [−l, l]. Зробимо замiну

змiнних
x =

yl

π
,
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де y ∈ [−π, π]. Розглянемо функцiю g(y) = f (x) = f

(
yl

π

)
. Бачи-

мо, що g(y) кусково диференцiйовна на [−π, π]. Тому

g ∼ a0 +

∞∑
n=1

(an cosny + bn sinny) ,

де a0 =
1

2π

πˆ

−π

g(y)dy, an =
1

π

πˆ

−π

g(y) cosnydy,

bn =
1

π

πˆ

−π

g(y) sinnydy.

Зробимо замiну y =
πx

l
, тодi отримаємо такi формули для кое-

фiцiєнтiв Фур’є:

a0 =
1

2l

lˆ

−l

f (x)dx; an =
1

l

lˆ

−l

f (x) cos
nπ

l
xdx;

bn =
1

l

lˆ

−l

f (x) sin
nπ

l
xdx,

i

f ∼ a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x + bn sin

nπ

l
x
)
.

Зокрема, у точках неперервностi функцiї f маємо рiвнiсть

f (x) = a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x + bn sin

nπ

l
x
)
.

У всiх точках x ∈ (−l, l)

S(x) =
f (x + 0) + f (x− 0)

2
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i
S(l) = S(−l) =

f (l − 0) + f (−l + 0)

2
.

Для довiльної кусково диференцiйовної функцiї f (x) на [a, a+

2l] отримаємо

f ∼ S(x) = a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x + bn sin

nπ

l
x
)
,

де a0 =
1

2l

a+2lˆ

a

f (x)dx, an =
1

l

a+2lˆ

a

f (x) cos
nπ

l
xdx,

bn =
1

l

a+2lˆ

a

f (x) sin
nπ

l
xdx.

3. Розклад парної i непарної функцiї на [−π, π]

Нагадаємо: 1) якщо g(x) iнтегровна i непарна на [−a, a] (у си-

метричних межах), то
aˆ

−a

g(x)dx = 0; 2) якщо g(x) iнтегровна i

парна на [−a, a], то
aˆ

−a

g(x)dx = 2

aˆ

0

g(x)dx.

Нехай функцiя f (x) кусково диференцiйовна i парна на [−π, π].
Тодi функцiї вигляду f (x) cosnx – парнi на [−π, π], а функцiї
f (x) sinnx – непарнi на [−π, π]. Тому

a0 =
1

π

πˆ

0

f (x)dx; an =
2

π

πˆ

0

f (x) cosnxdx; bn = 0, n ∈ N,
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S(x) = a0 +

∞∑
n=1

an cosnx.

Аналогiчно, якщо f (x) кусково-диференцiйовна i непарна на
[−π, π], то

a0 = 0, an = 0; bn =
2

l

πˆ

0

f (x) sinnxdx, n ∈ N,

S(x) =

∞∑
n=1

bn sinnx.

Приклад. Розкласти функцiю у тригонометричний ряд Фур’є:

f (x) =

{
3x, −π < x ≤ 0,

1− x, 0 < x < π.
Розв’язання. Скористаємось формулами (114)

a0 =
1

2π

πˆ

−π

f (x)dx =
1

2π

 0ˆ

−π

3xdx +

πˆ

0

(1− x)dx

 =

=
1

2π

(
3

2
x2

∣∣∣∣0
−π

+

(
x− x2

2

)∣∣∣∣π
0

)
=

1

2π

(
−3

2
π2 + π − π2

2

)
=

=
1

2π

(
π − 2π2

)
=

1

2
− π =

1− 2π

2
;

an =
1

π

3

0ˆ

−π

x cosnxdx +

πˆ

0

(1− x) cosnxdx

 =

=
1

π

3

x

n
sinnx

∣∣∣0
−π
− 1

n

0ˆ

−π

sinnxdx

 +
1

n
sinnx

∣∣∣∣π
0

−

−

x

n
sinnx

∣∣∣π
0
− 1

n

πˆ

0

sinnxdx

 =
1

π

(
3

n2
cosnx

∣∣∣∣0
−π
− 1

n2
cosnx

∣∣∣∣π
0

)
=
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=
1

π

(
3

n2
(1− (−1)n)− 1

n2
((−1)n − 1)

)
=

4 (1− (−1)n)

πn2
=

=

{
0, n = 2k,

8
πn2
, n = 2k − 1,

k ∈ N.

Тут (1− (−1)n) =

{
0, n = 2k,

2, n = 2k − 1.
, k = 1, 2, . . ..

bn =
1

π

πˆ

−π

f (x) sinnxdx =

=
1

π

3

0ˆ

−π

x sinnxdx

 +

πˆ

0

(1− x) sinnxdx

 =

=
1

π

3

−x
n

cosnx
∣∣∣0
−π

+
1

n

0ˆ

−π

cosnxdx

− 1

n
cosnx

∣∣∣∣π
0

−

−

−x
n

cosnx
∣∣∣π
0

+
1

n

πˆ

0

cosnxdx

 =

=
1

π

((
−3π

n
cosnπ +

3

n2
sinnx

∣∣∣∣0
−π

)
− 1

n
((−1)n − 1) +

π

n
cosnπ−

− 1

n2
sinnx

∣∣∣∣π
0

)
=

1

π

(
−3π

n
(−1)n − 1

n
((−1)n − 1) +

π

n
(−1)n

)
=

=
1− (−1)n(1 + 2π)

πn
=

{
2(1+π)
πn , n = 2k − 1,

− 2
n, n = 2k,

k ∈ N.

Остаточно можемо записати розклад f (x) в (−π, π)

f (x) =
1− 2π

2
+

∞∑
n=1

(
4 · (1− (−1)n)

πn2
cosnx +

1− (−1)n(1 + 2π)

πn
sinnx

)
.
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Питання для самоконтролю
1. Що називають частинною сумою числового ряду та як через

неї визначається збiжнiсть ряду?
2. Сформулюйте необхiдну ознаку збiжностi ряду. Чи є вона

достатньою?
3. У чому полягає суть ознак порiвняння (граничної та звичай-

ної) для рядiв з додатними членами?
4. Порiвняйте ознаку Даламбера та радикальну ознаку Кошi?
5. Сформулюйте iнтегральну ознаку Кошi.
6. Сформулюйте означення абсолютної та умовної збiжностi

знакозмiнних числових рядiв.
9. Сформулюйте ознаку Лейбнiца умовної збiжностi для зна-

козмiнних рядiв.
10. Введiть поняття поточкової та рiвномiрної збiжностi фун-

кцiонального ряду до своєї суми.
11. Що таке область збiжностi функцiонального ряду та чим

вона вiдрiзняється вiд областi рiвномiрної збiжностi?
12. Сформулюйте мажорантну ознаку Вейєрштрасса для рiв-

номiрної збiжностi функцiонального ряду.
13. Сформулюйте властивостi функцiональних рядiв (непе-

рервнiсть суми, почленне диференцiювання, почленне iнтегру-
вання, перехiд до границi пiд знаком суми).

14. Введiть поняття степеневого ряду.
15. Що називають радiусом збiжностi степеневого ряду та за

якими формулами його можна знайти?
16. Яка структура областi збiжностi степеневого ряду?
17. Якi операцiї (диференцiювання, iнтегрування) можна ви-

конувати зi степеневими рядами всерединi iнтервалу збiжностi?
18. Що ви знаєте про ряди Тейлора та Маклорена?
19. Запишiть розклади в ряд Маклорена для деяких елемен-

тарних функцiй.
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20. Дайте означення ортонормованої системи функцiй, наведiть
приклади.

21. Запишiть тригонометричний ряд Фур’є та сформулюйте те-
ореми про розклад 2π-перiодичних функцiй у цi ряди. Запишiть
коефiцiєнти розкладу.

22. Запишiть формули для обчислення коефiцiєнтiв Фур’є 2l-
перiодичної функцiї.

23. Як спрощується загальний вигляд ряду Фур’є для парних
та непарних функцiй?
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Завдання для самостійної роботи 

  

Задача 20. В пунктах а), б), в) дослідити на збіжність числові ряди з 

невід’ємними членами. 

20.1. а) ∑
𝑠𝑖𝑛2 𝑛√𝑛

𝑛√𝑛
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑ (𝑛!)22−𝑛2∞
𝑛=1 ;   в) ∑ 𝑛4 (

2𝑛

3𝑛+5
)

𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.2. а) ∑
𝑙𝑛 𝑛

√𝑛73  ∞
𝑛=1 ;  б) ∑

10𝑛2𝑛!

(2𝑛)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛+1

2𝑛+3
)

𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.3. а) ∑
𝑠𝑖𝑛2 2𝑛

𝑛2
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
𝑛!

𝑛𝑛+1
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

2𝑛−1

3𝑛+1
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

20.4. а) ∑
1

𝑛 𝑙𝑛2(3𝑛+1)
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
72𝑛

(2𝑛−1)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ 𝑛2 𝑠𝑖𝑛𝑛 (

𝜋

2𝑛
)∞

𝑛=1 . 

20.5. а) ∑
√𝑛
3

√𝑛5+2
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
5𝑛(𝑛+1)!

(2𝑛)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑

𝑛5⋅3𝑛

(2𝑛+1)𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.6. а) ∑
1

(2𝑛+3) 𝑙𝑛2(2𝑛+1)
 ∞

𝑛=1 ; б) ∑
(𝑛!)2

(3𝑛𝑛+1)(2𝑛)!
∞
𝑛=1 ;  в) ∑

𝑛𝑛+2

(2𝑛2+1)
𝑛
2

∞
𝑛=1 . 

20.7. а) ∑
1

(3𝑛+4) 𝑙𝑛2(5𝑛+2)
 ∞

𝑛=1 ; б) ∑
(3𝑛+2)!

10𝑛⋅𝑛2
∞
𝑛=1 ;  в) ∑ 𝑛 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑛 (

𝜋

4𝑛
)∞

𝑛=1 . 

20.8. а) ∑
1

(3𝑛+2) 𝑙𝑛(𝑛+1)
 ∞

𝑛=1 ; б) ∑
𝑛! √𝑛

3

3𝑛+2
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

2𝑛−1

2𝑛+1
)

𝑛(𝑛−1)
∞
𝑛=1 . 

20.9. а) ∑ 𝑠𝑖𝑛
√𝑛
3

√𝑛5+2
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
(2𝑛+1)!

(3𝑛+4)3𝑛
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

√𝑛+2

√𝑛+3
)

𝑛
5
2

∞
𝑛=1 . 

20.10. а) ∑ 𝑠𝑖𝑛
𝑛

𝑛2 √𝑛
3

+5
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
3𝑛

(𝑛+2)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ 3−𝑛 (

𝑛+1

𝑛
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

20.11. а) ∑
𝑛√𝑛

𝑛2+4
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
𝑛+1

(𝑛+2)⋅2𝑛
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛2+1

𝑛2+5
)

𝑛2

∞
𝑛=1 .  

20.12. а) ∑
𝑛+1

3𝑛3+2
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
3𝑛

(𝑛+2)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ 2−𝑛 (

𝑛+2

𝑛+1
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

20.13. а) ∑
3

(3𝑛−2)2
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
2𝑛+5

3𝑛
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛+1

2𝑛−3
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

20.14.  а) ∑
1

(𝑛−2) 𝑙𝑛(𝑛−3)
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
5𝑛−4

√𝑛⋅3𝑛
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛

10𝑛+5
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

20.15. а) ∑
1

𝑙𝑛 𝑛
 ∞

𝑛=2 ;  б) ∑
(2𝑛−1)!

5𝑛𝑛!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛+2

2𝑛+1
)

𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.16. а) ∑ 𝑡𝑔
𝜋

2𝑛
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
2𝑛

(𝑛!)2
∞
𝑛=1 ;   в) ∑

2𝑛−1

3𝑛𝑛
∞
𝑛=1 . 
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20.17. а) ∑
1

(3𝑛−1) 𝑙𝑛 𝑛
 ∞

𝑛=2 ;  б) ∑
𝑛3+1

3𝑛+1
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

2𝑛−1

3𝑛+2
)

𝑛

2∞
𝑛=1 . 

20.18. а) ∑
1

𝑛 𝑙𝑛3 𝑛
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
𝑛2

(2𝑛)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑

𝑛

𝑙𝑛𝑛(𝑛+1)
∞
𝑛=1 . 

20.19. а) ∑
1

(2𝑛−1) 𝑙𝑛(𝑛+1)
∞
𝑛=2 ;  б) ∑

𝑛𝑛

3𝑛⋅𝑛!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑

𝑛+1

5𝑛+1
∞
𝑛=1 . 

20.20. а) ∑
1

(2𝑛−3) 𝑙𝑛(3𝑛+1)
 ∞

𝑛=2 ; б) ∑
3𝑛

(𝑛+2)!⋅4𝑛
∞
𝑛=1 ;   в) ∑

3𝑛

(𝑛+2)!⋅4𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.21. а) ∑
1+𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑛

2

𝑛2
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
(𝑛!)2

(3𝑛+1)(2𝑛)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ 𝑙𝑛𝑛 (

𝑛+2

𝑛+3
)∞

𝑛=1 . 

20.22. а) ∑
𝑛 𝑙𝑛 𝑛

𝑛2−3
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
(2𝑛−1)!

𝑛!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

2𝑛+5

3𝑛−1
)

2𝑛−1
∞
𝑛=1 .  

20.23. а) ∑
1

(𝑛+2) 𝑙𝑛2 𝑛
 ∞

𝑛=2 ;  б) ∑
2𝑛

3𝑛
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

2𝑛−1

2𝑛+1
)

𝑛(𝑛−1)
∞
𝑛=1 .  

20.24. а) ∑
1

(2𝑛+3) 𝑙𝑛2(𝑛+1)
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
𝑛!

5𝑛−1
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛

𝑛+2
)

𝑛2+𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.25. а) ∑
1

𝑛𝑙𝑛(𝑛−1)
 ∞

𝑛=3 ;  б) ∑
2𝑛−1

(𝑛+1)!
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

3𝑛2

2𝑛+1
)

𝑛

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑛 1

𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.26. а) ∑
1

2𝑛√𝑙𝑛(3𝑛−1)
 ∞

𝑛=2 ; б) ∑
73𝑛

(2𝑛−5)!
∞
𝑛=3 ;   в) ∑ 2𝑛 (

𝑛

𝑛+1
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

20.27. а) ∑
1

(3𝑛−1)√𝑙𝑛(𝑛−2)
 ∞

𝑛=4 ;  б) ∑
10𝑛+1

2𝑛
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑛 1

𝑛
∞
𝑛=1 . 

20.28. а) ∑
𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑛

3

3𝑛+5
 ∞

𝑛=1 ;  б) ∑
3𝑛

2𝑛(2𝑛+1)
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛+1

𝑛
)

𝑛

3∞
𝑛=1 . 

20.29. а) ∑
𝑛

(𝑛2−1) 𝑙𝑛 𝑛
 ∞

𝑛=2 ;б) ∑
1⋅3⋅5⋅...(2𝑛−1)

3𝑛⋅(𝑛+1)!
∞
𝑛=1 ;в) ∑ 5−𝑛 (

𝑛+1

𝑛
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

20.30. а) ∑
3𝑛

(2𝑛2+3) 𝑙𝑛 𝑛
 ∞

𝑛=2 ;  б) ∑
(3𝑛+2)!

10𝑛⋅𝑛2
∞
𝑛=1 ;   в) ∑ (

𝑛

3𝑛−1
)

𝑛3

∞
𝑛=1 . 

 

Задача 21. Дослідити на збіжність знакозмінний ряд.  

21.1. ∑ (−1)𝑛 2𝑛+5

3𝑛2+4
.∞

𝑛=1                      21.2.  ∑ (−1)𝑛 7𝑛−1

4𝑛2+5
.∞

𝑛=1  

21.3.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+2
3 .∞

𝑛=1                     21.4. ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛−1
5 .∞

𝑛=2  

21.5. ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+5
3 .∞

𝑛=1                      21.6. ∑ (−1)𝑛 3𝑛+5

4𝑛+7
.∞

𝑛=1  

21.7. ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+1
6 .∞

𝑛=1                      21.8. ∑ (−1)𝑛𝑙𝑛 (1 +
3

𝑛
) .∞

𝑛=1  
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21.9. ∑ (−1)𝑛 (𝑒
𝑛

2 − 1) .∞
𝑛=1               21.10.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+3
4 .∞

𝑛=1  

21.11.  ∑ (−1)𝑛𝑙𝑛 (1 +
5

𝑛
) .∞

𝑛=1           21.12.  ∑ (−1)𝑛 (𝑒
1

√𝑛 − 1) .∞
𝑛=1  

21.13.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+10
.∞

𝑛=1                 21.14. ∑ (−1)𝑛𝑙𝑛 (1 +
1

√𝑛
) .∞

𝑛=1   

21.15.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+7
3 .∞

𝑛=1                   21.16.  ∑ (−1)𝑛 (𝑒
1

√𝑛
3 − 1) .∞

𝑛=1  

21.17.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+9
.∞

𝑛=1                    21.18.  ∑ (−1)𝑛 1

𝑛+8
.∞

𝑛=1  

21.19.  ∑ (−1)𝑛 (𝑒
5

√𝑛4 − 1) .∞
𝑛=1         21.20.  ∑ (−1)𝑛 (𝑒

3

√𝑛7 − 1) .∞
𝑛=1  

21.21.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛+2
5 .∞

𝑛=1                  21.22.  ∑ (−1)𝑛𝑙𝑛 (1 +
4

√𝑛
) .∞

𝑛=1  

21.23.  ∑ (−1)𝑛𝑙𝑛 (1 +
7

√𝑛
4 ) .∞

𝑛=1         21.24.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛2+1
3 .∞

𝑛=1  

21.25.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛2+10
5 .∞

𝑛=1                21.26.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛3+5
4 .∞

𝑛=1  

21.27.  ∑ (−1)𝑛 1

√𝑛2+1
5 .∞

𝑛=1                 21.28.  ∑ (−1)𝑛 2𝑛3+5

9𝑛4+1
.∞

𝑛=1  

21.29.  ∑ (−1)𝑛 6𝑛+7

5𝑛+3
.∞

𝑛=1                   21.30.  ∑ (−1)𝑛 2𝑛+11

3𝑛+7
.∞

𝑛=1  

 

Задача 22. Знайти область збіжності функціонального ряду.  

22.1. ∑
(𝑥−1)𝑛

𝑛2⋅2𝑛
 ∞

𝑛=1 .                             22.2. ∑
(1−𝑥)𝑛

𝑛√𝑛
 ∞

𝑛=1 . 

22.3. ∑
(𝑥+1)𝑛

𝑛⋅3𝑛
 ∞

𝑛=1 .                             22.4. ∑ (
2𝑛−1

3𝑛+2
)

𝑛
(𝑥 + 2)𝑛 ∞

𝑛=1 . 

22.5. ∑
(−1)𝑛𝑥𝑛

2𝑛+1
 ∞

𝑛=1 .                           22.6. ∑
(𝑥+2)𝑛

𝑛3+1
 ∞

𝑛=1 . 

22.7. ∑
(𝑥−3)𝑛

𝑛2⋅3𝑛
 ∞

𝑛=1 .                             22.8. ∑
(−3)𝑛

𝑛+1
𝑥𝑛 ∞

𝑛=1 . 

22.9. ∑
(𝑥−2)𝑛

(3𝑛+1)⋅2𝑛
 ∞

𝑛=1 .                         22.10.  ∑
(𝑥+1)𝑛

√𝑛+1
 ∞

𝑛=1 . 

22.11.  ∑
(2𝑛−1)!

𝑛
(𝑥 + 2)𝑛 ∞

𝑛=1 .          22.12.  ∑
𝑛2+1

2𝑛⋅𝑛!
𝑥𝑛 ∞

𝑛=1 . 

22.13.  ∑
𝑥𝑛

𝑛!
 ∞

𝑛=1 .                                 22.14.  ∑
(𝑥−4)𝑛2

𝑛𝑛+1
 ∞

𝑛=1 . 

22.15.  ∑
(𝑥−1)𝑛

√𝑛⋅2𝑛
 ∞

𝑛=1 .                           22.16.  ∑
𝑛3+1

3𝑛(𝑥−2)𝑛
 ∞

𝑛=1 . 

22.17.  ∑
𝑛+1

3𝑛
𝑥𝑛 ∞

𝑛=1 .                          22.18.  ∑
𝑛(𝑥+2)𝑛

4𝑛
 ∞

𝑛=1 . 
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22.19.  ∑
4𝑛(𝑥+1)2𝑛

𝑛
 ∞

𝑛=1 .                      22.20.  ∑
(𝑥+5)𝑛

√𝑛+1
 ∞

𝑛=1 . 

22.21.  ∑
(3+𝑥)𝑛

(2𝑛)!
 ∞

𝑛=1 .                           22.22.  ∑
(𝑥+3)𝑛

𝑛!
 ∞

𝑛=1 . 

22.23.  ∑
(𝑥+1)𝑛

𝑛⋅2𝑛
 ∞

𝑛=1 .                           22.24.  ∑
(𝑥−3)𝑛

2𝑛⋅𝑛2
 ∞

𝑛=1 . 

22.25.  ∑
(2𝑛)𝑥𝑛

𝑛𝑛
 ∞

𝑛=1 .                           22.26.  ∑
(𝑥+2)𝑛

3𝑛⋅(2𝑛+1)
 ∞

𝑛=1 . 

22.27.  ∑
(𝑥−1)𝑛

𝑛2√𝑛
 ∞

𝑛=1 .                           22.28.  ∑
(𝑥−2)𝑛

(3𝑛+1)7𝑛
 ∞

𝑛=1 . 

22.29.  ∑
(𝑥−1)𝑛

9𝑛𝑛
 ∞

𝑛=1 .                           22.30.  ∑
(𝑥−5)2𝑛+1

3𝑛+8
 ∞

𝑛=1 . 

 

Задача 23. Розкласти в ряд Тейлора функцію 𝑦 = 𝑓(𝑥) в околі точки 𝑥0 і 

вказати область збіжності ряду.  

23.1. 𝑦 =
2

𝑥
, 𝑥0 = 2.                       23.2. 𝑦 =

3

𝑥
, 𝑥0 = 3.      

23.3. 𝑦 =
4

𝑥
, 𝑥0 = 4.                       23.4.  𝑦 =

3

𝑥−1
, 𝑥0 = 2.    

23.5. 𝑦 =
2

𝑥−1
, 𝑥0 = 4.                   23.6. 𝑦 =

3

𝑥+1
, 𝑥0 = 2. 

23.7. 𝑦 =
3

𝑥+2
, 𝑥0 = 1.                   23.8. 𝑦 =

1

𝑥−2
, 𝑥0 = 3. 

23.9. 𝑦 =
2

𝑥−2
, 𝑥0 = 3.                   23.10.  𝑦 =

4

𝑥−3
, 𝑥0 = 4. 

23.11.  𝑦 =
4

𝑥+3
, 𝑥0 = 1.                23.12.  𝑦 =

2

𝑥+3
, 𝑥0 = −1. 

23.13.  𝑦 =
2

𝑥+2
, 𝑥0 = −4.             23.14.  𝑦 =

2

𝑥−6
, 𝑥0 = 5. 

23.15.  𝑦 =
1

𝑥+4
, 𝑥0 = −3.             23.16.  𝑦 =

5

𝑥−3
, 𝑥0 = 5. 

23.17.  𝑦 =
2

𝑥+3
, 𝑥0 = −1.             23.18.  𝑦 =

3

𝑥−4
, 𝑥0 = 5. 

23.19.  𝑦 = 𝑒2𝑥, 𝑥0 = 1.                23.20.  𝑦 = 𝑒−3𝑥, 𝑥0 = 2. 

23.21.  𝑦 = 𝑒4𝑥, 𝑥0 = 3.                23.22.  𝑦 = 𝑒−5𝑥, 𝑥0 = 1. 

23.23.  𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥 + 3), 𝑥0 = −2.   23.24.  𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥 + 2), 𝑥0 = −1. 

23.25.  𝑦 = 𝑒2𝑥, 𝑥0 = 2.                23.26.  𝑦 = 𝑒−3𝑥, 𝑥0 = 2. 

23.27.  𝑦 = 𝑒−4𝑥 , 𝑥0 = 1.              23.28.  𝑦 = 𝑙𝑛(4 − 𝑥), 𝑥0 = 3. 

23.29.  𝑦 = 𝑙𝑛(5 − 𝑥), 𝑥0 = 4.      23.30.  𝑦 = 𝑙𝑛(2 − 𝑥), 𝑥0 = 1. 
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Задача 24. Розкласти в ряд Маклорена функцію 𝑦 = 𝑓(𝑥) і вказати область 

збіжності ряду.  

24.1. 𝑦 = 𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥.                           24.2. 𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥. 

24.3. 𝑦 = 𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥.                           24.4. 𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥. 

24.5. 𝑦 = 𝑥𝑒3𝑥.                               24.6. 𝑦 = 𝑥𝑒2𝑥. 

24.7. 𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥.                             24.8. 𝑦 = 𝑥𝑒5𝑥. 

24.9. 𝑦 = 𝑥2𝑒5𝑥.                             24.10.  𝑦 = 𝑥𝑙𝑛(1 + 𝑥). 

24.11.  𝑦 = 𝑥3𝑙𝑛(1 + 𝑥).                24.12.  𝑦 = 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥. 

24.13.  𝑦 = 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥.                        24.14.  𝑦 = 𝑥3𝑠𝑖𝑛𝑥. 

24.15.  𝑦 = 𝑥3𝑒𝑥.                            24.16. 𝑦 = 𝑥3𝑒−𝑥.  

24.17.  𝑦 = 𝑥2𝑒−2𝑥.                        24.18.  𝑦 = 𝑥3𝑒−3𝑥. 

24.19.  𝑦 = 𝑥2𝑙𝑛(1 + 𝑥).                24.20.  𝑦 = 𝑥2𝑙𝑛(1 + 3𝑥). 

24.21.  𝑦 = 𝑥𝑙𝑛(1 − 𝑥).                  24.22.  𝑦 = 𝑥3𝑙𝑛(1 − 𝑥). 

24.23.  𝑦 = 𝑥2𝑠𝑖𝑛4𝑥.                      24.24.  𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥. 

24.25.  𝑦 = 𝑥3𝑙𝑛(1 + 2𝑥).             24.26.  𝑦 = 𝑥𝑙𝑛(1 + 4𝑥). 

24.27.  𝑦 = 𝑥𝑠𝑖𝑛5𝑥.                        24.28.  𝑦 = 𝑥4𝑠𝑖𝑛5𝑥. 

24.29.  𝑦 = 𝑥2𝑐𝑜𝑠3𝑥.                     24.30.  𝑦 = 𝑥2𝑐𝑜𝑠5𝑥. 

 

Задача 25. У завданнях 25.1-25.10 розкласти в ряд Фур’є функцію 𝑦 =

𝑓(𝑥), задану на заданому проміжку. У завданнях 25.11-25.20 розкласти в ряд 

Фур’є за синусами функцію 𝑦 = 𝑓(𝑥), задану на заданому проміжку. У 

завданнях 25.21-25.30 розкласти в ряд Фур’є за косинусами функцію 𝑦 = 𝑓(𝑥), 

задану на заданому проміжку.  

25.1. 𝑦 = {
−1, 𝑥 ∈ [−2; 0),

𝑥, 𝑥 ∈ [0; 2].
          25.2.  𝑦 = {

−𝑥, 𝑥 ∈ [−2; 0),
2, 𝑥 ∈ [0; 2].

 

25.3.  𝑦 = {
−𝑥, 𝑥 ∈ [−4; 0),

2, 𝑥 ∈ [0; 4].
         25.4. 𝑦 = {

2, 𝑥 ∈ [−𝜋; 0),
3𝑥 + 5, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].

 

25.5. 𝑦 = {
−𝑥, 𝑥 ∈ [−𝜋; 0),
−2, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].

         25.6. 𝑦 = {
−2𝑥 + 1, 𝑥 ∈ [−𝜋; 0),

−1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].
 

25.7. 𝑦 = {
−𝑥, 𝑥 ∈ [−𝜋; 0),

2𝑥, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].
         25.8. 𝑦 = {

−𝑥 − 1, 𝑥 ∈ [−𝜋; 0),
𝑥 + 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].
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25.9. 𝑦 = {
−𝑥, 𝑥 ∈ [−𝜋; 0),

4, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].
        25.10.  𝑦 = {

−𝑥 + 2, 𝑥 ∈ [−𝜋; 0),
3, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].

 

25.11.  𝑦 = −2𝑥 + 3, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].   25.12.  𝑦 = −𝑥 + 𝜋, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.13.  𝑦 = 2𝑥 − 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].      25.14.  𝑦 = 𝑥 + 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.15.  𝑦 = 3𝑥, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].             25.16.  𝑦 = −𝑥 + 4, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.17.  𝑦 = 2𝑥 + 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].       25.18.  𝑦 = 𝑥 − 5, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.19.  𝑦 = 𝑥, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].                25.20.  𝑦 = −𝑥, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.21.  𝑦 = 𝑥 + 2, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].         25.22.  𝑦 = −𝑥 + 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.23.  𝑦 = 2𝑥 + 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].       25.24.  𝑦 = −𝑥 + 𝜋, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.25.  𝑦 = 2𝑥, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].             25.26.  𝑦 = −2𝑥 + 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.27.  𝑦 = −2𝑥 + 4, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].    25.28.  𝑦 = 2𝑥 + 5, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

25.29.  𝑦 = 3𝑥, 𝑥 ∈ [0; 𝜋].              25.30. 𝑦 = 4𝑥 − 1, 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

 

Задача 26. Розкласти періодичну з періодом 2l функцію f(x) в ряд Фур’є. 

26.1.  𝑓(𝑥) = |𝑥|, −1 < 𝑥 ≤ 1, 𝑙 = 1. 

26.2.  𝑓(𝑥) = 2𝑥, −3 < 𝑥 ≤ 3, 𝑙 = 3. 

26.3.  𝑓(𝑥) = {
1, 0 < 𝑥 < 3/2,

−1, 3/2 ≤ 𝑥 ≤ 3,
𝑙 = 3/2. 

26.4.  𝑓(𝑥) = |𝑥 − 2|, −5 < 𝑥 ≤ 5, 𝑙 = 5. 

26.5.  𝑓(𝑥) = {
1, −2 < 𝑥 < 0,
𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,

𝑙 = 2. 

26.6.  𝑓(𝑥) = 𝑥, −4 < 𝑥 ≤ 4, 𝑙 = 4. 

26.7.  𝑓(𝑥) = {
0, −1 < 𝑥 < 0,
1, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,

   𝑙 = 1. 

26.8.  𝑓(𝑥) = 10 − 𝑥, −10 < 𝑥 ≤ 10, 𝑙 = 10. 

26.9.   𝑓(𝑥) = {
1, −1 < 𝑥 < 0,

1 − 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
   𝑙 = 1. 

24.10.  𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3, −1 < 𝑥 ≤ 1, 𝑙 = 1. 

26.11.  𝑓(𝑥) = {
0, −3 < 𝑥 ≤ 0,
𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 3,

𝑙 = 3. 

26.12.  𝑓(𝑥) = 3 − 𝑥, −2 < 𝑥 ≤ 2, 𝑙 = 2. 

26.13.  𝑓(𝑥) = {
1, 0 < 𝑥 < 1,

−1, 1 ≤ 𝑥 ≤ 2,
𝑙 = 1. 
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26.14.  𝑓(𝑥) = 5𝑥 + 1, −5 < 𝑥 ≤ 5, 𝑙 = 5. 

26.15.  𝑓(𝑥) = {
1

2
𝑥 + 1, −2 < 𝑥 ≤ 0,

2, 0 < 𝑥 ≤ 2,
   𝑙 = 2. 

26.16.  𝑓(𝑥) = {
1, −1 < 𝑥 < 0,
𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,

𝑙 = 1. 

26.17.  𝑓(𝑥) = |𝑥| − 5, −2 < 𝑥 ≤ 2, 𝑙 = 2. 

26.18.  𝑓(𝑥) = {
0, −2 < 𝑥 < 0,
2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,

𝑙 = 2. 

26.19.  𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 2, −1 < 𝑥 ≤ 3, 𝑙 = 2. 

26.20.  𝑓(𝑥) = {
3, −3 < 𝑥 < 0,

−𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 3,
𝑙 = 3. 

26.21.  𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥, −1 < 𝑥 ≤ 1, 𝑙 = 1. 

26.22.  𝑓(𝑥) = {
1 + 𝑥, −4 < 𝑥 < 0,

−2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4,
𝑙 = 4. 

26.23.  𝑓(𝑥) = 4𝑥 − 3, −5 < 𝑥 ≤ 5, 𝑙 = 5. 

26.24.  𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1, −1 < 𝑥 < 0,
1 − 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,

𝑙 = 1. 

26.25.  𝑓(𝑥) = 1 − |𝑥|, −3 < 𝑥 ≤ 3, 𝑙 = 3. 

26.26.  𝑓(𝑥) = {
−1, −1 < 𝑥 < 0,

𝑥 + 1, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
𝑙 = 1. 

26.27.  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1, −1 < 𝑥 ≤ 1, 𝑙 = 1. 

26.28.  𝑓(𝑥) = {
−1, −2 < 𝑥 < 0,
𝑥/2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,

𝑙 = 2. 

26.29.  𝑓(𝑥) = 3 − |𝑥|, −5 < 𝑥 ≤ 5, 𝑙 = 5. 

26.30. 𝑓(𝑥) = {
2 + 𝑥, −2 < 𝑥 < 0,
2 − 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,

𝑙 = 2.  
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