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ВСТУП
 

В.1. Зміст, структура та формалізація  
оптимізаційної моделі 

 

1. Установлення меж об’єкта оптимізації.



2. Вибір змінних і параметрів моделі.

3. Визначення допустимої множини значень керованих 
змінних.



4. Вибір критерію оптимізації.

цільовою функцією

5. Узагальнена формалізація оптимізаційної моделі



1,..., nx x X

1( ,..., )T
nx x x T n

( )n nX( )n n(

1( ) ( ,..., )nf x f x x
X

min max ,
.

f x
x X

*x X
( )f x

*( )f x

nn ( 1)n

6. Інформаційне забезпечення моделі



В.2. Приклади найпростіших оптимізаційних  
моделей в економіці 

В2.1 (максимізація випуску продукції). При 
дослідженні діяльності виробника деякої продукції 
з’ясувалося, що залежність її випуску f  від витрат x  

описується виробничою функцією ( )f x ax bx , де , ,a b  – 
додатні числові параметри, причому (0,1) . Необхідно 
визначити на множині (0, )X  обсяг витрат, який 
максимізує випуск продукції.
◄



max,
.

ax bx
x X

► 
В2.2 (максимізація прибутку однопродуктової

фірми). Для виробництва продукції фірма-виробник 
використовує n  видів ресурсів. Якщо 1( ,..., )T n

nx x x n  –

вектор обсягів використаних ресурсів ( / 0,n n
jx x/ 0,n n
jx //nx /n

1,j n  – невід’ємний ортант n -вимірного точкового 

(векторного) простору nn ), ( )y f x  – обсяг випуску 
продукції ( ( )f x  – задана виробнича функція), p  – ціна 

продукції, 1( ,..., )T n
nw w w n  – вектор цін на ресурси, то 

прибуток фірми визначається величиною

1
( ) ( ) , ( )

n

j j
j

П x pf x w x pf x w x

де ,  – операція скалярного добутку векторів.
Потрібно визначити такий набір ресурсів, при якому 

прибуток фірми досягає свого максимального значення. 
◄

( ) max,
,

П x
x X

X nn nn

nn nX n



nX n nX n

nX n

► 
В2.3 (максимізація корисності споживача). Поведінка 

споживача на ринку n товарів визначається його функцією 
корисності

1 2
1 1 2( ,..., ) ... n

n nu x x Ax x x

де A i 1,i n – додатні параметри 1, 1,i i n

1( ,..., )T
nx x x – придбаний набір або вектор товарів ( jx  –

кількість одиниць товару j ), вектором цін на товари 

1( ,..., )T
np p p  і його бюджетом h (наявною сумою грошей) 

( , 1,ih p i n  – додатні числові параметри). Споживач 

повністю витрачає свій бюджет. Знайти такий набір 
товарів, який максимізує корисність споживача.
◄

1

1

( ,..., ) max,

.

n
n

j j
j

u x x

p x h

nX n



► 
В2.4 (оптимальне планування виробництва). Для 

виробництва n  ( 1)n  видів продукції підприємство 
використовує m  ( 1)m  видів ресурсів. Технологія 

виробництва задається матрицею ,
, 1( )m n

ij i jA a  (елемент ija  – 

це кількість одиниць ресурсу i , яка необхідна для 
виробництва однієї одиниці продукції j ). Крім того, задані 

вектор 1( ,..., )T
mb b b  обмежень на ресурси та вектор 

1( ,..., )T
nc c c  цін на продукцію. Потрібно визначити такий 

план виробництва 1( ,..., )T
nx x x  ( jx  – шукана кількість 

одиниць продукції j ), який би при заданих умовах 
виробництва максимізував сумарну вартість (дохід) 
виготовленої продукції.
◄

1

1

max,

, 1, ,

0, 1, .

n

j j
j

n

ij j i
j

j

c x

a x b i m

x j n



1
1

( ,..., ) / , 1,
n

T n
n ij j i

j
X x x x a x b i m

1
ij//

n
n ///

1
1

( ) ( ,..., )
n

n j j
j

f x f x x c x . 

►
В2.5 (оптимізація раціону). Для набору з n  видів

продуктів харчування, кожний з яких містить m видів різних 
поживних речовин (білки, жири, вуглеводи, вітаміни тощо), 
відома матриця ,

, 1( )m n
ij i jA a , де ija  – це кількість одиниць

поживної речовини i  у одній одиниці продукту j , вектор 

1( ,..., )T
mb b b  мінімальних потреб поживних речовин у 

раціоні та вектор 1( ,..., )T
nc c c  цін на продукти. Визначити 

такий конкретний набір продуктів (такий раціон)

1( ,..., )T
nx x x  ( jx  – шукана кількість продукту j ), який

задовольняє відповідні потреби у поживних речовинах i
мінімізує витрати на його придбання.
◄



1

1

min,

, 1, ,

0, 1, .

n

j j
j

n

ij j i
j

j

c x

a x b i m

x j n

► 
В2.6 (транспортна задача (Т-задача)). Нехай m 

постачальників (виробників) виробляють деяку однорідну 
продукцію, яка споживається n споживачами. При цьому 
обсяги виробництва продукції та обсяги її споживання 

відповідно дорівнюють 1,ia i m  та 1,jb j n  одиниць. 

Крім того, відома матриця ,
, 1( )m n

ij i jC c , де ijc  – вартість 

транспортних перевезень однієї одиниці продукції (кг, тонни 
тощо) від виробника i  до споживача j . Потрібно 

побудувати такий план перевезень продукції ,
, 1( )m n

ij i jX x   

( ijx  – шукана кількість одиниць продукції, що перевозиться 

від постачальника i  до споживача j ), при якому: 
1) вся продукція буде вивезена від постачальників; 
2) всі споживачі будуть повністю забезпечені необхідною 

кількістю продукції; 
3) сумарна вартість перевезень буде мінімальною.



◄

1 1

1

1

min,

, 1, ,

, 1, ,

0, 1, , 1, .

m n

ij ij
i j

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

c x

x a i m

x b j n

x i m j n

► 
В2.7 (оптимізація виробничої потужності 

підприємства). Підприємству потрібно придбати n видів 
обладнання з відповідним вектором виробничих потужностей 

1( ,..., )T
nc c c  за зміну. На придбання цього обладнання 

підприємство може виділити m видів виробничих ресурсів 
(гроші, виробничі площі тощо) з відповідним вектором 
обмежень 1( ,..., )T

mb b b . Відома матриця ,
, 1( )m n

ij i jA a , де ija  – 

це кількість одиниць ресурсу i , що витрачається на 
придбання одиниці обладнання j . Визначити такий набір 

придбаного обладнання 1( ,..., )T
nx x x  ( jx  – шукана кількість 

одиниць обладнання j ), який забезпечує максимум 



виробничої потужності підприємства за зміну.
◄

1

1

max,

, 1, ,

0, 1, ,

, 1, ,

n

j j
j

n

ij j i
j

j

j

c x

a x b i m

x j n

x Z j n

Z

► 
В2.8 (максимізація рентабельності виробництва).

Нехай виконуються умови задачі про оптимальне 
планування виробництва В2.4, але, крім технологічної 
матриці ,

, 1( )m n
ij i jA a , вектора обмежень на ресурси 

1( ,..., )T
mb b b  та вектора цін на продукцію 1( ,..., )T

nc c c , 

заданий також вектор 1( ,..., )T
nd d d  витрат виробничих 

фондів на одиничні випуски кожного з видів продукції 
(компоненти векторів c  та d  вимірюються у грошових 
одиницях). Необхідно визначити такий план виробництва n  



( 1)n  видів продукції 1( ,..., )T
nx x x , який би забезпечив його 

максимальну рентабельність. 
◄

1

1

1

max,

, 1, ,

0, 1, .

n

j j
j
n

j j
j

n

ij j i
j

j

c x

d x

a x b i m

x j n

► 
В2.9 (максимізація випуску продукції одно-

продуктової фірми). Однопродуктова фірма-виробник 
використовує n  ( 1)n  ресурсів (витрат) 1,..., ,nx x  
технологічний зв'язок яких з випуском продукції y  задається 
неокласичною виробничою функцією [4, 5] 1( ,..., )ny f x x . 
Ринок продукції та ресурсів досконалий, тому вектор цін на 
ресурси 1( ,..., )T

nw w w  вважається також заданим. Бюджет 
фірми визначається величиною C . Потрібно знайти такий 



набір ресурсів, вартість якого не перевищує бюджету і який 
максимізує випуск продукції.
◄

1

1

( ,..., ) max,

,

0, 1, .

n
n

j j
j

j

f x x

w x C

x j n

1( ,..., )nf x x

► 
В2.10 (максимізація розподілу капітальних 

вкладень). Для збільшення потужності виробництва 
продукції, яка користується підвищеним попитом, m  
підприємствам виділяються капітальні вкладень (КВ) 
загальним обсягом s  одиниць (од.). Використання i-м 
підприємством iu  од. КВ приносить йому прибуток ( )i ik u  од. 
Необхідно визначити такий варіант розподілу фінансових 
ресурсів, при якому сумарний прибуток усіх підприємств  
буде максимальним.
◄



1

1

( ) max,

,

0, 1, .

m

i i
i
m

i
i

i

k u

u s

u i m

( ), 1,i ik u i m

m
m

m

ix
i

i iu

1

1

1

0

( ) max,

, 1, ,

[0, ], 1, ,
0, .

m

i i
i

i i i

i i

m

k u

x x u i m

u s x i m
x x s



►

В.3. Класифікація моделей оптимізації 
 

1. За кількістю керованих (шуканих) змінних: 
 одновимірні x
( 1)n

 багатовимірні x
n ( 1)n

2. За наявністю обмежень: 
 задачі безумовної оптимізації

nX n ( 1)n

 задачі умовної оптимізації
nX n

nn ( 1)n

3. За характером обмежень:
  умовної оптимізації ; 
 задачі умовної оптимізації з обмеженнями–

рівностями; 



 обмеженнями–
нерівностями; 

 зі змішаними 
обмеженнями  

 

 
4. За типом критерію оптимізації та обмежень: 

 задачі лінійного програмування

 задачі нелінійного програмування

 задачі цілочислового програмування

 задачі дробово-лінійного програмування

 задачі опуклого програмування

 задачі квадратичного програмування

 задачі сепарабельного програмування

 задачі геометричного програмування

 задачі параметричного програмування

 задачі стохастичного програмування



 задачі динамічного програмування

5. За кількістю екстремальних точок: 
 одноекстремальні задачі оптимізації

 багатоекстремальні задачі оптимізації

В.4. Поняття про методи оптимізації 

точними
наближеними

аналітичні, числові графічні

скінченні ітераційні



прямими методами, методами нульового 
порядку методами першого порядку,
градієнтними методами

методами другого порядку, методами Ньютона



 

 
 

ЧАСТИНА I. ОДНОВИМІРНА ОПТИМІЗАЦІЯ 
 

Розділ 1. Основи теорії мінімізації функції  
однієї змінної 

 
1.1. Поняття мінімуму функції однієї змінної 

 
( )f x X

1 1/ ( )x x X1 1/ ( )1/ (x / ((
x X x

( )f x
( ( ))f x

( ) min,
.

f x
x X

Означення 1.1. Точку *x X  називають точкою 
глобального (абсолютного) мінімуму функції ( )f x  на 

множині X , якщо *( ) ( )f x f x  для всіх x X .
*( )f x

( )f x X * *( ) min ( )
X

f f x f x



 

*X *X

( ) ln , (0,1]f x x X
*X 2( ) , [ 1,1]f x x X * 0X

1( ) sin ,f x x X 1 *X

( ) 1 1f x x x

[ 1,1]X * [0,1]X [1,2]X * 1X

(1,2)X *X ( )f x x (0,1]x (0) 1f
[0,1]X (0,1]X

*X
Означення 1.2. Точка *x X  називається точкою 

локального мінімуму функції ( )f x  на множині X , якщо  

існує таке число 0 , що *( ) ( )f x f x  для 
* *( , ) /x O x x X x x .

Означення 1.3. Функція ( )f x  називається обмеженою 
знизу на множині X , якщо існує таке число m , що 

( )f x m  для всіх x X . Функція ( )f x  необмежена знизу на 

X , якщо існує послідовність точок 
1

,kx X  для якої 

lim ( )kk
f x .

*X

Означення 1.4. Нехай функція ( )f x  обмежена знизу на 
множині X . Тоді число *f  називається точною нижньою 



 

межею функції ( )f x  на множині X  і позначається 

* inf ( )
X

f f x , якщо: 

1) *( )f x f  для всіх x X ; 
 для довільного як завгодно малого числа 0  існує 

точка *x X , для якої * *( )f x f  (тобто серед значень 
( )f x  на множині X  знайдуться як завгодно близькі до *f ).

( )f x

( ) 1f x x
(0, )X

sin , 0, 2( )
1 3 при 0 .2

x x
f x

x i x

( )f x

*f
*X

* inf ( )
X

f f x
1kx

( )f x X

kx ( )kf x

* *( )kf f x f

X
( )f x X

( )f x X

*X



 

1.2. Класичний метод мінімізації функції однієї змінної 
 

( )f x X *x

1) *( )f x

2) ( )f x *( )f x

3) ( )f x *x
4) X

*x a *x b [ , ]X a b ,a b  

  

  

 

  



 

( )y f x

( )f x
*x *( )f x

*

*lim ( ) ( )
x x

f x f x
*x

*

* *

0
( ) lim ( ) ( 0)

x x
f x f x f x

  

    

  

     



 

*

* *

0
( 0) lim ( ) ( 0)

x x
f x f x f x

*x * *( ) ( 0)f x f x
*( 0)f x *x x

* 0x
2( )f x x

( )f x x
2 , 0,( )
1, 0,

x x
f x

x

2

2

, 0,
( )

1, 0,
x x

f x
x x

1 , 0,
( )

, 0,

x
xf x
x x

2( ) ( ,0]f x x X

( )f x
1X 1 X

11

X

( )f x *x X

функція ( )f x  диференційовна у точці *x  тоді і лише тоді, 

коли вона має у цій точці скінченну похідну *( )f x
* * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x f x f x x x x f x x o x

x ( )x



 

0x

( )f x n

( 2)n *x

( 1)n ( 1) ( )nf x
*x

Теорема 1.1. Нехай функція ( )f x  диференційовна ( 1)n  

разів у деякому околі точки *x  і n  разів диференційовна у 
самій точці *x . Тоді для кожного x  із цього окола *( )x x  
справджується рівність 

* * * * * 21( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ...
2!

f x f x f x x x f x x x

( ) * *
* * *

1
( )( ) ( ) ( , ) ( , )

!

n n
n

n n
f x x x o x x P x x R x x

n
де *( ) ( )n no x x o x  – означає нескінченну малу 

величину при 0x  *( )x x  більш високого порядку,  

ніж ( )nx . 

*x *( , )nP x x *
1( , )nR x x

n ( )f x
*x

( )f x

якщо функція ( )f x  диференційовна n  разів у деякому 

околі точки *x , то для кожної точки x  із цього окола 



 

знайдеться точка x , розміщена між точками x  і *x , що  
* *

1( ) ( , ) ( , )n nf x P x x R x x*)*
n ( ,( ,n , 

де *
1( , )nP x x  – многочлен Тейлора порядку ( 1)n  функції 

( )f x  у точці *x , а 
( )

* *( )( , ) ( )
!

n
n

n
f xR x x x x

n
( , )n

*( *R ( , )*
n  – залишковий 

член у формі Лагранжа.

Теорема 1.2 (необхідна умова екстремуму першого 
порядку). Нехай: 

1) *x  – точка локального екстремуму функції ( )f x ; 

2) функція ( )f x  диференційовна у точці *x . 
Тоді

*( ) 0f x
◄

*x *( ) ( )f x f x
*x

* *
*

0

( ) ( )( 0) lim 0,
x

f x x f xf x
x

* *
*

0

( ) ( )( 0) lim 0,
x

f x x f xf x
x

* * *( ) ( 0) ( 0) 0f x f x f x ►

*x X

стаціонарними, критичними

( )f x x
* 0x



 

Теорема 1.3 (необхідна умова екстремуму другого 
порядку). Нехай: 

1) *x  – точка локального мінімуму (максимуму) функції 
( )f x ; 

2) функція ( )f x  диференційовна у деякому околі точки *x  

і двічі диференційовна у самій точці *x . 
Тоді друга похідна у цій точці невід’ємна (недодатна): 
*( ) 0f x *( ( ) 0)f x

◄

*x

* * * 2 21( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

f x f x f x x f x x o x

* 2 21 ( )( ) ( )
2

f x x o x

*( ) 0f x x

*( ) ( )f x f x
*x

*( ) 0f x
►



 

Теорема 1.4 (перша достатня умова екстремуму).
Нехай: 

1) *x  – стаціонарна точка функції ( )f x ; 
2) функція ( )f x  диференційовна у деякому околі точки 

*x , причому зліва і справа від неї похідна ( )f x  має 
протилежні знаки. 

Тоді у точці *x  функція ( )f x  має: 
1) максимум, якщо похідна змінює свій знак з « » на « »; 
2) мінімум, якщо похідна змінює свій знак з « » на « ». 
◄ *x *( ) 0f x

( )f x *x
*( )f x ( ) 0f x *x x ( ) 0f x *x x

*x
*( )f x ( )f x

*x
*x ( )f x

►
( )f x

*x
( )f x

X *x X
*x

Приклад 1.1. Знайти екстремум функції 4 3( )f x x x .

◄ Оскільки 3 2( ) 4 3f x x x



 

( ) 0f x * *
1 2

30, 4x x

( ) 0f x *
1 0x x

* *
1 2

3
4x x x *

2x x ( ) 0f x
*
1x *

2x
4 3

min
3 3 3 27
4 4 4 256

f f ► 

Теорема 1.5 (друга достатня умова екстремуму).Нехай: 
1) *x  – стаціонарна точка функції ( )f x ; 

2) функція ( )f x  диференційовна у деякому околі точки *x  

і двічі диференційовна у самій точці *x . 
Тоді у точці *x  функція ( )f x  має: 

1) мінімум, якщо *( ) 0f x ; 

2) максимум, якщо *( ) 0f x . 

◄ *( ) 0f x *x

( )f x
*( ) 0f x

*x *( ) 0f x
*x

*( ) 0f x *x ► 

*( ) 0f x *x

Теорема 1.6 (третя достатня умова екстремуму). Нехай: 
1) функція ( )f x  ( 1)n  разів диференційовна у деякому 

околі точки *x  і n  разів диференційовна у самій точці *x ; 



 

2) у точці *x  виконуються умови:  
* * ( 1) *( ) ( ) ... ( ) 0nf x f x f x , ( ) *( ) 0nf x . 

Тоді, якщо n  – непарне, то точка *x  не є точкою 
екстремуму, а якщо n  – парне, то функція ( )f x  має у точці 

*x  мінімум, якщо ( ) *( ) 0nf x , і максимум, якщо ( ) *( ) 0nf x . 

◄ n ( ) *( ) 0nf x ( 1) ( )nf x
*x ( 1) *( ) 0nf x

*x *x ( 1) ( ) 0nf x
*x ( 1) ( ) 0nf x

( )f x
( 2) *

* * * * 3( )( ) ( ) ( )( ) ... ( )
( 3)!

n
nf xf x f x f x x x x x

n
( 1)

* 2( ) ( )
( 2)!

n
nf x x x

n

( 1)
* 2( )( ) ( )

( 2)!

n
nf xf x x x

n

x *x x
n ( )f x

( 1) ( )nf x ( 1) ( ) 0nf x
*x x ( 1) ( ) 0nf x *x x *x

( )f x *x
( ) *( ) 0nf x

n *x
( )f x ►

( )f x n



 

( 1)n
( 1) гоn

оїn

n *( ) 0nf x ( 2)n

( ) sin cos xf x x x e
* 0x ( (0) 0)f (0) 0f

1. 

2. 

( )f x X

1X 1 ( , )X b
( , ]X b ( , )X a [ , )X a

x x
3. 



 

X 1(X 1 ( , ))X a b

X
11 11

X

( )f x
X

X
*x X

1) ( )f x X

2) 

X
( [ , ], ( , ]X a b X a b

1) ( )f x
X

2) 

3) ( )f x

X



 

( )f x

Приклад 1.2. Знайти найбільше та найменше значення 
функції 3 2( ) 3 5f x x x  на множині [ 2,4]X .

◄ 
2( ) 3 6f x x x

( 2,4) 1 20, 2x x
23 6 0x x ( ) 6 6f x x

(0) 6 0f (2) 6 0f 1 0x

2 2x
( 2) 15,f (0) 5,f (2) 1,f (4) 21,f

2x
4x ►

4. 

( )f x

( )f x

5. 
1X 1



 

x X
11

 
1.3. Унімодальні та опуклі функції 

 

( )f x

Означення 1.5. Неперервна на відрізку [ , ]a b  функція
( )f x  називається унімодальною, якщо існують числа  та 

( )a b  такі, що: 
1) при a  функція ( )f x  на відрізку [ , ]a  монотонно 

спадає; 
2) при b  функція ( )f x  на відрізку [ , ]b  монотонно 

зростає; 
 при [ , ]x  функція ( )f x  набуває мінімальних 

значень, тобто *

[ , ]
( ) min ( )

a b
f x f f x , * [ , ]X .

[ , ]a [ , ] [ , ]b

( )f x



 

( )y f x  

1) 

[ , ]a b
2) [ , ]a b

[ , ] [ , ]c d a b
3) ( )f x

1 2a x x b *
2[ , ]x a x 1 2( ) ( )f x f x *

1[ , ]x x b

  

  

 

     

  

  

 

       



 

1 2( ) ( )f x f x *x ( )f x [ , ]a b

 

[ , ]X a b

( )f x
X

*x X

1 2( ) ( )f x f x *
1 2 1 2, ,x x x x x X , 

1 2( ) ( )f x f x *
1 2 1 2, ,x x x x x X . 

*x X

1 2( ) ( )f x f x *
1 2x x x 1 2( ) ( )f x f x

*
1 2x x x 1 2( , )x x X ( )f x

( )f x

Означення 1.6. Задана на відрізку [ , ]a b  функція ( )f x  
називається опуклою (опуклою вниз), якщо для 1 2, [ , ]x x a b  і 
довільного числа [0,1]  виконується нерівність

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f x



 

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f x
( )f x ( ( ))f x

0 1
( )f x

2( )f x x 2( )f x x

( )y f x

1. 1 2[ , ] [ , ]x x a b
[ , ]a b ( )f x

1x 2x
2. [ , ]a b ( )f x

x ( ( , ))x a b

x  1x  2x  1x  2x  x  

y  y  



 

[ , ]a b

2, 0,
( ) , 0 1,

2, 1

x
f x x x

x

[0,1]
2( ) 1f x x [ 1,1]

( 1 0)f (1 0)f
3. 

[ , ]a b ( )f x
[ , ]a b

( )f x

x a x b
( 0) ( )f a f a ( 0) ( )f b f b

4. 

[ , ]X a b
Теорема 1.7. Для того, щоб диференційовна на відрізку 

[ , ]a b  функція ( )f x  була опуклою на цьому відрізку, необхідно й 
достатньо, щоб її похідна ( )f x  була неспадною на [ , ]a b .

( )f x ( , )a b
( )f x

Теорема 1.8. Для того, щоб двічі диференційовна на 
відрізку [ , ]a b  функція ( )f x  була опуклою на цьому відрізку, 



 

необхідно й достатньо, щоб при всіх [ , ]x a b  виконувалася
нерівність ( ) 0f x . 

( )f x

[ , ]a b ( ) 0f x ( ) 0f x [ , ]x a b

( )f x
[ , ]a b [ , ]x a b

( ) 0f x
( , ) [ , ]c d a b ( ) 0f x

Приклад 1.3. Використовуючи критерії опуклості 
(теореми 1.7, 1.8), дослідити на опуклість в області свого 
визначення функції 1( ) 2xf x , 2 ( ) lnf x x .

◄  1( ) 2xf x 11

2 ( ) lnf x x  (0, ) 1 ( )f x

2(ln2) 2 0x
2 2

1( ) 0f x
x

1( )f x 2 ( )f x  ► 
 [ , ]a b  

( )f x
( )f x

Теорема 1.9. Якщо ( )f x  – опукла диференційовна на 

відрізку [ , ]a b  функція і у точці * [ , ]x a b  виконується рівність 
*( ) 0f x , то *x  – точка глобального мінімуму ( )f x  на [ , ]a b .



 

( )f x *x
* * *( ) ( ) ( )( )y x f x f x x x *( ) ( )y x f x

*( ) ( )f x f x

[ , ]x a b *x

( )f x *x
[ , ]a b

*( ) 0f x

5. [ , ]a b

[ , ] [ , ]x x a b ( )f x

( , ( ))x f x ( , ( ))x f x

[ , ]a b [ , ]a b

0
lim ( ) ( )

x a
f x f a

0
lim ( ) ( )

x b
f x f b



 

 

( )y f x

y  

хорда 

a x    x b    x

( )f x



 

Розділ 2. Прямі числові методи 
 

може бути 
розв’язана не точними, а наближеними методами, зокрема 
наближеними числовими методами .

прямими методами мінімізації, або методами 
нульового порядку

( )f x [ , ]a b

2.1. Метод перебору (рівномірного пошуку) 
 

[ , ]a b

n ( )ix a i b a n 0,i n

( )f x 0,ix i n

(0 )kx k n

0,
( ) min ( )k ii n

f x f x

*
kx x

* ( )kf f x *x

( ) ( )n b a n

kx [ , ]a b



 

1 1k n

1( ) ( )k kf x f x
*

1[ , ]kx x b 1( ) ( )k kf x f x *
1[ , ]kx a x

*
1 1 1 1[ , ] [ , ] [ , ]k k k kx x b a x x x

2( )b a n . *x
* ( ) ( )kx x b a n n

0k k n
n ( )n

Крок 1. ( )f x [ , ]a b
( )n

Крок 2. n
[ , ]a b ( ( ) ( ))n b a n ( 0, )ix i n

Крок 3. ( 0, )ix i n

( )f x *x *( )f x
Приклад 2.1. Методом перебору розв’язати задачу 

мінімізації функції 
2

( )
2

xxf x e  на відрізку [0,1]  з точністю 

0,1 . 
◄ ( )f x

[0,1] 1 0 10
0,1

n

10n 0 (1 0) 10 0,1ix i i ( 0,10)i

( )if x



 

    Таблиця 2.1 

ix ( )if x

* 0,6x * 0,729f ► 

1. 
пасивних

послідовних

( )f x

2. ix
( )f x

( )f x



 

1 2a x x b 1 2,x x

1( )f x 2( )f x
*x 2[ , ]a x

1 2( ) ( )f x f x 1[ , ]x b 1 2( ) ( )f x f x

*x

*x xx xx

методами 
виключення відрізків.

пробні точки 
вибирають симетричними відносно середини відрізка.

2.2. Методи поділу відрізка пополам 
 

Перший метод – метод дихотомії 
1 2,x x 1 2( )a x x b

1 2 2
a bx 2 2 2

a bx

0

1 2 1
2

b x x a
b a b a

1
2



 

*x
[ , ]a b ( ) 2b a

( ) 2n b a
*x ійn ( 1) оїn

n ,a b
ійn

Крок 1. ( ) 2n b a n

( )n

Крок 2. 1 2,x x

1( )f x 2( )f x
Крок 3. 1( )f x 2( )f x 1 2( ) ( )f x f x

2[ , ]a x 2:b x :

1 2( ) ( )f x f x

1[ , ]x b 1:a x

Крок 4. *

2
a bx * *( )f f x

1.
(0,2 )

а)

б) ( )f x

1x 2x



 

( )f x

x
2. *x

2
2( )log

2
b an

◄ [ , ]a b

1 ( )b a

2 2 2
b a

2
3

1 1
2 2 4 4 2

b a оїn

1 1 1 1
1 1 1... 1 2

2 2 2 2 2n nn n n n

b a b a

1
11

2 2 2 2
n

n n n

b a

►
3. 

( ) 2n
nb a

( ) 2n b a ,a b
( 1)n

2( 1)N n
( )f x

2( 1)N n ( 1)n



 

11 22

( )
2 2

n NNn

b a b a N

n N

Приклад 2.2. Першим методом поділу відрізка пополам 
(методом дихотомії) розв’язати задачу мінімізації з 
прикладу 2.1.

◄ 0,02
Крок 1. ( ) 2n b a

(1 0) 2 0,5 0,1n

Крок 2.

1
1 1 0,02 0,49
2 2 2 2

x 2
1 1 0,02 0,51
2 2 2 2

x

(0,49) 0,733f (0,51) 0,731f

Крок 3. 1 2( ) ( )f x f x

1 1[ , ] [ ,1] [0,49;1]x b x
( ) 2n b a  

1 0,49 2 0,255 0,1

k p



 

Таблиця 2.2 
k

p
a
b

2n
b a

1x

2x

1( )f x

2( )f x

1 2( ) ( )f x f x 1 2( ) ( )f x f x 1 2( ) ( )f x f x

* 0,49 0,633 0,56
2 2

a bx * (0,56) 0,728f f ► 

Другий метод поділу відрізка пополам 

три пробні точки
*x

[ , ]a b

4i
b ax a i 1,2,3i

1( )f x 2( )f x

1 2( ) ( )f x f x *x 2[ , ]a x

1 2( ) ( )f x f x 2 3( ) ( )f x f x

1 3[ , ]x x 2[ , ]x b



 

( )f x

1x 1x 3x

Крок 1. 2 2
a bx 2( )f x

Крок 2. ( ) 2n b a n

n

*

2
a bx * *( )f f x

Крок 3. 2
1 2

a xx 1( )f x

Крок 4. 1( )f x 2( )f x 1 2( ) ( )f x f x

2[ , ]a x 2:b x 2 1:x x

2 1( ) : ( )f x f x

1 2( ) ( )f x f x 2
3 2

x bx 3( )f x

Крок 5. 2( )f x 3( )f x 2 3( ) ( )f x f x

1 3[ , ]x x 1:a x 3:b x

2 3( ) ( )f x f x 2[ , ]x b 2:a x 2 3:x x

2 3( ) : ( )f x f x

*x

[ , ]a b



 

1 b a 2 ( ) 2b a оїn
1( ) 2n

n b a ійn
( 1)n

2 2
n

n n

b a

n

*x

2log b an

оїn
( 1)n

3 2( 2) 2 1N n n
( )f x

11
22

( )
2 2

n NNn

b a b a N

Приклад 2.3. Розв’язати задачу мінімізації з прикладу 2.1 
другим методом поділу відрізка пополам.

◄
Крок 1. 2 (0 1) 2 0,5x 2( ) 0,732f x
Крок 2. ( ) 2n b a
0,5 0,1n

Крок 3. 1 2( ) 2 0,25x a x 1( ) 0,810f x . 



 

Крок 4. 1 2( ) ( )f x f x

3 2( ) 2 0,75x x b 3( ) 0,754f x .  
Крок 5. 2 3( ) ( )f x f x

1 3[ , ] [0,25;0,75]x x

k p

Таблиця 2.3 
k

p
a
b

2n
b a

1x

2x

3x

1( )f x

2( )f x

3( )f x

1 2( ) ( ),f x f x

2 3( ) ( )f x f x
1 2( ) ( ),f x f x

2 3( ) ( )f x f x
1 2( ) ( ),f x f x

2 3( ) ( )f x f x

0,1

* 0,5 0,625 0,56
2 2

a bx * (0,56) 0,728f f

►



 

1x
2

a b 2x b

a 1x 2

2
a x

2x 2x b

2.3. Метод золотого перерізу 
 

, метод золотого 
перерізу

1x 2x [ , ]a b

( )f x

1x 2x

 

 
 

[ , ]a b

2[ , ]x b 1x 2x
( ) 2a b

a



 

2
2

1 2
1

( ),

( ) ( ).

x ax a b a
b a
x a b xx a b a a b a
b a b a

2[ , ]x b 1 [ , ]x a b

2 2[ , ]x a x 2x

2( ) 2a x 1x

2x 2x [ , ]a b

2[ , ]a x

2 1( )x a x a

2 1

2

x a x a
b a x a

2( ) ( )x a b a 2( ) ( ) 1b x b a

2 ( )x a b a 1 (1 )( )x a b a
(1 )

2 1

5 1 0,61803.
2

1 (3 5) 2

1
3 5 ( )

2
x a b a 2

5 1( )
2

x a b a

1. 1x 2x
[ , ]a b

точками золотого перерізу [ , ]a b



 

2. 

( )f x

3. 1 2x a b x 2 1x a b x

4. 

[ , ]a b
* ( ) 2x a b ( ) 2b a

*x
( 1)n ійn

1( )n
n b a *x

ійn
1

1 5 1
2 2 2

n

n
n b a

*x

n

Крок 1.
1 2,x x 1 2( ), ( )f x f x

Крок 2. ( ) 2n b a ,a b
,a b

1 ( ) 2n
n b a номерn

( 5 1) 2 n



 

n

Крок 3.
1 2( ) ( )f x f x 2[ , ]a x

2:b x 2 1:x x 2 1( ) : ( )f x f x

1 ( )x b b a 1( )f x 1 2( ) ( )f x f x

1[ , ]x b 1:a x 1 2:x x 1 2( ) : ( )f x f x

2 ( )x a b a 2( )f x

Крок 4. * ( ) 2x a b , 
* *( )f f x . 

n
n n

221 ln ln 1 2,1lnn
b a b a

( 1)n
N n ( )f x

1
1 5 1 ( )
2 2

n

n b a

  
1

1 5 1 ( ) ( ).
2 2

N

Nb a N

Приклад 2.4. Розв’язати наведену у прикладі 2.1 задачу 
мінімізації методом золотого перерізу.

◄

Крок 1. 1
3 50 1 0,38

2
x 2 0x



 

5 1 1 0,62
2 1( ) 0,756f x 2( ) 0,730f x

Крок 2. ( ) 2n b a 1 (1 0) 2
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2.4. Метод Фібоначчі 
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Приклад 2.5. Розв’язати задачу із прикладу 2.1 методом 
Фібоначчі.

◄ Крок 1. 1 (1 0) 2 0,5 0,1
Крок 2. ( ) 1 0,1 10b a 2 10nF

1 2 1F F 3 2F 4 3F 5 5F 6 8F 7 13F ( 2) 7n
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Таблиця 2.5 
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Порівняння методів виключення відрізків і перебору. 
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2.5. Метод квадратичної інтерполяції 
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Приклад 2.6. Розв’язати методом квадратичної 

інтерполяції (методом парабол) задачу мінімізації функції 
2

( )
2

xxf x e  на відрізку [0,1]  з точністю 0,01 .
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2 3[ , ] [0,5;0,75]x x x 1 2 3, ,x x x

1 0,5x 2x

2 0,5701x x 0,5701xx 3 0,75x

1( ) 0,7315f x 2( ) 0,7280f x

3( ) 0,7536f x
Ітерація 2 
Крок 2. 0,5675x 0,5675x

Крок 3.
0,5675 0,5701 0,0026 0,01

* 0,568x x 0,568xx * (0,568)f f
0,728 ( )f x

*x ► 



 

Розділ 3. Методи мінімізації першого  
та другого порядків 
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Приклад 3.1. Методом середньої точки знайти точку 

мінімуму функції 
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Таблиця 3.1 
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3.2. Метод хорд 
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Приклад 3.2. Методом хорд розв’язати задачу мінімізації 

функції 
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3.3. Метод Ньютона 
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Приклад 3.3. Методом Ньютона розв’язати задачу 

мінімізації функції 
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3.4.Метод кубічної апроксимації 
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Приклад 3.4. Виконати одну ітерацію методу кубічної 

апроксимації у випадку мінімізації функції 
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Розділ 4. Методи мінімізації багатомодальних 
функцій 
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Приклад 4.1. Методом перебору розв’язати задачу 
знаходження мінімального значення функції 
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4.3. Метод  ламаних 
 

( )f x
[ , ]a b

[ , ]x a b[ , ]x b[ ,

( , ) ( )g x x f x L x xx f x L x x) ( )) ( L x( ) x

( )L ( )L
( , ( ))x f x, ( ))f, (, (



 

( , )g x x)

( , ) ( ) ( )g x x f x L x x f x( )f f) ( ) () ( ) (( )( )( )
[ , ]x a b ( , ) ( )g x x f x, ) ( )f, ) (, ) (

( )f x ( , )g x x)
( , ( ))x f x, ( ))f, (, (

( , )g x x)
методу ламаних

( )f x

[ , ]a b * ( 0,1,...)kx k

( ) ( , )k kp x g x x ( 0,1,...)k

*
0 0x x *

0 0 0 0( )p p x y 0x 0y

( ) ( )y f a L x a ( ) ( )y f b L x b

xb  xx  a  

y
 

( , )y g x x)  

( )y f x  



 

0

0

1 ( ) ( ) ( ) ,
2
1 ( ) ( ) ( ) ,
2

x f a f b L a b
L

y f a f b L a b

0
0

0

( ) ( ), [ , ],
( )

( ) ( ), [ , ].
f a L x a x a x

p x
f b L x b x x b

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

    

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

 

 

 

 

 

   



 

0 ( )p x , 

1( )p x , 2 ( )p x  

*
1 0 0( ) max ( , ), ( )p x g x x p x

1x

1x 1x
* *
0 0( , ( ))x f x

( )L
* *
0 0( , )x p ( )L 1x  

* *
0 0( , ( ))x f x

( )L
* *
0 0( , )x p ( )L

  *
1 0 1x x *

1 0 1x x

* *
1 0 0[ ( ) ] 2f x p L * *

1 1 1 1 1 0 0
1( ) ( ) ( )
2

p x p x p f x p

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

     



 

1( )p x

1x 1x
*
1 1x x

*
1( , )g x x

*
2 1 1( ) max ( , ), ( )p x g x x p x

*
1x

2x 2x

*
2 1 2x x *

2 1 2x x
* *

2 1 1[ ( ) ] 2f x p L

* *
2 2 2 2 2 1 1

1( ) ( ) ( )
2

p x p x p f x p

1( )kp x
*

1kx ( )kp x kx kx
*

1 1( ) max ( , ), ( )k k kp x g x x p x
*

1k k kx x *
1k k kx x

* *
1 1[ ( ) ] 2k k kf x p L

* *
1 1

1( ) ( ) ( )
2k k k k k k kp x p x p f x p

1. ( )kp x



 

( )L ( )L ( )kp x ( 0)k

L
( )f x ( 1)k

2. [ , ]x a b 1k

1( ) ( ) ( )k kp x p x f x

( )f x

( )kp x
( 0)k ( )f x ( )kp x
( 0)k

3. k
( )f x

[ , ]a b
* *lim ( )kk

f x f
*x ( )f x

[ , ]a b * *lim kk
x x

*X
lim 0kk k

*
kx

*X
*

1( )kf x
*f

* * * *
1 1 10 ( ) ( ) 2k k k k kf x f f x p L

4. 
L



 

L
( )f x

L

Крок 1. 0 0,x y

0 0( , ) ( , )x p x y
Крок 2. ( , )x p

( , )x p, )p,, pp
( )f x)

Крок 3.
1 ( )

2k f x p
L

x p) p)

2k L k
*x xx

* ( )f f x)

Крок 4. ( , ), ( , )x p x p x xxx

x xxx 1 ( )
2

p f x px p))

( , )x p, )p,,
Приклад 4.2. Методом ламаних розв’язати задачу 

мінімізації функції 3( ) 0,2( ) 2f x x x  на відрізку [ 1,1]  з 
точністю 0,03 .
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( 0,5;1,8) (0,5;1,8)

k

( , ), ( , )x p x p
( , )x p, )p,,

Ітерація 2 
( 0,5;1,8) (0,5;1,8) 2 0,125 0,03 (0,344;1,863)

(0,656;1,863)
Ітерація 3 
( 0,5;1,8) (0,344;1,863) (0,656;1,863) 3 0,275 0,03

( 0,844;1,938) ( 0,156;1,938)



 

Ітерація 4 
(0,344;1,863) (0,656;1,863) ( 0,844;1,938) ( 0,156;1,938)

4 0,062 0,03 (0,578;1,894) (0,734;1,894)
Ітерація 5 
(0,344;1,863) ( 0,844;1,938) ( 0,156;1,938) (0,578;1,894)

(0,734;1,894) 5 0,076 0,03 (0,249;1,901) (0,439;1,901)
Ітерація 6 
( 0,844;1,938) ( 0,156;1,938) (0,578;1,894) (0,734;1,894)

(0,249;1,901) (0,439;1,901) 6 0,029 0,03
* 0,578x

* (0,578) 1,923f f ► 



 
 

ЧАСТИНА II. БАГАТОВИМІРНА ОПТИМІЗАЦІЯ 
 

Розділ 5. Теоретичні основи та методи безумовної 
мінімізації функції багатьох змінних 

 
5.1. Постановка задачі безумовної мінімізації  

функції багатьох змінних 
 

( 1)n n( 1)n n

1( ,..., )T
nx x x

1 1( ( ,..., )n nx y x y x y 1( ,..., ) , )T
nx x x )

nn

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

1
, , ,

n
n

i i
i

x x x x x x nnn nn

n
nn

вектора x довжина (норма)
1

2
2

1
,

n

i
i

x x x x

відстань між векторами (1)x (2)x
(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)( , ) ,x x x x x x x x

1
2

(1) (2) 2

1
( )

n

i i
i

x x

нерівність трикутника



(1) (2) (1) (2)x x x x

нерівність Коші-Буняковського
(1) (2) (1) (2)x x x x

n 1( ) ( ,..., )nf x f x x

f
nn

Означення 5.1. Точка * nx n  називається точкою 
глобального мінімуму функції ( )f x  на nn , якщо *( ) ( )f x f x

для всіх nx n . Значення * *( ) min ( )
n

f x f x f
n

fmin (
n

 називається 

мінімальним значенням (мінімумом) функції ( )f x  на nn .
( )f x

nn *X
Означення 5.2. Точка * nx n  називається точкою 

локального мінімуму функції ( )f x , якщо *( ) ( )f x f x  у 

деякому околі точки *x , тобто для всіх *( , )x O x
*/ ( , ) , 0nx R x x . 

n
X nn

( ) min,
,n

f x
x ,n

задачею безумовної мінімізації n

x
nX n



1. *X
( )f x

* inf ( )
n

f f x
n

finf ((
n

2. ( )f x ( )nx )n

( ( ))f x nn

5.2. Класичний метод мінімізації функції  
багатьох змінних 

 

( )f x
* nx n

*x
Означення 5.3. Функція ( )f x  називається 

диференційовною у точці *x , якщо її повний приріст ( )f x  у 
цій точці можна записати у вигляді 

 *

1 1 1
( ) ( )

n n n

j j j j j j
j j j

f x A x x A x o



де 1,jA j n  – деякі, не залежні від приростів аргументів 

1,jx j n  числа; 1,j j n  – нескінченно малі функції при 

0 1,jx j n , які приймають нульові значення при 

0 1,jx j n ; 2 2
1( ) ... ( )nx x x  – відстань між 

точками * * *
1( ,..., )T

nx x x  та * * *
1 1( ) ( ,..., )T

n nx x x x x x . 

( )f x *x

Теорема 5.1. Якщо функція ( )f x  диференційовна у точці 

*x , то у цій точці вона має частинні похідні 
*( )

j
j

f x A
x

, де 

jA  1,j n  визначені із умови (5.2), і є неперервною.

Теорема 5.2. Якщо функція ( )f x  має всі частинні похідні 

у деякому околі точки *x , причому ці похідні неперервні у 
самій точці *x , то дана функція диференційовна у точці *x .

З теореми 5.2 робимо висновок, що неперервність функції 
випливає із неперервності її частинних похідних. 

Означення 5.4. Функція ( )f x  називається ( 1)k k  разів 

диференційовною у точці *x , якщо всі її частинні похідні 
( 1) гоk  порядку є диференційовними функціями у цій точці. 

Теорема 5.3. Для того, щоб функція ( )f x  була ( 1)k k  

разів диференційовною у точці *x , достатньо, щоб усі її 
частинні похідні гоk  порядку були неперервними 
функціями у точці *x . 



( )f x ( )nx )n

гоk
*x

1 2( , )f x x * *
1 2( , )x x

 
Означення 5.5. Диференціалом (першим диференціалом) 
*( )df x  функції ( )f x  у точці *x  називається головна лінійна 

відносно приростів 1,jx j n  частина (5.2).

1,j n jdx

jx jx
*x

* *
*

1 1

( ) ( )( )
n n

j j
j jj j

f x f xdf x x dx
x x

Означення 5.6. Вектор 
* *

*

1

( ) ( )( ) ,...,
T

n

f x f xf x
x x

називається градієнтом функції ( )f x  у точці *x .

grad f *x
( )f x

*( )f x

( )f x *x
( )f x const



( )f x k ( 1)k
гоk

1( ) ( ( ))k kd f x d d f x 1 ( )kd f x
( 1)k

x 1,jx j n

( )kd f x * nx n

* *
1

1

( ) ... ( )
k

k
n

n

d f x x x f x
x x

*
1

1

... ( )
k

n
n

dx dx f x
x x

k
k

1k

2 *
2 * *

1 1

( )( ) ( ) ,
n n

i j
i j i j

f xd f x dx dx f x dx dx
x x

2 *
*

, 1

( )( )
n

i j i j

f xf x
x x

*( )H x

Теорема 5.4. Нехай функція 1( ) ( ,..., )nf x f x x
диференційовна ( 1)k  разів у деякому околі точки 

* * *
1( ,..., )T

nx x x  і k  разів диференційовна у самій точці *x . Тоді 

для довільної точки * * *
1 1( ,..., )T

n nx x x x x x x  із цього 



околу * *( )x x x  справджується рівність 

* * 2 *1( ) ( ) ( ) ( ) ...
2!

f x f x df x d f x   

* * * * *
1

1 ( ) ( ) ( , ) ( , )
!

k
k kd f x o P x x R x x

k
,                            

де * *( , )kP x x  – многочлен Тейлора порядку k  функції ( )f x

у точці *x , * *
1( , )kR x x  – залишковий член формули Тейлора у 

формі Пеано. 

( )f x *x
( )f x

якщо функція 1( ) ( ,..., )nf x f x x  диференційовна k  разів у 

деякому околі точки * * *
1( ,..., )T

nx x x , то для кожної точки 
* * *

1 1( ,..., )T
n nx x x x x x x  із цього околу 

* * * *
1( ) ( , ) ( , )k kf x P x x R x x* *)* *

k ( ,( ,*
k , 

де * *
1( , )kP x x  – многочлен Тейлора порядку ( 1)k  функції 

( )f x  у точці *x , а * * 1( , ) ( )
!

k
kR x x d f x

kk
* *R x x* *( , ), *
k  – залишковий член у 

формі Лагранжа ( 1( ,..., )T
nx x x  – деяка точка відрізка, що 

з’єднує точки *x  та *( )x x ). 

1. ( )f x
*x

* * *( ) ( ) ( ),f x df x o x f x x o x

2. ( )f x



*x
2* * 2 *1( ) ( ) ( )

2
f x df x d f x o x

2* *1( ), ( ) ,
2

f x x f x x x o x

3. x

* *( ) ( ) ( ),f x f x f x x

* * *1( ) ( ) ( ), ( ) ,
2

f x f x f x x f x x x

*x
( )f x

Теорема 5.5 (необхідні умови екстремуму першого 
порядку). Нехай:

1) *x  – точка локального екстремуму функції ( )f x

2) функція ( )f x  диференційовна у точці *x . 

Тоді градієнт функції ( )f x  у точці *x  є нульовим 
вектором, тобто  

*( ) 0f x
*( ) 0, 1,

j

f x j n
x

◄ 
1x 1x



*
1x

*
1x

*

1

( ) 0f x
x

►

( )f x

2 2
1 2 1 2( , ) 2f x x x x

* *
1 2( , ) (0,0)x x

2(0, )x

2(0, ) 0 (0,0)f x f (0,0)

1( ,0)x 1( ,0) 0 (0,0)f x f
(0,0)

Теорема 5.6 (необхідні умови екстремуму другого 
порядку). Нехай:

 *x  – точка локального мінімуму (максимуму) 
функції ( )f x

 функція ( )f x  диференційовна у деякому околі точки 
*x  і двічі диференційовна у самій точці *x .
Тоді другий диференціал 2 *( )d f x  функції ( )f x  у точці *x  

невід’ємний (недодатний), тобто матриця Гессе 
* *( ) ( )H x f x  невід’ємно (недодатно) визначена. 
◄ 

►



1 1
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n n
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додатно визначеною (від’ємно 
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Теорема 5.7 (критерій Сильвестра). Нехай A  – 

матриця квадратичної форми (5.12), а 1,i i n  – її головні 

мінори. Тоді форма (5.12) додатно визначена (від’ємно 
визначена) тоді і лише тоді, коли 1 0,.., 0n  

1 2( 0, 0,...,( 1) 0)n
n . 

Приклад 5.1. Установити, якими є квадратичні форми 
2 2

1 2 1 2( , ) 2 3Q h h h h  та 2 2
1 2 1 2( , ) 2 2Q h h h h .

◄ 
2 0
0 3

A 1 2 0

2 6 0

2 0
0 2

A 1 2 0

2 4 0

2
2 2(0, ) 2 0Q h h 2( 0)h 2

1 1( ,0) 2 0Q h h

1( 0)h ►
Теорема 5.8 (достатні умови екстремуму). Нехай: 
1) *x  – стаціонарна точка функції ( )f x , тобто 

розв’язок системи (5.11); 
2) функція ( )f x  диференційовна у деякому околі точки 

*x  і двічі диференційовна у самій точці *x . 
Якщо другий диференціал 2 *( )d f x  функції ( )f x  у  

точці *x  додатний (від’ємний), тобто матриця Гессе 
* *( ) ( )H x f x  додатно (від’ємно) визначена, то *x  – точка 

локального мінімуму (максимуму) функції ( )f x . 



Якщо 2 *( )d f x  є знакозмінною (невизначеною) 

квадратичною формою, то у точці *x  функція ( )f x  не має 
екстремуму. 

◄ 
►

2 *( )d f x
( )f x

*x
4 4

1 2 1 2( , )f x x x x
3 3

1 2 1 2( , )f x x x x (0,0) 2 (0,0) 0d f

(0,0)

* *( ) ( )f x H x

0 1,i i n *x

0 1,i i n *x

1,i i n



Теорема 5.9 (достатні умови екстремуму у випадку 
функції двох змінних). Нехай: 

1) * * *
1 2( , )Tx x x  – стаціонарна точка функції 1 2( , )f x x , 

тобто розв’язок системи (5.11) при 2n ; 
2) функція 1 2( , )f x x  диференційовна у деякому околі 

точки *x  і двічі диференційовна у самій точці *x ; 

3) 
2 * *

1 2
11 2

1

( , ) ,f x xa
x

 
2 * *

1 2
12

1 2

( , ) ,f x xa
x x

 
2 * *

1 2
22 2

2

( , ) ,f x xa
x

 

* * 2
1 2 11 22 12( , )x x a a a . 
Тоді: 
1) якщо * *

1 2( , ) 0x x , то у точці * *
1 2( , )Tx x  функція 

1 2( , )f x x  має локальний мінімум (максимум), якщо 

11 110 ( 0)a a ; 

2) якщо * *
1 2( , ) 0x x , то у точці * *

1 2( , )Tx x  функція не має 
екстремуму; 

3) якщо * *
1 2( , ) 0x x , то у точці * *

1 2( , )Tx x  функція може 
мати локальний екстремум, а може і не мати його. 

( )f x
( )f x

*x
( )f x

1) 2 *( ) 0d f x *( )H x
*x



2) 2 *( ) 0d f x *( )H x
*x

3) 2 *( ) 0d f x *( )H x
*x

4) 2 *( ) 0d f x *( )H x

*x

5) 2 *( ) 0d f x *( )H x
*x

6) 2 *( )d f x
*x

Крок 1.
( )f x

Крок 2.

Приклад 5.2. Класичним методом розв’язати задачу 
мінімізації функції 3 3

1 2 1 2 1 2( , ) 3f x x x x x x  на 22 .

◄ Крок 1. 21 2
1 2

1

( , ) 3 3f x x x x
x

21 2
2 1

2

( , ) 3 3f x x x x
x

2
1 23 3 0x x 2

2 13 3 0x x



(0,0)T ( 1,1)T

Крок 2.
2 2

1 2 1 1( , ) 6f x x x x 2
1 2 1 2( , ) 3f x x x x

2 2
1 2 2 2( , ) 6f x x x x (0,0)T ( 1,1)T

0 3
3 0

6 3
3 6

(0,0) 9 0 ( 1,1) 27 0 11 6 0a

(0,0)T ( 1,1)T

* ( 1,1) 1f f ► 

Приклад 5.3. Нехай задані точки площини ( , )i ix y  1,5i
(табл. 5.1), де ix  – значення незалежної змінної x , а iy  –
відповідне йому значення (як правило, наближене) залежної 
змінної y . Побудувати для цих точок оптимальну 
апроксимуючу функцію ( )g x a bx  ( ,a b  – параметри), 
використавши критерій мінімізації суми квадратів відхилень 
значень ( )ig x  від заданих 1,5iy i .

      Таблиця 5.1 

ix

iy

◄ 
a b

5
2

1
( , ) ( )i i

i
F a b a bx y

( )g x

( , ) minF a b 2( , )Ta b 2



методу 
найменших квадратів

Крок 1.
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Крок 2. ( , ) (0,5;0,8)T Ta b
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1
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1 1
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( , )
30 110

2 2

i
i

i i
i i

x
f a b

x x

1 2( 10 0, 200 0)

(0,5;0,8)T ( , )F a b
( ) 0,5 0,8g x b ► 



5.3. Поняття опуклої задачі оптимізації 
 

X
nn nX n

nX n ( )f x X ( )x X
Означення 5.7. Множина X  називається опуклою, якщо

для довільних (1) (2),x x X  і числа [0,1]  точка 
(1) (2)(1 )x x x X . Інакше кажучи, множина X  опукла, 

якщо разом із довільними двома точками (1) (2),x x X  вона 
повністю містить відрізок, що з’єднує ці точки.

nn

Означення 5.8. 1) Визначена на опуклій множині X
функція ( )f x , називається опуклою, якщо для довільних 

(1) (2),x x X  і числа [0,1]  виконується нерівність 
(1) (2) (1) (2)( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f x .                 

2) Якщо при всіх (0,1)  нерівність (5.13) строга, то 
( )f x  називається строго опуклою. 

3) Функція ( )f x  називається угнутою (строго угнутою), 
якщо функція ( ( ))f x  опукла (строго опукла). 

( )f x
( )f x



nn ( )f x
nX n ( )f x ( )nX )n

Означення 5.9. Задача мінімізації (максимізації) функції 
( )f x  на опуклій множині X  називається опуклою задачею 

мінімізації (максимізації), якщо ( )f x  опукла (угнута) на  
X  функція.

Теорема 5.10. Лінійна комбінація опуклих на опуклій 

множині X  функцій ( ) 1,if x i k , тобто 
1

( ) ( )
k

i i
i

f x f x , є 

опуклою функцією на X , якщо 0 1,i i k .

Теорема 5.11. Якщо задана на nn  функція ( )g x  опукла, 

то опуклою буде множина / ( )nx g x bg x/ ( )n / ( )n g x/ ( )(n  ( )b ) .

Теорема 5.12. Якщо задача мінімізації опукла, то  
будь-який її локальний розв’язок є також глобальним 
розв’язком, тобто локальний мінімум цільової функції 
збігається з її глобальним мінімумом.

Теорема 5.13. Якщо функція ( )f x  опукла на nn  і 

диференційовна у точці * nx n , у якій виконуються необхідні 
умови екстремуму першого порядку, то *x  – розв’язок задачі 
безумовної мінімізації (5.1).

Теорема 5.14. Множина *X  розв’язків опуклої задачі 
оптимізації опукла, причому у випадку строго опуклої функції 

( )f x  вона складається з однієї точки. 



*( )f x  *( )f x  

* *X x  *X
*X

*X *( )X

( )f x x (0,1)x (0) (1) 2f f *X

Терема 5.15. Нехай ( )f x  неперервно диференційовна 
функція на опуклій множині X . Для того, щоб ( )f x  була 

опуклою на X , необхідно й достатньо, щоб для всіх *,x x X  
виконувалася нерівність 

 * * *( ) ( ) ( ),f x f x f x x x .



Теорема 5.16. Нехай ( )f x  неперервно диференційовна 
функція на опуклій множині X . Для того, щоб функція ( )f x
була опуклою на X , необхідно й достатньо, щоб для всіх 

*,x x X  виконувалася нерівність 
 * *( ) ( ), 0f x f x x x .

( )f x

Теорема 5.17. Нехай ( )f x  двічі неперервно 
диференційовна функція на опуклій множині X , для якої 
множина внутрішніх точок int X . Для того, щоб ( )f x
була опуклою на X , необхідно й достатньо, щоб для всіх 

*x X  і nh n  виконувалася нерівність 
 *( ) , 0f x h h .

1n
( )f x X

X
це умова невід’ємної визначеності матриці 

других похідних *( )f x ,

int X

2 2
1 2 1 2( , )f x x x x 2

1 2 2( , ) / 0X x x x2
2/ 02
22/2
2/2
2

X * 2 2
1 2( ) , 2 2 0f x h h h h

(0,1)Th
int X x X

X



*,x x X *( )x x
( )f x X

*( ) , 0f x h h
* , ( 0)nx X h h( 0)n ((

( )f x X 4( ) ( )f x x x )

0x
2( ) 12f x x

Приклад 5.4. Визначити, при яких , ,a b c  функція 
2 2 2
1 1 2 2 3( ) 2f x x ax x bx cx  буде опуклою на 33 .

◄
2 2 0

( ) 2 2 0
0 0 2

a
f x a b

c

1 2 2
2 4( )b a 2

3 8 ( )c b a
(для невід’ємної 

визначеності квадратичної форми або відповідної їй 
симетричної матриці необхідно й достатньо, щоб всі головні 
мінори цієї матриці були невід’ємними), ( )f x

2b a 0c
( )f x 33 ► 

сильно опуклі функції
nn

( ) xf x e 11

 



Означення 5.10. Визначена на опуклій множині X  
функція ( )f x  називається сильно опуклою з константою 

0  на X , якщо для довільних (1) (2),x x X  і числа [0,1]  
виконується нерівність  

(1) (2) (1) (2)( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f x  
2(1) (2)(1 ) x x .         

сильно опукла функція завжди має єдину точку глобального 
мінімуму

0

Теорема 5.18. Нехай ( )f x  неперервно диференційовна 
функція на опуклій множині X . Для того, щоб функція ( )f x  
була сильно опуклою на X , необхідне й достатнє існування 
такої константи 0 , щоб для всіх *,x x X  виконувалася 
нерівність 

2* * * *( ) ( ) ( ), .f x f x f x x x x x

Теорема 5.19. Нехай ( )f x  неперервно диференційовна 
функція на опуклій множині X . Для того, щоб функція ( )f x  
була сильно опуклою на X , необхідне й достатнє існування 
такої константи 0 , щоб для всіх *,x x X  виконувалася 
нерівність 

2* * *( ) ( ), 2 .f x f x x x x x

Теорема 5.20. Нехай ( )f x  двічі неперервно 
диференційовна функція на опуклій множині X , для якої 
множина точок int X . Для того, щоб функція ( )f x  була 



сильно опуклою на X , необхідне й достатнє існування такої 
константи 0 , щоб для всіх *x X  і nh n  виконувалась 
нерівність 

2*( ) , 2 .f x h h h

X
( )f x

еквівалентний додатній визначеності матриці
*( ( ) 2 )H f x I*H f x( (( *( (( I

( )n n

Приклад 5.5. 2 2 2
1( ) ... nf x x x x

◄

*

2(1 ) 0 0.........0
0 2(1 ) 0.........0

( ( ) 2 )
..............................................

0 0 0...2(1 )

H f x I*H f x( (( *( ((

( (0,1))

HH HH
► 

n

1 1 1
( )

n n n

ij i j j j
i j j

f x x x b x c

, 1, , 1, ,ij ji j n b j n c

, 1( )n
ij i jA a ij ij jia



1( ) , ,
2

f x Ax x b x c

1( ,..., )T n
nb b b n

 ( )f x Ax b
 A ( )f x A
 A

5.4. Деякі  прямі  методи  безумовної  мінімізації 
 

( )f x

( 1) ( ) ( )k k k
kx x p

( 0,1,2,...),k ( )kp

k

5.4.1. Метод  циклічного  покоординатного  спуску 
 

( )f x
(1)e (2)e ( )je



вимірнийn таj

( )ne

Крок 1. nx n

( )f x : 1j
Крок 2.

( ) 1( ) ( ) min( )jf x e 1)1

* * ( )jx x e*ex xxx ( )f x)
Крок 3. j n j n

:x xx : 1j j
j n

Крок 4. x xxx

( ) ( )f x f x)) *x xx
* ( )f f x)

:x xx ( ) : ( )f x f x) : 1j

( )f x
Приклад 5.6. Методом циклічного покоординатного 

спуску розв’язати задачу безумовної мінімізації функції 
2 2
1 2( )f x x x . 



◄ ( )f x

(0,0)T

(0) (4,4)Tx

(1)e (2)e
* (2) (0,0)Tx x ► 

 

Приклад 5.7. Використовуючи метод циклічного 
покоординатного спуску, розв’язати задачу (5.1) у випадку, 
коли 2n 2 2

1 2 1 2( ) 5 5 8f x x x x x . 
◄

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 25 5 8 (10 10 16 ) 2x x x x x x x x  

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2[( 2 ) (9 9 18 )] 2x x x x x x x x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 2 3

1 

2
3

 

  

 

 

 



2 2
1 2 1 2( ) 9( )

2 2
x x x x

1 2
1 2

x xy 1 2
2 2

x xy

1 2
1 2

y yx 2 1
2 2

y yx

0( 45 ) 045

0 0
1 1 2cos( 45 ) sin( 45 )x y y

0 0
2 1 2sin( 45 ) cos( 45 )x y y ( )f x

2 2
1 2( ) 9y y y ( )y

2 2 2
1 29y y c 2 2 2 2

1 29 1y c y c

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

   

 

 

 

 

1 2 3 4 

2 

3 

4 
5 

 

11 22

22

33

44

1 

1 2 3 4 5 



Крок 1. (0) (5;5)Tx
1j (5;5) 450f

Крок 2. ( ) (1)je e (1) (5;5) (1;0)T Tx e

(5 ;5)T (1) 2 2( ) 2 9(10 ) 2f x e
* 9

(1)9 (5;5) 9(1;0) ( 4;5)T T Tx x e(19 (1x x 9 (xx 9 ( ) 45f x) 45

Крок 3. 2j n : ( 4;5)Tx x ( 4;5)T( 44 : 2j
( ) (2)je e

(2) ( 4;5) (0;1) ( 4;5 )T T Tx e
(2) 2 2( ) ( 9 ) 2 9(1 ) 2f x e

* 1,8 (2) ( 4;5) 1,8(0;1) ( 4;3,2)T T Tx x e(2)x x e( )x ex
( ) 28,8f x) 28,8 2 2j

Крок 4. 2 2( 4 4) (3,2 5) 1,8x x ( 4x ( 4( 44x
:x xx ( ) : ( )f x f x) : 1j



Таблиця 5.2 

1 2( ; )x x ( )f x

( )
1

kx
* (0;0)Tx

►

( ) ( ) ( 2)i i ip x x ( )ix

i

( 1) ( ) ( )i i i
ix x p 0,1,...i

( ) ( )( ) mini i
if x p

(4)x
(4) (4) (2)p x x

(0,0) (5)x (6)x (7)x



5.4.2. Метод  Хука-Джівса 
 

( )f x

x j 1,j n

Крок 1. :x x : 1j

Крок 2. ( )j
jy x e ( )je

тийj ( ) ( )f x f y

Крок 3. ( )j
jy x e

( ) ( )f x f y

Крок 4. :x y
Крок 5. : 1j j j n

x ( ) ( )f x f x ( )x x

x x

1( ,..., )T
n

*x x

j



j 1,j n 1

Крок 1. (0) nx n

1( ,..., )T
n

1 0
Крок 2.

(0)x (0)x (0) (0)x x

Крок 3.
* (0)x x

j j 1,j n

Крок 4. (0)x
(0) (0)( )x x (1) (0) (0) (0) (0) (0)( ) 2x x x x x x

Крок 5. (1)x
(1)x (1) (0)( ) ( )f x f x

(0) (0):x x (0) (1):x x
(0) (1):x x

Приклад 5.8. Проілюструвати процес розв’язування 
задачі 2 2

1 2( ) ( 1) minf x x x  методом Хука-Джівса із 

початкової точки (0) (2,3)Tx  і вектором переміщень 

(1 2,1)T .
◄ ( )f x

1 2( , )Tx x x * ( 1,0)Tx



( )f x
*x

*x

►

5.4.3. Методи  випадкового  пошуку 
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2 1  

 

 

1 

3 
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2

1

3

2

1

3

 



( 1) ( ) , 0,1,...,k k
kx x k

k 1( ,..., )T
n

вимірногоn
( 1) ( )k k

kx x

[ 1,1]

Алгоритм 1 (з поверненням у випадку невдалого кроку) 
Крок 1. x
0 1

N 0 ( )f x
Крок 2. 1j
Крок 3.

Крок 4. y x

( )f y
Крок 5. ( )f y ( )f x

( ) ( )f y f x :x y
( ) : ( )f x f y

Крок 6. : 1j j j N

Крок 7.
*x x * ( )f f x

:



N
3N n n

( 1)kx
( )f x
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Алгоритм 2 (найкращої спроби) 

Крок 3. m
(1) ( ),..., m

Крок 4. ( ) ( ) ( )i i iy x

1,i m ( )if y 1,i m

( )ky ( ) ( )

1,
mink i

i m
f y f y ( )ky y

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

  

 

 
 

 

  
 

 



5.4.4. Метод спряжених напрямків 
 

( )f x

( )A f x

Означення 5.11. Ненульові вектори (1) ( ),..., kp p

називаються спряженими відносно матриці , 1( )n
ij i jA a  ( A  –

ортогональними), якщо
( ) ( ), 0, ; 1, .i iAp p i j j k

nn

A

( ) ( 1) ( ) , 1,2,...,k k k
kx x p k

( )kp A

1) система із n  векторів (1) ( ),..., np p , спряжених відносно 
додатно визначеної матриці A , лінійно незалежна, тобто 
утворює базис в nn ;



2) якщо в ітераційному процесі (5.25) на кожному кроці 
використовується вичерпуючий спуск, то величина кроку k

визначається за формулою
(0) ( )

( ) ( )
( ), , 1,2,...;

,

k

k k k

f x p k
Ap p

3) послідовний вичерпуючий спуск по A  – ортогональних 
напрямках (5.25) приводить до точки мінімуму квадратичної 
функції за l n  кроків.

nn A

A
2n

( )kp
(1) ( ),..., np p

n
Крок 1. (0) nx n

Крок 2. (1) (1):p e (1)x
(1) (0) (1)min

R
f x f x p

Крок 3. (0) (1) (2):y x e (1)y
(0)y (1)p

(1) (0) (1)minf y f y pf yf yin (2) (1) (1):p x y

(2)x (2) (1) (2)minf x f x pf xf xin



Крок 4. (1) (2) (3):y x e (2)y

( )f x (1)p (2)p
(1)y (3) (2) (2):p x y

(3)x (3) (2) (3)minf x f x pf xf xin

Крок 1n . ( 1) ( 1) ( ):n n ny x e
( )ny ( )f x (1) ( 1),..., np p

( 1)ny ( ) ( 1) ( 1):n n np x y
( )nx ( ) ( 1) ( )minn n nf x f x pf xf xin

(1) ( ),..., np p A ( )f x

A
* ( )nx x ( )f x

Крок 2n .
( ) ( 1)n nx x

* ( )nx x (0) ( ): nx x

Приклад 5.9. Методом спряжених напрямків знайти точку 
безумовного мінімуму функції 2 2

1 1 2 2 1 2( ) 3 2 3 2f x x x x x x x .



◄ Крок 1. (0) (0,0)Tx

Крок 2. (1) (1) (1,0)Tp e (1) (0) (1)minf x f x p

min ( ,0)f 1 6 (1) ( 1 6,0)Tx

Крок 3. (0) (1) (2) ( 1 6,0) (0,1) ( 1 6,1)T T Ty x e

(1) (0) (1) 1min min ,1
6

f y f y p f

1 3 (1) 1 1 1,1 (1,0) ,1
6 3 6

T T
Ty

(2) (1) (1) ( 1 6,0) (1 6,1) ( 1 3, 1)T T Tp x y

(2) (1) (2) 1 1min min ,
6 3

f x f x p f

7
16

(2) (1) (2) 5 7,
16 16

T

x x p

6 2
( )

2 6
A f x

(1)p (2)p A

* (2) 5 7, .
16 16

T

x x ►

 
5.5. Методи безумовної мінімізації першого  

та другого порядків 
 

( )f x nn

( )f x



nn

( )kp
( 1) ( ) ( ) , 0,1,2,...k k k

kx x p k

( )f x

( )kf x ( )kf x

( )f x ( )kx

5.5.1. Метод  градієнтного  спуску 
 

( )f x

муk ( ) ( )k kp f x
( ) 0kf x

околі ( )kx ( )kp

0k

( ) ( 1) , 1,2,...k kf x f x k

k

k

Крок 1. nx n 0
0 ( )f x



Крок 2. ( )f x ( )f x

*x x * ( )f f x

Крок 3. ( )y x f x ( )f y
( ) ( )f y f x :x y ( ) : ( )f x f y

Крок 4. : 2
( )f x

( )f x
( )kx ( )kp

( ) ( ) ( )k k kp f x f x

( )f x

k A

1 2

1 2(0 )

2

20, (0) nx n

( ) ( )k kp f x *x

( ) * (0) *k kx x q x x

1 2max 1 , 1q q



*
2 1 2 1( ) ( )q *

2 12 ( )

1 2

2 1 0

Приклад 5.10. За допомогою методу градієнтного 
спуску знайти точку безумовного мінімуму функції 

2 2
1 2( )f x x x .

◄

2 0
0 2

A 1 2 2

2(2 ) 0
Крок 1. (0) (2,2)Tx

* 2 (2 2) 1 2 0 (0,1) (0) 8f x

Крок 2. (0) (2 2,2 2) (4,4)T Tf x

( )f x

(0) (0) 1(2,2) (4,4) (0,0)
2

T T Ty x f x

( ) 0f y (0)( )f y f x
(0)x y (0)f x ( )f y

(0) 0f x
* (0,0)Tx ►

2 1 1
A

числом обумовленості



( )f x c

погано обумовленими
добре обумовленими

5.5.2. Метод найшвидшого градієнтного спуску 
 

( )kf x

k

( ) ( )

0
mink kf x f x

Крок 1. nx n

0
Крок 2. ( )f x ( )f x

*x x * ( )f f x

Крок 3.
( )kx x *

*: ( )x x f x

( )f x
*



( ) ( )

( ) ( )
,

,

k k

k k k

Ax b p
Ap p

( ) ( )k kp f x

Приклад 5.11. Методом найшвидшого градієнтного 
спуску розв’язати задачу безумовної мінімізації функції 

2 2
1 2( ) 100f x x x .

◄Крок 1. (0) (1,1)Tx 310

Крок 2. 1
1

2f x
x 2

2

200f x
x

2 0
0 200

A

(0) (2,200)Tf x (0)f x

Крок 3.
( ) (0) (1,1)k Tx x (0) (0) ( 2, 200)Tp f x

* (0) 0,005 * 0,005000495
(1) (0) * (0) 1 5(9,9 10 ; 9,9 10 )Tx x f x

►



Таблиця 5.3
( ) ( )
1 2,

Tk kx x ( )kf x ( )kf x

(1;1)T

1 5(9,9 10 ; 9,9 10 )T 19,8 10
3 3(9,7 10 ;9,7 10 )T 39,5 10
3 7(9,6 10 ; 9,6 10 )T 59,2 10 21,92 10

 
5.5.3. Метод  Ньютона 

 
( )f x nn

( )kx

( ) ( ) ( )( ) ,k k kf x f x f x x x

2( ) ( ) ( ) ( )1 ,
2

k k k kf x x x x x o x x

2( )ko x x ( )kx ( )f x

( ) ( ) ( )1( ) ,
2

k k k
k x f x x x x x

( ) ( ) ( ), .k k kf x x x f x

( )f x
( 1)kx

( ) ( ) ( )( ) 0k k k
k x f x x x f x

( )kf x
nx R



( )det 0kf x
1( )kf x

( 1)kx
1( 1) ( ) ( ) ( ) , 0,1,...k k k kx x f x f x k

(0) nx n

Ньютона мінімізації функції багатьох 
змінних

( )f x

(0) nx n

( )f x

(0) nx R

( )f x ( )kx

( )kx *x ( ) * 2,
kkx x cq (0,1)q

(0)x *x



( )f x
( 1) ( )k kf x f x 0,1,...k

узагальнений метод 
Ньютона

1( 1) ( ) ( ) ( ) , 0,1,...k k k k
kx x f x f x k

0k

1( ) ( ) ( )k k kp f x f x
( )kx

( )kf x

k N N
( 1) ( )k kx x

( 1) ( )k kf x f x

Крок 1. x

Крок 2. ( )f x ( )f x

*x x * ( )f f x

Крок 3. ( )f x 1( )f x 1( ) ( )y x f x f x

( )f y



Крок 4. ( ) ( )f y f x
:x y ( ) : ( )f x f y

Крок 5. 1* ( ) ( )y x f x f x ( )f y
*

1( ) ( )p f x f x
*

0
( ) minf y

:x y ( ) : ( )f x f y

Приклад 5.12. Знайти точку безумовного мінімуму функції 
2 2
1 1 2 2( ) 2f x x x x x , використовуючи метод Ньютона.

◄Крок 1. 1 ,1
2

T

x 0,1

Крок 2. 1 2 1 2( ) (4 , 2 )Tf x x x x x 1 5,1 3,
2 2

T

f

( ) 61 2f x



Крок 3.
4 1

( )
1 2

f x 1

2 1
7 7( )
1 4
7 7

f x

1 1 2 2 7 1 7 3
( ) ( )

1 7 4 71 5 2
y x f x f x

1 2 1 2 0
1 1 0

( ) 0f y

Крок 4. ( ) 0 ( ) 2f y f x
x

y

( ) 0f x
* (0,0)Tx * 0f

*x ► 



Розділ 6. Основи теорії та методи умовної 
мінімізації функції багатьох змінних 

 

6.1. Постановка та класифікація задач умовної 
мінімізації функції багатьох змінних 

 

X
nn

( ) min,
,

f x
x X

( )f x X
( ( ))f x

*x
X *( int )x X

X

( )f x

Означення 6.1. Точка *x X  ( )nX )n  називається 
точкою глобального мінімуму функції ( )f x  на X , якщо 



*( ) ( )f x f x  для всіх x X .

Означення 6.2. Точка *x X  називається точкою 
локального мінімуму функції ( )f x  у задачі (6.1), якщо 

*( ) ( )f x f x  у деякому околі точки *x , тобто для всіх 
* *( , ) / ( , ) , 0x O x x X x x .

Теорема 6.1 (Вейєштраса). Нехай X  – компакт у nn , 
тобто замкнена обмежена множина, а ( )f x  – неперервна 
функція на X . Тоді задача (6.1) має розв’язок (існує точка 
глобального мінімуму функції ( )f x  на X ). 

Теорема 6.2. Нехай X  – замкнена множина у nn ,  
( )f x  – неперервна функція на X  і для деякого x X  є 

обмеженою множина 
( ) / ( ) ( )M x x X f x f x . 

Тоді існує точка глобального мінімуму функції ( )f x  на X . 
◄ ( )M x

X ( )f x X
( )f x

( )M x ► 
Задача (6.1), у якій допустима множина 

0{ / ( ) 0, 1, ; ( ) 0, 1, }i iX x X g x i k g x i k m

0
nX n



( ) minf x

( ) 0, 1,ig x i k

( ) 0, 1,ig x i k m

0x X  

обмеженнями-нерівностями, 
обмеженнями-рівностями,
функціональними обмеженнями 0x X

прямим обмеженням

0k
0m

0
nX n



0

( ) min,

( ) 0, 1, ,
,

i

f x

g x i k m
x X

0 0 / ( ) 0, 1,iX x X g x i k

X

0 / , 1,n
j j jX x a x b j nj

n a/ j/n /n n

ja jb j

0
nX n

0
nX n

/ 0, 1,n
jx x j nj/ 0n x/ 0j/ 0n / 0n

( ), ( ) 1,if x g x i m

лінійного
нелінійного програмування



6.2. Класична задача на умовний екстремум 
 

0k
X

/ ( ) 0, 1,n
iX x g x i mi/ ( )n g x/ ( )(i/ ( )n / ( )(n

( ) min,

( ) 0, 1, .i

f x

g x i m

( )f x ( )ig x

1,i m

X X

Означення 6.3. Точка *x X  називається точкою 
локального мінімуму у задачі (6.7), якщо *( ) ( )f x f x  для  

всіх допустимих x X , достатньо близьких до *x
* *( , ) , 0x x x x .



0 0
1

( , , ) ( ) ( ),
m

i i
i

L x f x g x0L x 0( , , )0 , ),00

0, ,n mx 0, ,0
n m,0,n

00 ,00 0 , , 1, ,i i m
множниками Лагранжа

0
0

1

( , , ) ( )( ) , 1, .
m

i
i

ij j j

L x g xf x j n
x x x

00( , , )0 )(L( , , )0 ), ),00

0
0 0

1

( , , ) ( )( )( , , )
m

i
x i

i

L x g xf xL x
x x x

( , , )0 ))(L( , ), )00L( , , )0 ,,0000( , , )0( )x 0( , 0L (x ( )0000

0
1

( ) ( ).
m

i i
i

f x g x

Теорема 6.1 (необхідні умови мінімуму першого 
порядку для задачі (6.7) у випадку узагальненої функції 
Лагранжа). Нехай:  

1) *x  – точка локального мінімуму у задачі (6.7);
2) функції ( )f x , ( )ig x  ( 1, )i m  неперервно 

диференційовні у деякому околі точки *x . 
Тоді існують числа * * *

0 1, ,..., ,m  які одночасно не 
дорівнюють нулю і при яких виконуються умови: 

1) стаціонарності узагальненої функції Лагранжа 
(6.8) по x :

* * *
0( , , ) 0xL x* *
0( , ,* *
0xL (x ,**
00

* * *
0( , , ) 0, 1,

j

L x j n
x

* * *
0( , ,* * *
0L( ,,* **
00



2) допустимості розв’язку: 
*( ) 0, 1,ig x i m

Якщо при цьому градієнти * *
1( ),..., ( )mg x g x  лінійно 

незалежні, то виконується умова регулярності функції 
Лагранжа і *

0 0 . 

0 nn

* * *
1( ), ( ),..., ( )mf x g x g x

1m *( )f x *
1( )g x *x

* *
0 , mm * 2

0
( ) 0

m

i
i

стаціонарною (критичною) 
точкою

( )n m

( 1)n m *
0 0

*
0

*
0 1

*
0 0 *

0 1
( )n m

*
0 1 регулярну або

класичну функцію Лагранжа

1
( , ) ( ,1, ) ( ) ( ).

m

i i
i

L x L x f x g x( , , )( ,1, )(( 1 )( ,1, )(

* *
1( ),..., ( )mg x g x

* *
1( ),..., ( )mg x g x



* 1, ,i i m

* * * *
1 1( ) ... ( ) 0.m mg x g x

* 0i

1, ,i m * *
1( ),..., ( )mg x g x

*
1( )g x

*
1( ) 0,g x *

1( ) 0g x

*x
m

,

, 1

( )
m n

i

j i j

g x
x

( ), 1,ig x i m *x

m m

* *
1 1

1

* *

1

( ) ( ).....

........................... 0.
( ) ( ).....

m

m m

m

g x g x
x x

g x g x
x x

* *
1( ),..., ( )mg x g x



*x

* *

1
( ) 0

m

i i
i

g x

* 1,i i m

( ) 0, 1,ig x i m

m ( )m n jx

( )n m

1,..., mx x 1( ,..., ), 1,j j m nx x x j m

( )f x

1 1 1( ,..., , ,..., ) ( ,..., ) min.m m n m nf x x F x x

метод множників Лагранжа

*x ( )f x ( )ig x
*( ) 1,ig x i m

*x регулярною точкою 
локального мінімуму

Теорема 6.2 (необхідні умови мінімуму першого 
порядку для задачі (6.7) у випадку регулярної 
(класичної) функції Лагранжа). Нехай:  

1) *x  – регулярна точка локального мінімуму у задачі 
(6.7);



2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  неперервно диференційовні 

у деякому околі точки *x . 

Тоді існують числа * * *
1 ,..., 0 ,m  які одночасно не 

рівні нулю і при яких виконуються умови: 
1) стаціонарності регулярної функції Лагранжа

 (6.13) по x :

* *( , ) 0xL x
* *( , ) 0, 1,

j

L x j n
x

2) допустимості розв’язку (6.12): *( ) 0,ig x  1,i m . 

правилом множників 
Лагранжа.

minx 2 0x 1( )x 1)1 * 0x

* *( ) 1f x *( ) 0g x
* *( ) 0g x

* 0 0 0

0 ( )f x
( )f x

нерегулярною

0 0



*x
*

2 * *( , )d L x

( ) 0ig x 1,i m

( )f x ( , )L x

*x

1 1( ,..., ) ( ,..., )T T
n nx x x dx dx dx

*( )x dx X *( ) 0, 1,ig x dx i m
* *( ) ( ), 0, 1, .i ig x g x dx o dx i m

x dx
* *( ) ( ), 0, 1, .i idg x g x dx i m

i
m ( )n m

* * *( ) ( ) ( ) 0f x f x dx f x
*x

*
*

1

( )( ), 0.
n

j
j j

f xf x dx dx
x

0 1

*x



* x
2* * * * 2 * *1( , ) ( , ) ( , )

2
L x dL x d L x o dx

22 * *1 ( , )
2

d L x o dx

* *( , )L x

2 * * * *
2 * * 2

1 1 1

( , ) ( , )( , ) .
n n n

j k j
j k jj k j

L x L xd L x dx dx d x
x x x

2 0jd x jdx

2 * * * *( , ) ( , ) ,xxd L x L x dx dx

* * * * *

1
( , ) ( ) ( )

m

xx i i
i

L x f x g x

1,jx j n
*x

1,jx j n

Теорема 6.3 (необхідні умови мінімуму другого 
порядку для задачі (6.7) у випадку регулярної функції 
Лагранжа). Нехай: 

1) *x  – регулярна точка локального мінімуму у задачі 

(6.7), а * *( , )Tx  – розв’язок системи (6.14), (6.12) * 0 ;

2) функції ( )f x , ( ) 1,ig x i m  двічі неперервно 

диференційовні у деякому околі *x .



Тоді у точці * *( , )Tx  другий диференціал
2 * * * *( , ) ( , ) , 0xxd L x L x dx dx

при всіх ndx n , що задовольняють умови (6.15): 

*( ) 0idg x    або   
*

1

( ) 0, 1,
n

i
j

j j

g x dx i m
x

. 

* *( , )Tx
* *( , )xxL x

* *( , )Tx
* *( , )xxL x

Теорема 6.4 (достатні умови мінімуму другого 
порядку для задачі (6.7) у випадку регулярної функції 
Лагранжа). Нехай: 

1) * *( , )Tx  – розв’язок системи (6.14), (6.12) * 0 ;

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  двічі неперервно 

диференційовні у деякому околі точки *x .
Якщо у точці * *( , )Tx  другий диференціал

2 * * * *( , ) ( , ) , 0xxd L x L x dx dx

при всіх ненульових ndx n , що задовольняють умови
(6.15): 

*
*

1

( )( ) 0, 1,
n

i
i j

j j

g xdg x dx i m
x

, 

то *x  – точка локального мінімуму у задачі (6.7). 
*x



2 * *( , ) 0d L x * *( , )xxL x
*x

2 * *( , ) 0d L x
* *( , )xxL x

* *( , )xxL x

dx

jdx

2 * *( , )d L x * *( , )Tx

1) 2 * *( , ) 0d L x 0dx *x

2) 2 * *( , ) 0d L x 0dx *x

( )f x

3) 2 * *( , ) 0d L x *x

4) 2 * *( , ) 0d L x *x

( )f x



5) 2 * *( , ) 0d L x
*x

6) 2 * *( , )d L x

0dx
*x

2 * *( , )d L x
* *( , )xxL x
*( )H x

Крок 1.

Крок 2.

Крок 3.

Крок 4.

Приклад 6.1. Розв’язати задачу мінімізації функції
2 2

1 2( ) ( 4) ( 4)f x x x якщо 2 2
1 2 8x x

◄ Крок 1. 2 2
1 2( ) 8g x x x

1 2( ) (2 ,2 ) 0Tg x x x x
( ) 0g x



2 2 2 2
1 2 1 2( , ) ( 4) ( 4) ( 8)L x x x x x

Крок 2.

1 1
1

2 2
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2 2
1 2

2( 4) 2 0,

2( 4) 2 0,

( ) 8 0.

L x x
x
L x x
x
L g x x x
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1 2 2, 1;x x

 (2) (2) (2)
1 2 2, 3.x x

Крок 3.
2(1 ) 0
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0 2(1 )xxL x

(1)( 1)
(1) (2,2)Tx

(2)( 3) (2) (2)( , )xxL x
(2) ( 2, 2)Tx
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1 2( , ) , 2(1 ) 2(1 )xxL x dx dx dx dx (2)x

(2) (2)
1 1 2 22 2 0x dx x dx

1 2( 4 4 ) 0dx dx 2 1dx dx
(2) (2) (2) 2 2 2

1 1 1( , ) , 2(1 )( ( ) ) 2(1 3) 2xxL x dx dx dx dx dx
2
18 0dx 1 0dx

Крок 4. * (1) (2,2)Tx x



* 8f ► 
Приклад 6.2. Знайти умовний екстремум функції 

1 2( ) 2f x x x , якщо 2 2
1 2 5x x .

◄ Крок 1.

2 2
0 0 1 2 1 2( , , ) (2 ) ( 4)L x x x x x

Крок 2.

0 1
1

0 2
2

2 2
1 2

2 2 0,

2 0,

5 0.

L x
x
L x
x
L x x

 0 0. 12 0,x 22 0,x 2 2
1 2 5x x
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 0 1 12 2 0,x 21 2 0,x

2 2
1 2 5x x 1 2,x 2 1,x 1 ;
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Крок 3.
2 0
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0 2xxL x



1 ,
2

1
2

(1) (2,1)Tx
(2) ( 2, 1)Tx *

max 5f
*

min 5f ► 

коефіцієнти чутливості
*f

1 2( , ) minf x x 1 1 2 1( , )g x x b

1 1( , ) ( ) ( ( ) )L x f x g x b * *( , )Tx
*

1 1( )g x b * * * *( ) ( , )f f x L x
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1 1 2 1
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j j j

xgf f
b x x b



* *( , )Tx

*
*

1

,f
b

*f

1b
m

( ) 1,i ig x b i m
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* 1,i
i

f i m
b

 

6.3. Необхідні та достатні умови екстремуму у випадку 
задачі математичного програмування  

із функціональними обмеженнями-нерівностями 
 

k m

( ) min,

( ) 0, 1, .i

f x

g x i m

( )f x ( )ig x

1,i m
nx n

2( ) 0,i ig x y 1,i m
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1,i m

( ) 0,i ig x 1,i m

( )f x X
( ( ))f x X

max ( ) min( ( ))
x Xx X

f x f x

( )f x ( ( ))f x

( ) max,

( ) 0, 1,i

f x

g x i m

( ( )) minf x

/ ( ) 0, 1,n
ix X x g x i mi/ ( )n g x/ ( )i/ ( )n / ( )n
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1 1
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i i i i
i i

L x f x g x f x g x0L x 0( , , )0 , ),00

0
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( ) ( ) ( )
m

i i
i

f x g x

Теорема 6.5 (необхідні умови мінімуму (максимуму) 
першого порядку). Нехай: 

1) *x  – точка локального мінімуму (максимуму) у задачі 



(6.22) (у задачі (6.29)); 
2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  неперервно 

диференційовні у деякому околі точки *x . 
Тоді існують одночасно не рівні нулю числа *

0 0
* *
1 ,..., ,m  що виконуються умови: 

1) стаціонарності (6.11) узагальненої функції Лагранжа 
(6.8) по x : 

* * *
0( , , ) 0,

j

L x
x

* * *
0( , ,* * *
0L( ,,* **
00 1,j n  

2) допустимості розв’язку: 
*( ) 0,ig x  1,i m  

3) доповнюючої нежорсткості: 
* *( ) 0,i ig x  1,i m  

4) невід’ємності (недодатності) числових множників 
Лагранжа: 

* *0 ( 0),i i 1,i m

Якщо при цьому градієнти активних у точці *x
обмежень лінійно незалежні, то виконується умова 
регулярності і *

0 0 . 

1 0( , , ) jL x x 0( , , ) jL x x0( , , )0( , , )0 )(L x( , , )0 ), ),00 1,j n

2 0iy 1,i m

1) * 0i
*( ) 0ig x теi



2) *( ) 0ig x теi * 0i

( )ig x 1,i m

*
0 0 *

01
*
i 1,i m

*
0 0 *

0 1
*
0 1 умовою

регулярності
регулярна, або класична

*x

1. 

*
i

1,i m

*
0 0 * 0i 1,i m

*
0 0 * 0i 1,i m

2. 
1) ( )f x ( )ig x 1,i m



2) ( ( ))f x ( )ig x 1,i m

3. 

*
0

aI
*x ( , )L x
Теорема 6.6 (необхідні умови мінімуму (максимуму) 

другого порядку). Нехай: 
1) *x  – регулярна точка локального мінімуму

(максимуму) у задачі (6.22) (у задачі (6.29)), а * *( , )Tx  –

розв’язок системи (6.11), (6.31)–(6.33) при *
0 1

* * * *
10, ,...,

T

m ;

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  двічі неперервно 

диференційовні у деякому околі *x .
Тоді у точці * *( , )Tx  другий диференціал

2 * * 2 * *( , ) 0 ( , ) 0d L x d L x (6.34)

при всіх ndx n , що задовольняють умови: 

1) 
*

* *

 ,
 
( )

0 ( 0);
0i a

i i

для всіх i I
для я
d

и
g

к
x

х
                                            (6.35) 

2) *( ) 0idg x  для всіх ai I , для яких  * 0i .             (6.36) 

Теорема 6.7 (достатні умови мінімуму (максимуму) 



першого порядку). Нехай: 
1) * *( , )Tx  – розв’язок системи (6.11), (6.31)–(6.33) при 

*
0 1  * 0 ;

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  неперервно 

диференційовні у деякому околі *x ;
3) число l  активних обмежень у точці *x  збігається з 

числом n  ( )l n  змінних (при цьому виконується умова 
регулярності).

Якщо * 0i  для всіх ai I , то *x  – точка локального 

мінімуму у задачі (6.22), а якщо * 0i  для всіх ai I , то *x  –
точка локального максимуму у задачі (6.29). 

*x

Теорема 6.8 (достатні умови мінімуму (максимуму) 
другого порядку). Нехай: 

 * *( , )Tx  – розв’язок системи (6.11), (6.31)–(6.33) при 
*
0 1  * 0 ;

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  двічі неперервно 

диференційовні у деякому околі *x . 
Якщо у точці * *( , )Tx  другий диференціал

2 * * 2 * *( , ) 0 ( , ) 0d L x d L x (6.37)

при всіх ненульових ndx n , що задовольняють умови (6.35) 



для мінімуму (максимуму) та (6.36), то *x  – точка локального 
мінімуму (максимуму) у задачі (6.22) (у задачі (6.29)). 

l *x
n ( )l n

*x

1) 2 * *( , ) 0d L x 0dx
*x

2) 2 * *( , ) 0d L x 0dx
*x

3) 2 * *( , ) 0d L x
*x

4) 2 * *( , ) 0d L x
*x



5) 2 * *( , ) 0d L x

6) 2 * *( , ) 0d L x

7) 2 * *( , )d L x

*x
8) 2 * *( , )d L x

*x
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6.4. Необхідні та достатні умови екстремуму у випадку 
задачі математичного програмування зі змішаними 

функціональними обмеженнями 
 

( ) min,

( ) 0, 1, ,

( ) 0, 1,
i

i

f x

g x i k

g x i k m

( ) max,

( ) 0, 1, ,

( ) 0, 1, .
i

i

f x

g x i k

g x i k m

m k



Теорема 6.9 (необхідні умови мінімуму (максимуму) 
першого порядку). Нехай: 

1) *x  – точка локального мінімуму (максимуму) у задачі 
(6.51) (у задачі (6.52)); 

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  неперервно 

диференційовні у деякому околі точки *x . 
Тоді існують числа *

0 0  і * *
1 ,..., ,m  які одночасно не 

дорівнюють нулю і при яких виконуються умови: 
1) стаціонарності (6.11) узагальненої функції Лагранжа 

(6.8) по x : 
* * *

0( , , ) 0,
j

L x
x

* * *
0( , ,* * *
0L( ,,* **
00 1,j n  

2) допустимості розв’язку: 
*( ) 0,ig x  1,i k *( ) 0,ig x 1,i k m  

3) доповнюючої нежорсткості: 
* *( ) 0,i ig x  1,i k  

4) невід’ємності (недодатності) числових множників 
Лагранжа: 

* *0 ( 0),i i 1,i k
Якщо при цьому градієнти активних обмежень-

нерівностей та усіх обмежень-рівностей у точці *x  лінійно 
незалежні, то виконується умова регулярності і *

0 0 . 
*
0 0

1) ( )f x ( )ig x 1,i k

( )ig x 1,i k m

2) ( ( ))f x ( )ig x 1,i k



( )ig x 1,i k m

теi *x
*( ) 0ig x * 0i

*( ) 0ig x
* 0i

* 0i

*
aI *x

( , )L x

Теорема 6.10 (необхідні умови мінімуму (максимуму) 
другого порядку). Нехай: 

1) *x  – регулярна точка локального мінімуму
(максимуму) у задачі (6.51) (у задачі (6.52)), а * *( , )Tx  –

розв’язок системи (6.11), (6.53)–(6.55) при *
0 1  * 0 ;

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  двічі неперервно 

диференційовні у деякому околі *x .
Тоді у точці * *( , )Tx  другий диференціал задовольняє 

умову (6.34):
2 * * 2 * *( , ) 0 ( , ) 0d L x d L x

при всіх ndx n , що задовольняють умови: 

1) 
* *

* *

( ) 0 1,  ,
 0 ( 0);

ai

i i

для i k m та всіх i I
для яки

g

х
d x

                  (6.56) 

2) *( ) 0idg x  для всіх *
ai I , для яких  * 0i .             (6.57) 



Теорема 6.11 (достатні умови мінімуму (максимуму) 
першого порядку). Нехай:

1) * *( , )Tx  – розв’язок системи (6.11), (6.53)–(6.55) при 
*
0 1  * 0 ;

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  неперервно 

диференційовні у деякому околі *x ; 
3) сумарне число l  активних обмежень-нерівностей у 

точці *x  та усіх обмежень-рівностей збігається з числом n
змінних ( )l n  (при цьому виконується умова регулярності). 

Якщо * 0i  для всіх *
ai I , то *x  – точка локального 

мінімуму у задачі (6.51), а якщо * 0i  для всіх *
ai I , то *x  –

точка локального максимуму у задачі (6.52). 
Теорема 6.12 (достатні умови мінімуму (максимуму) 

другого порядку). Нехай: 
1) * *( , )Tx  – розв’язок системи (6.11), (6.53)–(6.55) при 

*
0 1  * 0 ;

2) функції ( )f x , ( )ig x  1,i m  двічі неперервно 

диференційовні у деякому околі *x .
Якщо у точці * *( , )Tx  другий диференціал задовольняє 

умову (6.37):
2 * * 2 * *( , ) 0 ( , ) 0d L x d L x

при всіх ненульових ndx n , що задовольняють умови 
(6.56) для мінімуму (максимуму) та (6.57), то *x  – точка 
локального мінімуму (максимуму) у задачі (6.51) (у задачі 
(6.52)). 



1) 2 * *( , ) 0d L x 0dx
*x
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4) 2 * *( , ) 0d L x
*x
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*x
8) 2 * *( , )d L x

*x
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6.5. Задача умовної оптимізації з прямим обмеженням 
 

0

( ) min,
,

f x
x X

0
nX n

0X

0X

0 / , 1,n
j j jX x a x b j nj

n a/ j/n /n

, 1,j ja b j n ja jb

/nX x Ax b/n Ax/n Ax/n A x b

0 /nX x x/n x/n x/n



1. Нехай у задачі (6.63) множина 0X  є паралелепіпедом.  

,j ja b 1,j n

( ) min,

( ) 0, 1, ,

( ) 0, 1, .
j j j

j j j

f x

g x x b j n

q x x a j n

2 0 0
1 1

( , , ) ( ) ( ) ( ),
n n

j j j j j j
j j

L x f x x b x a

0 , ,j j 1,j n

*
0( 0)

* * * *
* * *2 0
0

( , , ) ( ) 0, 1, ;j j
j j

L x f x j n
x x

* * * *( ) 0, ( ) 0, 1, ;j j j j j jg x x b q x x a j n
* * * *( ) 0, ( ) 0, 1, ;j j j j j jx b x a j n
* *0, 0, 1, .j j j n



*
jx

*
jx

* 0,j
* 0,j

*
0 0

*
jx

( )f x jx
*( ) 0

j

f x
x

*
jx *

j jx a
* 0,j

* 0,j
*
0 1

*( ) 0j
j

f x
x

*
j jx b

* 0,j
* 0,j

*
0 1

*
*( ) 0j

j

f x
x

*x

*

*
*

*

0, ,
( ) 0, ,

0, .

j j j

j j
j

j j

a x b
f x x a

x
x b

*
*( ) ( ) 0, [ , ], 1, .j j j j j

j

f x x x x a b j n
x

0X



0

( ) max,
,

f x
x X

0X

* 0,j
* 0,j 1, .j n

*
j jx a * 0,j

* 0,j

*( ) 0j
j

f x
x

*
j jx b * 0,j

* 0,j

*
*( ) 0j

j

f x
x

*x

*

*
*

*

0, ,
( ) 0, ,

0, .

j j j

j j
j
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a x b
f x x a

x
x b

*
*( ) ( ) 0, [ , ], 1, .j j j j j

j

f x x x x a b j n
x

ja jb

ja jb



2. Нехай множина 0 / 0, 1, ,n
jX x x j mj/ 0n x/ 0j/ 0n / 0n  де 

0 m n  (при 0m  nX n ). 

( ) min,

( ) 0, 1, ;j j

f x

g x x j m

( ) max,

( ) 0, 1, .j j

f x

g x x j m

0ja 1,j m ja 1,j m n

jb 1,j n

* *
*

*

( ) ( )0, 0, 1, ,

( ) 0, 1, ,

j
j j

j

f x f xx j m
x x

f x j m n
x

* *
*

*

( ) ( )0, 0, 1, ,

( ) 0, 1, .

j
j j

j

f x f xx j m
x x

f x j m n
x

*
jx

1,j n



Приклад 6.6. Розв’язати задачу 
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6.6. Методи можливих напрямків 
 

( )f x

( 1) ( ) ( ) (0), 0,1,2,..., ,k k k
kx x p k x X

X ( )kp
( )kx

( 1)kx
1) 0k

( 1)kx X
( )kp

2) 0k

( 1) ( )k kf x f x ( )kp

( )f x

0k

( )kp
( 1)kx X



6.6.1. Метод можливих напрямків у випадку  
лінійних обмежень 

 

( ) min,f x
( ) , , 1, ,i

ia x b i m

0, 1, ,jx j n

1( ) ( ,..., )nf x f x x
X

( )

1
,

n
i

ij j
j

a x a x

( )kp

1) ( )kx X
( )kx

( ) ( )k kp f x

2) ( )kx X
( )kx

X
0k

( 1)kx
( 1)kx X ( )kp

X

( )kp ( )( )kf x
( )kp



kI kJ
( )kx

( )kx

( ) ( ), , , 0 ,i j
i k ka x b i I e x j J

( ) (0,...,0,1,0,...,0)j Te йj таj
( ) ,ia

( )je

X
( ) ,i

ia x b
( )( ) ,i

iF x a x ( )( ) i
iF x a

( )iF x
( ) ,i

ia x b

( ) ( )ia F x X
( )je

( ) , 0je x
( )kp ( )kx

X
( )ia ( )je

,k ki I j J 2



( )kp ( )ia ( )kp ( )je

2
( ) ( ), 0, ,i k

ka p i I
( ) ( ), 0,j k

ke p j J ( ) 0,k
j kp j J

[0, ]
( )kp ( )( )kf x

( ) ( ),k kp f x

( ) ( ) ( ), mink k kF p f x p

( )kp

( )

1
1.

n
k

j
j

p

( )kp

kJ 0jp kj J

jp
( )kp

, де 0, 0, 0.j j j j j j jp p p p p p p
( )kp

( )
( ) ,

k

k
k

j
j J j

f x
f x p p

x



( )

( ) min,
k

k

j j
j J j

f x
p p

x
( ) , ( ) 0, ,

k k

i
ij j ij j j k

j J j J
a p a p a p p i I

1
( ) 1,

k k

n

j j j j
j j J j J

p p p p

0 ( ), 0, 0, 0 ( ).j k j j j j kp j J p p p p j J

0j jp p ( )kj J jp

jp kj J

( )kp p k

( ) ( )k kf x p 0
( ) ( )k kx p X

*
1 1ˆ ˆmin ,..., , ,..., ,k m n

i ˆ j

( 1)kx теi
теj

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

, якщо , 0
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,

i k

i k
i i ki

i k

a p
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a p
( )
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Приклад 6.7. За допомогою методу можливих напрямків 
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6.6.2. Метод можливих напрямків у випадку  
нелінійних обмежень 
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задачі лінійного програмування (6.105)–(6.110) існує. При 
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6.7. Градієнтні методи умовної мінімізації 
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Приклад 6.9. Методом проекції градієнта знайти 
розв’язок задачі 
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6.7.2. Метод умовного градієнта 
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6.8. Методи послідовної безумовної мінімізації 
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6.8.1. Метод штрафних функцій 
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6.8.2. Метод бар’єрних функцій 
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ЧАСТИНА III. СПЕЦІАЛЬНІ КЛАСИ МОДЕЛЕЙ  
ТА МЕТОДІВ УМОВНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ

 
 

Розділ 7. ЛІНІЙНЕ ПРОГРАМУВАННЯ 
 

7.1. Лінійне програмування як ефективний 
інструментарій дослідження лінійних моделей 
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7.3. Основні властивості задач лінійного програмування 
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Теорема 7.1.Допустима ножина задачі ЛП (7.11) опукла. 
◄

 (1) (2),x x X X

0,1 (1) (2)1x x x X
0x

(1) (2) (1) (2)( (1 ) ) (1 )
(1 ) ,

Ax A x x Ax Ax
b b b

►

* * */ , max , ,
x X

X x X c x c x

Теорема 7.2. Множина *X  задачі ЛП (7.11) опукла. 



◄ (1) (2) *, ( )x x X X 0,1 .
(1) (2)(1 ) .x x x X

x X X X (1)* (2)
max, ,c x c x f

(1) (2), , (1 )c x c x x
(1) (2) * * *

max max max, (1 ) , (1 ) ,c x c x f f f

x X ►

Означення 7.1. Точка x  називається крайньою (або 
кутовою) точкою опуклої множини ,X  якщо не існує 

(1) (2),x x X (1) (2)x x  таких, що (1) (2)(1 ) ,x x x  де 

(0,1).
x

X
X

X

x
X

Теорема 7.3. Щоб точка x  була вершиною допустимої 
множини X задачі (7.11), необхідно й достатньо, щоб 



вектори-стовпці матриці обмежень, що відповідають її 
додатним координатам, були лінійно незалежні.
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Теорема 7.4. Якщо допустима множина задачі ЛП (7.11) 
непорожня ( )X , то вона має скінченне число вершин. 



◄ X

n 1n
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11 1 1a x b

11 0a

1 0x

1 0b
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r n
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nx x x
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1 1 1 1,..., ,0, ,..., , ,0,...,0

T

j j r rx x x x x x

Ax b
X

X



m ( )m n
n

m
nC ►

коли 
допустима множина X  і обмежена, то вона є опуклою 
лінійною комбінацією своїх вершин. 

X x X

Теорема 7.5. Множина X  оптимальних розв’язків 
задачі ЛП (7.11) обов’язково містить принаймні одну 
вершину x  допустимого многогранника X .

◄

xx

xx
x

xx , 
0Ax . 

0
( )x x) ( )x x) ( ,Ax b, 0Ax

( )A x x b) b)) ( ) )A x x b))))
xx

, ,c x x c x,c x,x x

, ,c x x c x,c x,x x



, 0c x

x xx x ( )x x)

x
.qx 0.qx ( ) 0q qx x )q q )

/q qx x/q q/x x/q q/

0,q qx xq qxq qx 0qx

/ ,q qx x/ ,q q/x /q / таq ( )x x)

( ) 0,q qx x )q q )

x
( )x x)

xx

( )x x)

xx

xx

xx
►

Теорема 7.6. Нехай у задачі (7.11) множина X , а 

цільова функція ,f x c x  0c  обмежена зверху на X . 

Тоді задача (7.11) має оптимальний розв’язок. 



◄
X ( ) , ( 0)f x c x c

X
X ( )f x

►
Теорема 7.7. Якщо множина *X  містить не менше двох 

вершин, то довільна опукла лінійна комбінація цих вершин 
теж буде оптимальним розв’язком задачі (7.11).

◄ (1)* ( )*,..., lx x X

**
max , , 1, .if c x i l

**

1 1
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1 1 1
, , ,

l l l
i i

i i i
i i i

c x c x f f
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7.4. Графічний метод розв’язування задач  
лінійного програмування 

 

n m
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1 1 2 2
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3) 
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Зауваження 7.1. c
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c
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Зауваження 7.2.
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XX
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7.5. Симплексний метод розв’язування задач  
лінійного програмування 
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7.5.1. Базисні та опорні розв’язки систем лінійних 
алгебраїчних рівнянь 

 

Метод виключення Жордана-Гаусса для систем лінійних 
алгебраїчних рівнянь. m
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Таблиця 7.1 

 
Базисні та опорні розв’язки систем лінійних алгебраїчних 

рівнянь. 
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Отриманий частинний розв’язок системи (7.30) 
називається базисним. Число базисних розв’язків не перевищує 
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m
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(0)A A
►

1) вибір відмінного від нуля ведучого елемента у 
поточній розширеній матриці системи; 

2) зведення поточної розширеної матриці системи до 
еквівалентної матриці за допомогою правила прямокутників.

Опорними, або допустимими базисними розв’язками 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь називають її 
невід’ємні базисні розв’язки.
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а) ведучий s -й стовпчик вибирається такий, у якому є 
принаймні один додатний елемент;

б) ведучий r -й рядок вибирається такий, для якого 
виконується умова

{ : 0}
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,is rsa ais rs,a ais , гоs ,i rb bi r,b bi r,  

1) 

2) 

Теорема 7.8. Система (7.30) з невід’ємними вільними 
членами за допомогою симплексних перетворень завжди 
зводиться до еквівалентної системи з невід’ємними 
вільними членами. 



◄ 0,ib 1, .i m

0rsa

1,ib i m,ib i m1,i

/ 0.r r rsb b a/r r rs/b b /r r /b /r / 0, 1, ( ).ib i m i r0,ib 0, 1i 0, 1
0isa

/ ( ) / 0.i i r is rs i r is rsb b b a a b b a ai i rb b b ai i ri rb b ai ri r  
0,isa

/ / / 0,i i r is rs is i is r rsb b b a a a b a b ai i rb b b ai i ri rb b abi ri r

/i is r rsb a b a

0,isa 0.i ib b 0.i ib bi iibi ►
Приклад 7.8. 

1 2 3

1 2 4

1 2 5

2 3 9,
8,

3 2 9.

x x x
x x x
x x x

◄ 

( ,0) (0,0,9,8,9) ,б Tx

2 21 3 31min / 8, / 3 3,b a b a22 //2 3,21 3 318, / 3 321 3 318 /8 /21 3321 3 338 //



( ,1) (3,0,15,5,0) .б Tx

►
Зауваження 7.5. При знаходженні опорних розв’язків у 

базис треба вводити ту змінну, яка приводить до нового 
опорного розв’язку, тобто до того, який ще не знайдений.



Таблиця 7.3 

 
( ,0) (0,0,9,8,9)б Tx

5
3

2
3

( ,1) (3,0,15,5,0)б Tx
5
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1
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2
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1
3

1

( ,2) (5,3,10,0,0)б Tx
3
5

1
5

2
5

1
5

( ,3) (3,5,0,0,10)б Tx
1
5

2
5

1
5

3
5

5
3

2
3

( ,4) (0,3,0,5,15)б Tx2
3

1
3

5
3

1
3

1x 2x 3x 4x 5x 0x

3x 2

4x

5x 2

3x

4x

1x

3x

2x

1x

5x 1

2x

1x

5x

2x

4x



7.5.2.Основи симплекс-методу 
 

1) 
2) Ax b m

n ( )m n m

3) Ax b

1( ,..., ) 0 (0,...,0)T T
mb b b

4) 
Ax b

5) 

1 1 ... max,n nc x c x

1 1, 1 1 1 1

2 2, 1 1 2 2

, 1 1

... ,
... ,

...............................
... ,

m m n n

m m n n

m m m m mn n m

x a x a x b
x a x a x b

x a x a x b

A

( )rg A m

0, 1,jx j n



( ,0)
1( ,..., ,0,...,0)б T

mx b b

а)
б)

n .m

Теорема 7.9 (критерій оптимальності опорного 

розв'язку задачі ЛП). Нехай –

деякий допустимий опорний розв'язок задані (7 .11), 

X

1 1( ) n nf x c x c xn nc xn n

m
nC

( , ) ( , ) ( , )
1 , ,0, ,0

Tб l б l б l
mx x x( ) ,0, ,0( , ) T(( ,
m



одержаний за допомогою симплексних перетворень 
системи обмежень після l  ітерацій, а

( )

1
,

m
l

j i ij
i

f c a

де  – це відповідні коефіцієнти розкладу j го  

вектора-стовпця  по базисних векторах-стовпцях 

 після l  ітерацій. Тоді буде оптимальним 
розв'язком задачі (7.11), якщо

◄

( , ) ( , )

1
.

m
б l б l

i i
i

f x c x

 

 

 

( )l
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jA

1, , mA A, mA, mm
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1
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m
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i i ij j
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c x a f x f
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1 1 1 0( ) ( ) .б l l б l l

j m mj m jx a A x a A A Am
( )( )( )( , ),( ( , )( , ),

jc



 

( , 1) ( , )б l б lf x f x

0j
( , )б lx

►

( , )б lx

ведучим вибирається стовпчик з номером s , у 
якого не тільки існує хоча б один додатний елемент, але й 
для якого оцінка  найменша.

Зауваження 7.6. При розв'язуванні задачі ЛП на мінімум 
критерієм оптимальності служать умови: , .  

У процесі симплексних перетворень ведучий  стовпчик 

( , ) ( ) ( , )

1
( ) ( )

m
б l l б l

i i ij j j j
i

c x a c f x f c

0

1, , ,m jA A A, m j,A A, m jj,

( , 1) ( , ) ( ) ( , ) ( )
1 1( , , , ,0, ,0)б l б l l б l l T

j m mjx x a x a ,0, ,0)T( ) ( )) ( 0 0)( , ) ( )
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( , 1)б lx
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j j jf x f x f c f x

0j

( , )б lx
( , 1) ( , )б l б lf x f x

,j

0s

0j 1,j n

йs



вибирається таким, щоб у ньому був хоч один додатний 
елемент, а величина  – найбільшою.

1) 

2) 

1. 1,j n

2. j 1,j n

3.

0s

j



4.
0k 0k

k

Приклад 7.9.
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б
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( 1)m
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ix

  

1 2
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0, 1,4.j

x x
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x j
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б
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                 Таблиця 7.4 

б
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1m j

1m j

 
1 2 2 1. 1 2

min (12 /1,4 /1) 4

1x 4x
( ,2) 4,0,8,0 Tбx

2 3 0

2x 3x

i б
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1x 2x 3x 4x
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1m j
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( ,3) 8,4,0,0 Tбx 0j 1,4j

max 2 8 1 4f
0 0 0 0 20 ►
Приклад 7.10. 
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Таблиця 7.5 
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Приклад 7.11. 
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►
Приклад 7.12. 
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►
Приклад 7.13. 
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            Таблиця 7.6 
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Приклад 7.14. 

1 2

1 2

1 2

2 2 max,
1,

0,

0, 1,2.j

x x
x x

x x

x j

◄

1 2

1 2 3

1 2 4

2 2 max,
1,

0,

0, 1,4.j

x x
x x x

x x x

x j

( ,1) 1,0,0,1 Tбx x max 2f

2 0

2x

1 22 2x x const

1 2 1x x
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T
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            Таблиця 7.7 
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4x

1m j

7.5.3. Знаходження початкового опорного розв’язку 
канонічної задачі лінійного програмування 

 

Метод еквівалентних перетворень розширеної матриці 
системи обмежень задачі 

 



Метод розв’язування допоміжної задачі  
лінійного програмування 

 

1 1

11 1 1 1

1 1
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c x c x
a x a x b

a x a x b

x j n

n nn nc xn

1n n1a x11

mn nmn nmna xmn nmn

m  A
 A

1

11 1 1 1 1

1 1 ,

max,
,

...............................................

0, 1, .

n n m

n n n

m mn n n m m

j

x x
a x a x x b

a x a x x b

x j n m

n mn mxnx

1n n1a x11

a x

10, ,0, , , T
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T
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 0F  0F

Теорема 7.10 Якщо 0F , тобто оптимальним 

роз’язком задачі (7.60) є вектор 1 , , ,0, ,0
T

ny x x ,0, ,0
T

n, n , то 

задача (7.3) має допустимий опорний розв'язок 

1 ,
T

nx x x
T

nxn . Якщо 0F , то задача (7.3) не має розв’язку, 

оскільки її допустима множина порожня. 
◄ 0F

0F 0jx

1,j n n m

1 2 1, , , , ,
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n n n my x x x x x
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max 1 1 3 0 1f ►
Таблиця 7.8 
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Зауваження 7.7. 
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Таблиця 7.9 
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1x

5x
1m j

(1,0,0,0,1)Ty 1F
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►
 

М-метод (метод розв’язування розширеної задачі 
лінійного програмування) 

 

 

A



1 1 1

11 1 1 1 1

1 1

max,
,

..................................................
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0, 1, ,

n n n n m

n n n
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j
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n nc xc x

1n n1a x11
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0M 0 M

n jx 1,j m

Теорема 7.11. Якщо в оптимальному розв'язку 

1 2 1( , , , , , )T
n n n my x x x x x, , , )T
n n n m,1 n1,1 n1,1 розширеної задачі ЛП (7.66) 

штучні змінні 0n jx 1, ,j m  то розв'язок 

1 2( , , , )T
nx x x x, )T
n,  оптимальний для задачі (7.3).

◄ y
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( )f x ( )F y
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Таблиця 7.10 
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Теорема 7.12. Якщо в оптимальному розв'язку 

розширеної задачі (7.66) хоча б одна зі штучних змінних 



додатна, то множина допустимих розв'язків задачі (7.3) 
порожня (система обмежень несумісна). 
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►
Теорема 7.13. Якщо M-задача (7.66) не має 

оптимального розв'язку, то і вихідна задача (7.3) також не 
має оптимального розв'язку. 
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1 1 1

11 1 1 1 1

1 1
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... ,

............................................
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0, 1, .

n n n n m

n n n

m mn n n m m

j

c x c x Mx Mx
a x a x x b

a x a x x b

x j n m

Зауваження 7.8. а) Якщо при розв'язуванні M-задачі на 
максимум у ( 2) муm  рядку елемент, який знаходиться у 

стовпчику « б
ix » від'ємний, а всі інші – невід'ємні, то це 

означає, що вихідна задача ЛП не має опорного розв'язку (її 
допустима множина порожня). Аналогічно вихідна задача на 
мінімум не має розв'язку, якщо у ( 2) муm  рядку симплекс-

таблиці елемент, який знаходиться у стовпчику « б
ix » 

додатний, а всі інші – недодатні. У цьому легко переконатися 
на прикладі M-задачі, яка відповідає задачі (7.56). 

б) Якщо матриця обмежень A  містить k m  різних 
базисних векторів-стовпців, то при формуванні M-задачі 
вводять ( )m k  штучних змінних у відповідні рівняння 
системи обмежень. Випадок k m  розглянений вище. 

7.5.4. Вироджені задачі лінійного програмування. 
Антициклін 

 A m



,rgA m

Довільне правило вибору ведучого елемента, за 
допомогою якого можна позбутися зациклювання, 
називається антицикліном. 

 0 1( , , , )T
nx x x x, )T
n,

0 1( , , , )T
ny y y y, )T
ny, n Вектор x  лексикографічно менший від 

вектора y  ( )x y)y , якщо при порівнянні їх координат зліва 
направо перша неспівпадаюча координата вектора x  менша 
від відповідної координати вектора y .

r

1 1
1 1, , , , , , ,r r rn i i in
rs is

x a a x a a
a a

1aa 1a x a a1a xr ,
rs is

x ar ,
a ars

r11a 111 a
,rn i i in1 i, ,1a x a a11, ,1a

0,rsa 0,rsa 0isa 0isa ,rs isa ars is,a ars ,



Приклад 7.17. 
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1 2 3 4 6
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x x x x

x x x x x
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x j

               

◄

5x

6x 7x



0,1 / 4, 60, 1 / 25,9,1,0,0 / 1 / 4
0,1 / 2, 90, 1 / 50,3,0,1,0 / 1 / 2 .0,1 / 2,

 
Таблиця 7.11 

j  1,7j

5 6 7, ,x x x

1 6 7, ,x x x

1 2 7, ,x x x

3 2 7, ,x x x

3 4 7, ,x x x

5 4 7, ,x x x

5 6 7, ,x x x

►
 
Зауваження 7.9. При практичному розв'язуванні задач 

ЛП (і вироджених також) зациклювання відбувається 
досить рідко. Однак у випадку виродженого опорного 
розв'язку все-таки треба користуватись антицикліном 
(7.70).
  



Таблиця 7.12 
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Продовження таблиці 7.12

1x 3
4

8
25

2x 150 1
2

1
15

1
30

1
500

3x 1
50

1m j
3

50

7.6. Двоїсті задачі лінійного програмування 
 

7.6.1. Правила побудови двоїстих задач 
 

1 1

11 1 1 1

1 1
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x j l l n
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n mn m m

i

b b
a a c
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i k k m

1. 

2. A  TA   

3. 1( ,..., )T
mb b b

1( ,..., )T
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4. 1 1( ) ... n nf x c x c x

1 1( ) ... m mf b b1 1f 1 1( ) 1 1)) 1 11 11

5. 

6. 0,jx теj
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теj

Приклад 7.18. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1

5 max,
4 2,

2 3 4,
1,

0.

x x
x x
x x
x x

x
◄

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

2 4 min,
2 1,

4 3 5,
0, 0.

►



Зауваження 7.10. Якщо у прямій задачі ЛП на максимум 
i те  обмеження є нерівністю типу « »  у прямій задачі 
на мінімум i те  обмеження є нерівністю типу « », то 
відповідна двоїста змінна 0.i  Аналогічне твердження 
справедливе і в зворотньому напрямку. 

Приклад 7.19. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1

7 2 max,
5 7,

2 3,
3 4 10,

0.

x x
x x

x x
x x

x
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1 2 3
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1 2 3

1 3

7 3 10 min,
5 3 7,

2 4 2,
0, 0.

1 2

1 2
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1 2

1

7 2 max,
5 7,

2 3,
3 4 10,

0.

x x
x x

x x
x x
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3

7 3 10 min,
5 3 7,

2 4 2,
0, 0.

y y y
y y y

y y y
y y

1 1,y 2 2 ,y 3 3y
►

7.6.2. Основні властивості пари взаємно двоїстих задач 
 

, max,
,

0

c x
Ax b
x

, min,
.T

b
A c



( ) , ,f x c x

( ) ,f x b( ) ,f x b( )) ,

Теорема 7.14. Для довільних допустимих розв’язків 
задач (7.11), (7.80), тобто для довільних

{ / , 0},nx X x Ax b x//n //

{ / }m TA c/m T//////

виконується нерівність ( ) ( ).f x f ( ).f )  
◄

Ax b , TA c
.x X

, , , ,Ax b b , , .TA x c x

, , , , ,Tc x A x Ax b

( ) ( ),f x f ( ),f )
►

Теорема 7.15. Якщо для деяких допустимих *x X
*  виконується рівність * *( ) ( ),f x f *( ),*f *  то *x  і * –

оптимальні розв'язки пари двоїстих задач ЛП (7.11)і (7.80).
◄ x X

*, , ,c x b
* *, , .b c x *x X

* *, , , ,b c x b
*

►



Теорема 7.16 (перша основна теорема двоїстості).
Пряма і двоїста задачі ЛП ((7.11) і (7.80)) або обидві мають 
оптимальні розв'язки * ,x X * ,  причому * *( ) ( ),f x f *( ),*f *  
або обидві не мають оптимальних розв'язків. 

◄ *x X

m 1,..., ,mA A
B ( ).rgA m

B
1B . *Ax b

1B 1 * 1B Ax B b
* ,Dx 1 ,B b 1 .D B A

*
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1
x
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1
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i

c d c c D c

*
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k k mkD d d  

T

* * 1( ) ( ) 0 .T T T T T Tc D c c B A c
* * 1( ) ( ) .T Tc B

*( )T TA c * .TA c
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* 1 *( )TB c 1 * * 1( ) , ,TB c b c B b
* * 1 * * 1

* *

1

, , ( ) , ,

, , .

T

m

i i
i

b b B c b c B b

c c c x

*x X *

*

( )f x

sup ( ) .
X

f x

,x X
, , ,b c x

inf ( ) sup ( ) ,
X

f f xf ( ) sup) sup

,X

0 ►
Теорема 7.17 (друга основна теорема двоїстості). 

*x X * задач (7.11) і 



(7.80) були оптимальними, необхідно й достатньо, щоб 
виконувалися співвідношення: 

* *

1
0,

n

i ij j i
j

b a x
 

1, ,i m

* *

1
0,

m

j ij i j
i

c a x
 

1, .j n

◄ Необхідність. *x X  
*

* * * *

1 1
( ) ( ).

n m

j j i i
j i

f x c x b f *( ).*f ( *

0i i

0 0 0

* *

1
0.
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i i j j i
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b a x

i m j
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1 1 1
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m m n

i i ij j i
i i j

b a x
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1 1 1
0 .

n m n

j j ij j i
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c x a x

* * * *

1 1
( ) ( ).

m n

i i j j
i j

f b c x f x*
m

f ( ))*

*x *
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*x *

Достатність. *x X  
*

i
m j  n .

* * * * *

1 1 1 1 1
,

m m n m n

i i i ij j ij j i
i i j i j

b a x a x

* * * * *

1 1 1 1 1
.

n n m m n

j j j ij i ij j i
j j i i j

c x x a a x

* * * *

1 1
( ) ( ).

m n

i i j j
i j

f b c x f x*
m

f ( ))*

*x *

►
Теорема 7.18. Для існування розв’язку однієї з пари 

двоїстих задач (а значить, і обидвох) необхідно й достатньо, 
щоб множини X  і  і були непорожніми ( , ).X  

◄ Необхідність
Достатність x X

, , .c x b
X ( ) ,f x c x X

►
 

  



7.6.3. Сумісне розв’язування взаємно двоїстих задач 
 

Приклад 7.20.

1 2

1 2

1 2

1 2

12 4 min,
2,
1,

0, 0.

◄ 
*
1

3 ,
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*
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1 ,
2

*
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fm 12
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*
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*
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12,
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*
1 8,x

*
2 4.x

*
max 2 8 1 4 20.f

►

 *x

1 2
, ,...,

mi i ix x x б
ix

1

* ( ,..., )
m

T
i ic c c

 
1B ( )m m B

A

1
,...,

mi ix x

Теорема 7.19. Якщо *x X  оптимальний розв'язок 
задачі (7.11), то 

* 1 *T
B c  

– оптимальний розв’язок задачі (7.80). 
◄ ►



* (1,2) ,Tc
1 1

,
1 1

B 1

1 1
2 2 ,
1 1
2 2

B 1

1 1
2 2 .
1 1
2 2

T
B

* 1 * 3 1, ,
2 2

T
T

B c *
min 20,f *
min 20,fm

►
Приклад 7.21.

1 2

1 2 3

1 2 4

3 min,
2 5,

2 8,

0, 1,4.j

x x
x x x

x x x

x j

◄

1 2

1 2

1 2

1 2

5 8 max,
2 3,

2 1,
0, 0.

  



Таблиця 7.13 

i б
ic б

ix
1x 2x 3x 4x

3x

4x

1m j

3x 5
2

1
2

2x 1
2

1
2

1m j
7
2

1
2

* (0,4,9,0) ,Tx *
min 4.f

* (0, 1) ,Tc
1 1

,
0 2

B 1 1 1 2
,

0 1 2
B 1 1 0

,
1 2 1 2

T
B

* 1 * 10, ,
2

T
T

B c *
max

18 4.
2

f *
max 8fm 8 ►

Приклад 7.22.  

1 2 4

1 2 3

1 2 4

3 min,
2 5,

2 8,

0, 1,4.j

x x x
x x x

x x x

x j

◄



1 2

1 2

1 2

1 2

5 8 max,
2 3,

2 1,
0, 1.

Таблиця 7.14 

i б
ic б

ix
1x 2x 3x 4x

3x

4x

1m j

3x 5
2

1
2

2x 1
2

1
2

1m j
7
2

3
2

* (0,4,9,0) ,Tx *
min 4.f

* (0, 1) ,Tc
1 1

,
0 2

B 1 1 1 2
,

0 1 2
B 1 1 0

,
1 2 1 2

T
B

* 1 * 10, ,
2

T
T

B c *
max

18 4.
2

f *
max 8fm 8 ►

Зауваження 7.11. Якщо у задачі (7.11) відомий 
початковий опорний розв'язок, то матрицю 1B  



утворюють стовпчики останньої симплекс-таблиці, 
які відповідають базисним змінним першої симплекс -
таблиці, причому компоненти оптимального розв'язку 
задачі (7.80) збігаються з відповідними елементами 
( 1)m -го рядка, якщо відповідні 0jc  та дорівнюють 

сумі відповідного елемента та jc , якщо 0jc  (таблиці 

7.4, 7.13, 7.14).
Зауваження 7.12. Якщо вихідна (пряма) задача ЛП 

задана не в канонічній формі, але відповідна їй ка -
нонічна задача має початковий опорний розв 'язок, то 
оптимальний розв'язок двоїстої задачі знаходиться 
аналогічно.

1 2
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1 2
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2 5,

2 8,
0, 1,2j

x x
x x

x x
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1 2
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* (0,1/ 2) ,T * (0, 1/ 2)T

Приклад 7.23.
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B 1 2 3 1 3
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1 3 2 3
B

1 2 3 1 3
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1 3 2 3
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B * 1 * (1,2) .
T TB c ► 

 



7.6.4. Економічна інтерпретація двоїстих задач 
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7.7. Транспортні задачі (Т-задачі) 
 

7.7.1. Теоретичні основи Т-задач 

*

* 0i

*x

*

1
,

n

ij j i
j

a x b

iS ib
*x

iS * 0,i

*,x

*

1
,

n

ij j i
j

a x b

iS

*



Т-задача (В.7) називається закритою, або збалансованою, 
якщо 

 

Таблиця 7.15 

 

   

1 1
.

m n

i j
i j

a b

,
, 1( )m n

ij i jC c ,
, 1( )m n

ij i jX x

X

Споживачі

Постачальники

1S 2S nS

1P 11c 12c 1nc
1a

11x 12x 1nx

2P 21c 22c 2nc
2a

21x 22x 2nx

mP 1mc 2mc mnc
ma

1mx 2mx mnx

1b 2b nb



Теорема 7.20. Щоб Т-задача мала розв'язок, необхідно й 
достатньо, щоб вона була закритою, тобто, щоб 
виконувалося співвідношення (7.93).

◄ Необхідність

Достатність

► 
Теорема 7.21. Ранг системи обмежень задачі (В.7) 

дорівнює числу , тобто будь-який опорний план  
Т-задачі має не більше, ніж  змінних , які 

набувають відмінних від нуля значень. 

X
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,
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,
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◄
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►
Теорема 7.22. Щоб опорний план  Т-задачі був 

оптимальним, необхідно й достатньо, щоб йому відповідала 
така множина з  чисел  (потенціалів), 
які задовольняють умови

◄ Необхідність
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Достатність

  
► 

 

7.7.2. Методи розв’язування Т-задач 
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  .

 
 

IV.
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V.

X
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1,

0ijx ij i j ijd c

*X
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Циклом перерозрахунку називається замкнутий 
многокутник (не обов'язково опуклий), сторонами якого є 
горизонтальні та вертикальні відрізки й одна вершина якого 
збігається з вільною клітинкою (для якої утворюється 
цикл), а всі інші – із зайнятими клітинками. 

□»

а)

б)

Приклад 7.24. Для Т-задачі (В.7) з двома 
постачальниками та трьома споживачами задані обсяги 
постачання і споживання, а також матриця вартостей 
транспортних перевезень (таблиця 7.16). Визначити 
оптимальний план Т-задачі.

Таблиця 7.16 
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Таблиця 7.17 

□

ia jb

1 0
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Таблиця 7.18 
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Для розв’язності Т-задачі з такими обмеженнями 
необхідно й достатньо, щоб виконувалася нерівність 
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7.8. Задачі цілочислового лінійного програмування 
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* * *

*
* * *

*

, ,

1 , .
1

ij ij i

ij i
ij ij i

i

a a b

b
a a b

b

3.

Зауваження 7.13. Якщо задача ЦЛП записана не в 
канонічній формі (наприклад, як задача (В.8)), то перехід до 
канонічної форми не гарантує цілочисловості допоміжних 
змінних. У загальному випадку канонічна задача буде задачею 
ЧЦЛП. Але, якщо всі , то допоміжні змінні будуть 

цілочисловими.
Зауваження 7.14. Якщо не має розв'язку задача (7.98)

(7.100), то не буде мати розв'язку і задача (7.98) (7.101).
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Приклад 7.25. 
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Таблиця 7.19 
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Таблиця 7.20 

Приклад .7.26. 

◄
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M
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1
2
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► 
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Таблиця 7.21 

Таблиця 7.22 
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Розділ 8. НЕЛІНІЙНЕ ПРОГРАМУВАННЯ 
 

8.1. Нелінійні оптимізаційні моделі та їх формалізація 
задачами нелінійного програмування 

 



1,i m

1,i m
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( ) , 1, ,

0, 1, ,
i i

j

f x

g x b i m

x j n

( )f x ( )ig x

ib 1( ,..., ) .T n
nx x x .n



 
8.2. Графічний метод розв’язування задач  

нелінійного програмування 

1 2

1 2

( , ) max,

( , ) , 1, ,i i

f x x

g x x b i m

1 2/ ( , ) , 1, ,n
i iX x g x x b i mX xxx n
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1 2( , )f x x h h
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1 2x Ox
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Приклад 8.1. Знайти максимальне та мінімальне 
значення функції 

на множині , яка задається системою нерівностей 

◄
 ОАВС

 ОАВС

 ОАВС
  

 
 ОАВС

►
  

2 2
1 2 1 2( , ) ( 2) ( 3)f x x x x

(1)X ,,(1)X

1 2
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2 12,
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(1)X (1)X
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1 2( 2) ( 3)x x h
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E

* 2 2
min (2,3) (2 2) (3 3) 0.f f

(2,3)E

h EC

(9,0)C * 2 2
max (9,0) (9 2) (0 3) 58.f f



 

(0,0),O

 
Приклад 8.2. Знайти максимальне та мінімальне 

значення функції

на допустимій множині (8.4).
◄  

, , , , , ,O A B C K M E
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Приклад 8.3. Знайти максимальне та мінімальне 

значення функції

на допустимій множині (8.4). 
◄ 

(9,0) 81f
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Приклад 8.4. Знайти максимальне значення функції

на множині , яка задається системою нерівностей 
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8.3. Задачі дробово-лінійного програмування 
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Приклад 8.5. 
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Таблиця 8.1 
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Продовження таблиці 8.1 
4
23
1
23

4
23

8.4. Опукле та квадратичне програмування 
 

( ( ))f x( ( ))f (( ( )ig x ( 1, )i m1, )1,

( )f x

Означення 8.1. Допустима множина задачі (8.1) 
задовольняє умову регулярності Слейтера, якщо існує хоча б 
одна точка xx  із цієї множини, у якій виконуються строгі 
нерівності: ( ) ,i ig x b)) ,ii  1,i m1,m1, .

1y 18
23

15
23

0y 7
23

2
23

2y 5
23

15
23

1m j
59
23

30
23

8
23

1y

0y 1
3

2
15

1
15

3y 1
3

23
15

4
15

1m j



1
( , ) ( ) ( ) ,

m

i i i
i

L x f x b g x

1,..., m

 x

Означення 8.2. Точка * * * * * *
1 1( , ) ( ,..., , ,..., )T T

n mx x x
називається сідловою точкою функції Лагранжа (8.15) на 
множині n mn mn , якщо для всіх nx n  і mm  
виконуються нерівності

* * * *( , ) ( , ) ( , ).L x L x L x
Теорема 8.1 (теорема Куна-Таккера). Якщо у задачі 

(8.1) множина допустимих розв'язків задовольняє умову 
регулярності Слейтера, то точка * nx n  буде оптимальним 
розв'язком цієї задачі тоді і тільки тоді, коли існує така 
точка * mm , що * *( , )Tx   сідлова точка функції Лагранжа 
(8.15) на множині .

( ),f x ( )ig x ( 1, )i m1, )1,



Теорема 8.2. Нехай функції ( ),f x ( )ig x ( 1, )i m1, )1, – 
неперервно диференційовні в області свого визначення. Для 
того, щоб точка * *( , )Tx була сідловою точкою функції 
Лагранжа (8.15) задачі (8.1), необхідне й достатнє виконання 
таких умов: 

*

0, 1, ,
j

L j n
x

*
* 0, 1, ,j

j

Lx j n
x

* 0, 1, ,jx j n
*

0, 1, ,
i

L i m

*
* 0, 1, ,i

i

L i m

* 0, 1, ,i i m
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j j

L L x
x x
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i i

L L x 1, ; 1,j n i m

◄ Необхідність. * *( , )Tx
* *( , )Tx

 x

* nx n ( , ) maxL x
nx n * mm ( , ) minL x mm

* *( , )Tx



*

*

0, 1, ,

0, 1, ,

j

i

L j n
x

L i m

 *x *

*
*0, при 0, 1, ,j
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L x j n
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*0, при 0, 1, .i

i

L i m

Достатність.
* *( , )Tx

x ( , )Tx
 x

( , )L x
x

*, nx x n *, mm

*
* *( , )( , ) ( , ) , ,L xL x L x x x

x
*

* * *( , ) ( , ).L x L x
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* *( , )Tx
( , )x

* * *( , ) ( , ),L x L x * * *( , ) ( , ).L x L x

* *( , )Tx
►

1
1 1

( ,..., ) ,
n n

n kj k j
k j

Q x x c x x

, 1

n

kj k j
C c

11 1
11 12

1 11 2
21 22

1

...
, ,..., ............ ,

...

n

n

n nn

c c
c c

C c C C
c c

c c

Ознака 1. Якщо всі визначники 1,..., nC C  – додатні, то 
квадратична форма (8.26) – додатно визначена.

Ознака 2. Якщо у послідовності чисел 1 21, , ,..., nC C C  
знаки чергуються, то (8.26) – від'ємно визначена.

Ознака 3. Нехай r rgC n , то форма (8.26) додатно 
напіввизначена, якщо 1 10,..., 0, 0,..., 0,r r nC C C C  і від'ємно 



напіввизначена, якщо у послідовності 11, ,..., rC C  знаки 
чергуються, а 1 0,..., 0r nC C

Ознака 4. Якщо у послідовності чисел 1 21, , ,..., nC C C  є 
від'ємні, але немає чергування знаків, то форма (8.26) є 
невизначеною.

Теорема 8.3. Квадратична форма (8.26) є угнутою 
(опуклою вгору) функцією, якщо вона від'ємно  
напіввизначена й опуклою  (опуклою вниз), якщо вона 
додатно напіввизначена.

◄
 

, nx y n [0,1]
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Зауваження 8.1. Якщо задача квадратичного 
програмування має обмеження-рівності, то щоб звести 
таку задачу до задачі вигляду (8.27), треба обмеження-
рівності замінити еквівалентними нерівностями або 
виразити з обмежень-рівностей деякі базисні змінні 
через іниі змінні та записати умову невід'ємності для 
базисних змінних.

Приклад 8.7. 
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►
Зауваження 8.2. Якщо система (8.29)–(8.33) не має 

розв'язку, то це означає, що функція Лагранжа (8.28) не має 
сідлової точки і задача (8.27) не має розв'язку. 

8.5. Поняття двоїстої задачі опуклого програмування 
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Приклад 8.8. Використовуючи розглянутий вище підхід, 
побудувати двоїсту задачу ЛП до задачі (7.76) (приклад 7.19).
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Розділ 9. Динамічне програмування 
 

9.1. Вступ до динамічного програмування 
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9.2. Постановка задачі керування дискретним  
процесом зі скінченним числом кроків 
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9.3. Принцип оптимальності Беллмана й алгоритм 
методу динамічного програмування 

 
В основі методу динамічного програмування лежить 

принцип оптимальності Беллмана. Його можна 
сформулювати так: 

оптимальне керування у довільний момент часу (чи 
період часу для дискретного процесу) не залежить від 
передісторії системи і визначається тільки станом системи 
у цей момент часу (чи станом системи на початок періоду) 
та метою керування. 

По-іншому принцип оптимальності Беллмана 
формулюється ще так: 

яким би не був стан системи перед наступним кроком, 
керування на цьому кроці потрібно вибрати так, щоб сума 
ефективності процесу на цьому кроці й оптимальної 
ефективності процесу на всіх наступних кроках була 
максимальною. 
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Співвідношення (9.10) і (9.11), які дозволяють послідовно 
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Умовна оптимізація 
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Безумовна оптимізація 
Крок 1

(0)*x



(1)*u (1)*x
Крок 2

(2)*u (2)*x

Крок m.
( )*mu ( )*mx

Зауваження 9.1  У багатьох задачах, які можна 
розв'язати методом ДП, цільова функція не є аддитивною.  
У такому випадку початкову постановку задачі треба так 
видозмінити, щоб цільова функція була аддитивною.

Зауваження 9.2. Принциповою умовою застосування 
методу ДП є умова відсутності післядії, яка описується 
співвідношенням (9.1). Якщо (9.1) не виконується, то треба 
збільшити число координат фазового простору, ввівши в 
нього ті параметри з минулого (тобто з «передісторії» 
процесу), від яких залежить майбутнє.

Зауваження 9.3. При розв 'язуванні задач методом ДП 
часто виникає складність, пов'язана з розумним розбиттям 
процесу керування на скінченну кількість кроків (етапів). 
Треба так розбити (розчленувати) процес переходу системи 
S  зі стану (0)x  у стан ( )mx на кроки, щоб вони допускали 
зручну нумерацію й чітку послідовність дій. Така задача, як 
правило, непроста. 

Зауваження 9.4. Основні переваги методу ДП полягають 
у тому, що цільові функції багатоетапних задач оптимізації 
можуть бути задані як аналітично, так і таблично, а змінні 
можуть набувати цілочислових значень. До недоліків методу 
ДП можна віднести значний обсяг обчислень, особливо для 
задач великої розмірності. Саме у зв’язку з цим свого часу  



Р. Беллман говорив про так зване «прокляття 
багатовимірності». 

 
9.4. Приклади розв’язування оптимізаційних задач 

методом динамічного програмування 

Приклад 9.1 (задача про розподіл капітальних 
вкладів (КВ) заданого обсягу між m  підприємствами). 

Нехай для збільшення потужності виробництва 
продукції, яка користується підвищеним попитом m ,
підприємствам виділяється КВ загальним обсягом s
одиниць (од.). Використання i -м підприємством ( )iu од. КВ 
дає прибуток цьому підприємству ( ) ( )( )i ik u  од. Знайти такий 
розподіл КВ між підприємствами, який забезпечить 
максимальний сумарний прибуток. 

◄

( ) ( )

1

( )

1

( )

( ) max,

,

0, 1, .

m
i i

i
m

i

i

i

k u

u s

u i m

max,

1, .1,1,( )u ( )( ) 00u ( )u ( ) 0,0uu 0,0,0,

( ) )( )((
m

( ))k ( )k (k ( ) () (k (k (
i 1i 1i 1
m

,s( )( )
m

u ( )u ( )u
i 1i 1i 1

( ) ( )( )i ik u 1,i m1,m1,

m



m  
 m

i
i . 

( )ix ( )iu

( ) ( )

1

( ) ( 1) ( )

( ) ( 1)

(0) ( )

( ) max,

, 1, ,

0, , 1, ,

0, .

m
i i

i

i i i

i i

m

k u

x x u i m

u s x i m

x x s

max,

1) ( ) , 1, ,1) (1) (u( ) , 1,,1) (1) (1)1) u)1)x( ))( ))( ) (((((xx( ) xx(

( )) (( 1)( )u ( )) , 1, ,(( , 1,, ,(( 1)1)1)u ( )u ( ) 0,0,,,
( ) .( )( )x(0)x(0)(0) 0,0,0,

( ) )( )((
m

( ))k ( )k (k ( ) () (k (k (
i 1i 1i 1

5s 5  3m 3 ( )iu  ( ) ( ) ( )( )i i ik u k ( )(k

Таблиця 9.1
( )iu

( )ik
(1)k
(2)k
(3)k
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►
Приклад 9.2 (задача про m -етапний внесок у дане 

підприємство КВ заданого обсягу).
КВ обсягом s  од. виділяються деякому підприємству 

протягом m  років. Укладені у розвиток підприємства 
протягом i -го року ( )iu  од. дають прибуток ( ) ( )( )i ik u  од. 

Вимагається s  од. КВ розподілити по роках у такий 
спосіб, щоб сумарний прибуток підприємства за m  років був 
максимальним.
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►
Приклад 9.3 (задача про m -етапний розподіл КВ 

заданого обсягу між двома підприємствами 1П  і 2П ). 
Планується розподіл КВ обсягом s  од. між двома 

підприємствами 1П  і 2П  на m  років планового періоду. 



Будемо вважати, що u  од. КВ, вкладених у підприємство

jП  приносять йому у кінці року прибуток ( ) ( )jk u  од. і 

зменшуються до ( ) ( )jf u  од. ( 1,2)j 1,2) , які знову 
використовуються для інвестування підприємств на 
наступний рік. 

Потрібно знайти такий варіант розподілу КВ між
підприємствами 1П  і 2П , при якому сумарний прибуток двох 
підприємств за m  років буде максимальним.
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( )) (( 1)( )u( )) , 1, ,(( , 1,, 1,(( 1)1)1)u( )u( ) 0,0,,,

( ) 0.( )x(0)x(0)(0) ,s,s,

( ) )) )( ))
m

(1)[ (1)[ ([ ((1)[ (([ (
i 1i 1i 1

( ) 0mx 0
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1П 2П



4,m 4, 200,s 200, (1) ( ) 0,3 ,k u u0,3 ,0,3 (2) ( ) 0,4 ,k u u0,4 ,0,4
(1) ( ) 0,8 ,f u u0,8 ,0,8 (2) ( ) 0,5 .f u u0,5 .0,5

Умовна оптимізація 
Крок 1 4m 4

(4) (3)

(3) (1) (4) (2) (3) (4)
4

[0, ]
( ) max ( ) ( )

u x
B x k u k x u

[0, ][0,(4)(4)u( )
max

(3) ](3)(3)[0
max (1) (4) (2) (3) (4)(1) (4) (2) (3) (4)( ) ( )(1) (4) (2) (3) (4)( ) (( ) ((1) (4) (2) (3)

(4) (3)

(4) (3) (4)

[0, ]
max 0,3 0,4( )

u x
u x u

[0, ][0,(4)
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)u( ) (3) ](3)
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(3)[0

(4) (3) (4)(4) (3) (4)0,3 0,4( )(4) (3) (4)0,4(0,4(( ) (3)(3)

(4) (3)

(3) (4) (3)

[0, ]
max 0,4 0,1 0,4 .

u x
x u x

[0, ][0,(4)
max
)u( ) (3) ](3)
max

(3)[0

(3) (4) (3)(3) (4) (3)0,4 0,1 0,4 .(3) (4) (3)(4)0,1 0,40,1 0,4(3) ( )( )( )

(4)* (3)( ) 0.u x 0.
Крок 2. 1 3i m 1 3m

(3) (2)

(2) (1) (3) (2) (2) (3) (3)
3 4

[0, ]
( ) max ( ) ( ) ( )

u x
B x k u k x u B x

[0, ][0,(3)(3)(3)u(3)
max

(2)(2) ](2)(2)[0

(1) (3) (2) (2) (3) (3)(1) (3) (2) (2) (3) (3)
4 ( )(1) (3) (2) (2) (3) (3)
4( ) ( ) (( ) ( ) ((1) (3) (2) (2) (3)
4  

(3) (2)

(1) (3)

[0, ]
max ( )

u x
k u

[0, ][0,(3)
max
)u(3) (2) ](2)
max

(2)[0

(1) (3)(1) (3)( )(1) (3)((1)  

(2) (2) (3) (1) (3) (2) (2) (3)
4( ) ( ( ) ( ))k x u B f u f x u(2) (2) (3) (1) (3) (2) (2) (3)
4 ))(2) (3) (1) (3) (2) (2) (3)k x u B f u f x u(2)
4( ) ( ( ) ((2) (3) (1) (3) (2) (2)(2) (3) (1) (3) (2)(2) (3) (1) (3) (2) (2)
4  

(3) (2)

(3)

[0, ]
max [0,3

u x
u

[0, ][0,(3)

(3)max [0,3
)u(3)

u
(2) ](2)

max [
(2)[0

 

(2) (3) (3) (2) (3)0,4( ) 0,4(0,8 0,5( ))]x u u x u(2) (3) (3) (2) (3)0,4( ) 0,4(0,8 0,5( ))](2) (3) (3) (2) (3)(3)) 0,4(0,8 0,5() 0,4(0,8 0,5(( ) (3) (3) ( )(3)( ) ( ) ( )  

(3) (2)

(3) (2) (2)

[0, ]
max 0,02 0,6 0,62 .

u x
u x x

[0, ][0,(3)
max
)u(3) (2) ](2)
max

(2)[0

(3) (2) (2)(3) (2) (2)0,02 0,6 0,62 .(3) (2) (2)0,6 0,620 6 0 62(3) ( )( )( )  

(3)* (2) (2)( ) .u x x(2).(2)

Крок 3. 2 2i m 2 2m

(2) (1)

(1) (1) (2) (2) (1) (2) (2)
2 3

[0, ]
( ) max ( ) ( ) ( )

u x
B x k u k x u B x

[0, ][0,(2)(2)(2)u( )
max

(1)(1) ](1)(1)[0

(1) (2) (2) (1) (2) (2)(1) (2) (2) (1) (2) (2)
3( )(1) (2) (2) (1) (2) (2)
3( ) ( ) (( ) ( ) ((1) (2) (2) (1) (2)
3



(2) (1)

(1) (2)

[0, ]
max ( )

u x
k u

[0, ][0,(2)
max
)u( ) (1) ](1)
max

(1)[0

(1) (2)(1) (2)( )(1) (2)((1)

(2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) (2)
3( ) ( ( ) ( ))k x u B f u f x u(2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) (2)
3 ))(1) (2) (1) (2) (2) (1) (2)k x u B f u f x u(2)
3( ) ( ( ) () ( ( ) ((1) (2) (1) (2) (2) (1)
3

(2) (1)

(2)

[0, ]
max 0,3

u x
u

[0, ][0,(2)
max
)u( ) (1) ](1)
max

(1)[0

(2)(2)0,3u

(1) (2) (2) (1) (2)0,4( ) 0,62(0,8 0,5( ))x u u x u(1) (2) (2) (1) (2)0,4( ) 0,62(0,8 0,5( ))(1) (2) (2) (1) (2)) 0,62(0,8 0,5() 0,62(0,8 0,5(( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

(2) (1)

(1) (2) (1)

[0, ]
max 0,71 0,086 0,796 .

u x
x u x

[0, ][0,(2)
max
)u( ) (1) ](1)
max

(1)[0

(1) (2) (1)(1) (2) (1)0,71 0,086 0,796 .(1) (2) (1)(2)0,086 0,7960,086 0,796( ) ( )( )( )

(2)* (1) (1)( ) .u x x(1).(1)

Крок 4. 3 1i m 3 1m

(1) (0)

(0) (1) (1) (2) (0) (1) (1)
1 2

[0, ]
( ) max ( ) ( ) ( )

u x
B x k u k x u B x

[0, ][0,(1)(1)(1)u( )
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(0)(0) ](0)(0)[0
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2( ) ( ) (( ) ( ) ((1) (1) (2) (0) (1)
2
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(1) (1)

[0, ]
max ( )

u x
k u

[0, ][0,(1)
max
)u( ) (0) ](0)
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(1) (1)(1) (1)( )(1) (1)((1)
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2( ) ( ( ) ( ))k x u B f u f x u(2) (0) (1) (1) (1) (2) (0) (1)
2 ))(0) (1) (1) (1) (2) (0) (1)k x u B f u f x u(2)
2( ) ( ( ) () ( ( ) ((0) (1) (1) (1) (2) (0)(0) (1) (1) (1) (2)(0) (1) (1) (1) (2) (0)
2

(1) (0)

(1)

[0, ]
max 0,3

u x
u

[0, ][0,(1)
max
)u( ) (0) ](0)
max

(0)[0

(1)(1)0,3u

(0) (1) (1) (0) (1)0,4( ) 0,796(0,8 0,5( ))x u u x u(0) (1) (1) (0) (1)0,4( ) 0,796(0,8 0,5( ))(0) (1) (1) (0) (1)(1)) 0,796(0,8 0,5() 0,796(0,8 0,5((0) ( ) ( ) (0)( )( ) ( ) ( )

(1) (0)

(0) (1) (0)

[0, ]
max 0,798 0,1388 0,9368 .

u x
x u x

[0, ][0,(1)
max
)u( ) (0) ](0)
max

(0)[0

(0) (1) (0)(0) (1) (0)0,798 0,1388 0,9368 .(0) (1) (0)(1)0,1388 0,93680,1388 0,9368(0) ( )( )( )

(1)* (0) (0)( ) .u x x(0).(0)

Безумовна оптимізація 
Крок 1 (0) 200,x s 200,s

(0)* 200x 200

1(200) 0,9368 200 187,36,B 0,9368 200 187,36,
(1)* (1)* (1) (1)* (2) (0)* (1)*200, ( ) ( )u x f u f x u(1)* (1) (1)* (2) (0)* (1)*)(1)* (1) (1)* (2) (0)* (1)*x f u f x u200, ( ) (( ) ((1)* (1) (1)* (2) (0)*(1)* (1) (1)* (2)(1)* (1) (1)* (2) (0)*

0 8 200 0,5 (200 200) 160.0 8 200 0,5 (200 200) 160.

Крок 2.  (2)* (2)* (1)* (1)*( ) 160,u u x x



(2)* (1) (2)* (2) (1)* (2)*( ) ( )x f u f x u

0,8 160 0,5 160 160 128.

Крок 3. (2)*x
(3)* (3)* (2)* (2)*( ) 128,u u x x

(3)* (1) (3)* (2) (2)* (3)*( ) ( )x f u f x u

0,8 128 0,5 128 128 102,4.

Крок 4. 
(4)* (4)* (3)*( ) 0,u u x

(4)* (1) (4)* (2) (3)* (4)*( ) ( )x f u f x u

0,8 0 0,5 102,4 0 51,2.
(1)* (2)* (3)* (4)*, , , 200,160,128,0u u u u

(1)* (2)* (3)* (4)*, , , 0;0;0;102,4v v v v

0 * 1 * 2 * 3 * 4 *, , , , 200;160;128;102,4;51,2 ,x x x x x
* 187,36k ►

Приклад 9.4 (задача про m -етапний розподіл КВ 
заданого обсягу між l  підприємствами 1 2, ,..., lП П П ). 

Планується розподіл КВ обсягом s  од. між 
підприємствами 1 2, ,..., lП П П  ( 2)l  на m  років планового 
періоду. Відомо, що u  од. КВ, укладених у підприємство jП  в 

i -ому році, дають цьому підприємству прибуток ( , ) ( )j ik u  од. і 

до кінця року зменшуються до ( , ) ( )j if u  од., які знову можуть 
бути використані для інвестування підприємств у 
майбутньому. Потрібно знайти такий варіант розподілу КВ 



між підприємствами, при якому сумарний прибуток l  
підприємств за m  років буде максимальним. 
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1 1
.
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i i j i j i j i
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j
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m
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1 1
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1 1
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(0) ( )

max,

, 1, ,
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i j
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►
Приклад 9.5 (сепарабельна задача цілочислового

математичного програмування). 
Розв’язати методом ДП задачу математичного 

програмування 

( ) ( )

1

( , ) ( )

1

( ) ( )

max,

, 1, ,

0, , 1, ,

m
i i

i
m

j i i
j

i

i i

k u

a u b j l

u u i m, 1, ,, 1,1,

де ( , ) 0j ia , 0,jb 1, ;j l  1, ;i m   – множина цілих 

чисел. 
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u u

u u
u u

u u u u .
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T T

u u x x

(2) (1) (2) (2) (1) (1)10 4 , 8 2
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x x u a u u



(2) (1) (2) (1) (2) (1,2) (2,2)1,3 10 4 , 8 2 3 , ,
T TTu u u u u x x

(1) (1) (1) (2) (2) (2)4 , 3 .k u u k u u

Умовна оптимізація 
Крок 1. 2i
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Крок 2.
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4 2 3min 2 , 4 / 3 8 3 1 11.



(1)* (0) 2,5 2.u x
 

Безумовна оптимізація 
Крок 1. (0)* (10,8) ,Tx (1)* 2,u

(1)* (0) (1)2 (10,8) 2(4,2) (2,4) .T T Tx x a

Крок 2 (1)*x
(2)* (2)* (1)* min 2 , 4 / 3 1,u u x

(2)* (1)* (2)* (2) 2,4 1 1,3 1,1 .T T Tx x u a

(1)* (2)* *, 2,1 , 4 2 3 1 11.u u f ►

Приклад 9.6. Розв’язати методом ДП задачу ПЦЛП 
(7.106). 

◄ ( ) , 1,4.i
ix u i

(0) (1)4, 2, 13,6 , , 2,1 ,T Tm l b x b a
(2) (3) (4)2, 1 , 1,0 , 0,1 ,T T Ta a a

(1) (0) (1) (1) (1) (1) (1,1) (2,1)13 2 , 6 , ,
T T

x x u a u u x x
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T

x x u a u u u u
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T

x x

(3) (2) (3) (3) (1) (2) (3) (1) (2)13 2 2 , 6
T

x x u a u u u u u



(1,3) (2,3), ,
T

x x
(4) (3) (4) (4)x x u a

(1) (2) (3) (1) (2) (4) (1,4) (2,4)13 2 2 , 6 , ,
T T

u u u u u u x x
(1) (1) (1) (2) (2) (2) (3) (3) (4) (4), 2 , 0.k u u k u u k u k u

Умовна оптимізація 
Крок 1. 4i (4) 0,x

(3) (4) (4)x u a (4) (2,3) .u x
(4) (3) (4) (4) (3) (4) (4) (2,3)0, / 0 ,U x u u x u a x(4) (3)U x(4) (3) (3)(3)/ (3)/ (3)

( 4)( 4) (3)

4 4(3)
4 max 0.

u U x
B x k u

(4)* (3) (2,3) .u x x

Крок 2.  (1,3) (2,3)0, 0,x x

3i (3) (1,2)u x
(3) (2) (3) (3) (1,3) (2,3) (1,2)0, / 0, 0 ,U x u u x x x(3) (2)U x(3) (2) (1 3)(1 3)/ (1 3)/ (1,3)

(3)(3) ( 2)

(2) (3) (3) (3)
3 4max 0.

u U x
B x k u B x

(3)* (2) (1,2) .u x x

Крок 3 2i
(1) (2) (2) 0,x u a (2) (2) (1) .u a x

(2) (1) (2) (2) (2,1) (2) (1,1)0, / 1/ 2 ,U x u u x u x(2) (1)U x(2) (1) (2 1)(2 1)/ (2 1)/ (2,1)
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(1) (2) (2) (2) (1,1)
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u U x
B x k u B x x
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Крок 4.   1i
(0) (1) (1) .x u a

(1) (0) (1) (1) (1) (1,0) (1) (2,0)0, / 1/ 2 ,U x u u u x u x(1) (0)U x(1) (0) (1)(1)/ (1)/ (1)

(1) (1) (1,0) (2,0)/ 0 min 1/ 2 ,u u x x/ 0/ 0 (1(1(1/ 0 (

(1) (1)/ 0 6 .u u/ 0/ 0 (1(1(1/ 0

(1)(1) (0)

(0) (1) (1) (1)
1 2max

u U x
B x k u B x

(1)(1) (0)

(1) (1,1)max 2 1/ 2
u U x

u x

(1)(1) (0)

(1) (1)max 2 1/ 2 13 2 12
u U x

u u

(1)* (0) 0.u x

Безумовна оптимізація 
Крок 1. (1)* 0,u

(1)* 13 2 0,6 1 0 13,6 .T Tx

Крок 2. 
(2)* (1)*1/ 2 13 2 13 / 2 6,u u

(2)* 13 2 0 2 6, 6 0 6 1,12 .T Tx

Крок 3.
(3)* (1,2) (1)* (2)*13 2 2 1 1,u x u u



(3)* 13 2 0 2 6 1,6 0 6 0,12 .T Tx

Крок 4.  
(4)* (2,3) (1)* (2)*6 12 12,u x u u

(4)* 13 2 0 2 6 1,6 0 6 12 0,0 .T Tx

(1)* (2)* (3)* (4)*, , , 0,6,1,12u u u u * 12k

►



Розділ 10. Комп’ютерні технології розв’язування 
оптимізаційних задач 

 

10.1. Стандартна задача лінійного програмування та 
двоїста до неї 

Приклад 10.1 (П.10.1). Підприємство виготовляє і 
продає два типи продукції 1П  та 2П . Для їх виробництва 
використовується сировина A та B, витрати якої на 
одиницю продукції A та B, а також їх запас на складі наведені 
у таблиці 10.1. 

Таблиця 10.1 

Сировина 
Витрата продуктів 
на одиницю продукції Запас сировини 

 на складі 
1П  2П  

A 2 3 10 
B 3 2 15 

 
Ціна за одиницю продукції 1П  та 2П  складає 30 та  

10 гр. од. відповідно. Крім того відомо, що попит на 
продукцію 2П  ніколи не перевищував 2 од. за добу, а попит на 
продукцію 1П  – не перевищував попит на продукцію 2П  
більше, ніж на одну одиницю.  



Потрібно визначити, яку кількість продукції кожного 
типу слід виробляти підприємству, щоб одержати 
максимальний дохід.

1П 2П 1 2,x x

1 230 10 maxx x

А – 10 1 22 3 10x x

В 1 23 2 15x x

2П
2 2x

1П

2П
1 2 1x x

1П 2П 1 20, 0x x



1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

2

1 2

, 30 10 max,
2 3 10,
3 2 15,

1,
2,
0, 0.

f x x x x
x x
x x

x x
x
x x

 

 
Розв’язування задачі у MS Excel 

 

 1x 2x

 
 



Дані Пошук рішення.
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*

max 94f

А
В



1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

10 15 2 min,
2 3 30,
3 2 10,

0, 1,4.j

f

j

110 1f 10 111

* 8; 0; 14; 0 T

*
min 94f *
min 94fm

*
1 8 *

2 0

*



( 3)

2 ( 3) ( 6)

2П

1П



Розв’язування задачі за допомогою R language

lpSolve

lpSolve

install.packages ( )



library( )

 

 

 

 

* 2,6;1,6x
* 94f



 

 

 

 

* 8; 0; 14; 0 T

 

 



 

 

 



Розв’язування задачі за допомогою Matlab

linprog

 



 

 

 
ff TA c

 

 

 



 
10.2. Транспортні задачі (Т-задачі) 

10.2.1. Стандартна Т-задача 
Приклад 10.2.1. (П.10.2.1). Постачальники 1 2 3, ,P P P  

перевозять однорідну продукцію чотирьом споживачам 
1 2 3 4, , ,S S S S . Обсяги постачання та споживання, а також 

витрати на перевезення одиниці вантажу від 
постачальників до споживачів наведені у таблиці 10.3. 

Таблиця 10.3 
Споживачі 

 
Постачальники 

1S  2S  3S  4S  
Обсяги 

Постачання 

1P  3 1 4 2 30 

2P  2 4 3 6 20 

3P  7 5 8 4 15 
Обсяги споживання 10 20 30 15  

 



Потрібно побудувати такий план перевезення товару, 
при якому сумарні транспортні витрати будуть мінімальні. 

1S 2S 3S 4S

1P

2P

3P

4P



11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

, , , ,
, , , ,
, , , ,
, , , .

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

11 12 13 14 21

22 23 24 31

32 33 34

3 4 2 2
4 3 6 7
5 8 4 min

x x x x x
x x x x
x x x

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

30,
20,
15,
10.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

14 24 34 44

10,
20,
30,
15.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

0, 1,4, 1,4.ijx i j



11 12 13 14 21 22

23 24 31 32 33 34

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

( ) 3 4 2 2 4
3 6 7 5 8 4 min,

30,
20,
15,
10,
10,
20,
3

F X x x x x x x
x x x x x x

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

14 24 34 44

0,
15,

0, 1,4, 1,4.ij

x x x x

x i j
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10.2.2. Цілочислова задача транспортного типу 

Приклад 10.2.2. (П.10.2.2, задача про призначення).
Підприємство має дві вакантні посади, на які претендують 
три нових спеціалісти (С1, С2 і С3) та два працівники (С4 і 
С5), які працюють у інших відділах даного підприємства. При 
цьому керівництво підприємства не вважає за потрібне 
переводити на місця один одного або звільняти з роботи 
існуючих працівників. 

Оцінка компетентності усіх претендентів за 
десятибальною шкалою для роботи на двох вакантних 
посадах і двох посадах працівників, які бажають отримати 
нову роботу, наведена у таблиці 10.6.  

Спеціалісти 
 
Посади 

Вакантні 
посади

Посади 
працівників

 



Необхідно розподілити працівників за посадами у такий 
спосіб, щоб сумарна ефективність їх роботи була 
максимальною. 

Спеціалісти 
 
Посади 

Вакантні 
посади

Посади 
співробітників



j

i

 призначено на -у посаду,
 не признач. на -у посаду,

1,
0,

1,5, 1,5.

ij

j
x

j

i

i

j

i

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34

41 42 43 45

51 52 53

5 5 8 8 9
6 8 6 7 7
6 6 7 8
7 4 6 6
2 2 2 max

x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x
x x x

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

1,
1,
1,
1,
1.

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

11 21 31 41 51

12 22 32 42 52

13 23 33 43 53

14 24 34 44 54

15 25 35 45 55

1,
1,
1,
1,
1.

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

0, 1, ,

1,5, 1,5.
ij ij ijx x x

i j

,

 



11 12 13 14 15 21 22 23

24 25 31 32 33 34

41 42 43 45 51 52 53
5

1

5

1

5 5 8 8 9 6 8 6
7 7 6 6 7 8
7 4 6 6 2 2 2 max

1, 1,5,

1, 1,5,

0, 1, , 1,5, 1,5.

ij
j

ij
i

ij ij ij

x x x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x x

x i

x j

x x x i j, 1,51 51 5, 1,5
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10.3. Стандартна задача цілочислового лінійного 
програмування 

Приклад 10.3. (П.10.3). Парк відпочинку обслуговує сім 
груп працівників, які мають різні вихідні дні. При цьому 
кожний працівник входить тільки в одну групу і має два 
вихідних дні, які у таблиці 10.9 позначено нулем. Також на 
основі статистичних даних про денну кількість відвідувачів 
парку відпочинку, встановлено мінімальну потребу у 
працівниках у кожний із днів тижня (таблиця 10.9).  

Тижнева оплата праці одного працівника складає 2500 
грн і не залежить від графіку роботи. Необхідно підібрати 
таку кількість працівників у кожній групі, щоб мінімізувати 
тижневі витрати на оплату праці.

День тижня 
 

Група 

Мін. потреба у 
працівниках

Спочатку побудуємо математичну модель задачі (П.10.3) 



1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,x x x x x x x

1 2 3

4 5 6 7

2500
min

f x x x

x x x x

2 3 4 5 6

3 4 5 6 7

1 4 5 6 7

1 2 5 6 7

1 2 3 6 7

1 2 3 4 7

1 2 3 4 5

22,
17,
13,
14,
15,
18,
24.

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

0, , 1,7.i ix x i, 1,7.,,



7

1

2 3 4 5 6

3 4 5 6 7

4 5 6 7

1 2 5 6 7

1 2 3 6 7

1 2 3 4 7

1 2 3 4 5

2500 min,

22,
17,

13,
14,
15,
18,
24,

0, , 1,7.

i
i

i i

f x

x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

x x i, 1,7.,,
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10.4. Деякі задачі нелінійного програмування 
10.4.1. Задача дробово-лінійного програмування 
Приклад 10.4.1. (П.10.4.1). Підприємство використовує 

три типи технологічного обладнання, необхідного для 
виробництва двох видів продукції 1П  та 2П . Витрати часу 
на обробку одиниці продукції кожного виду та витрати, що 
пов’язані з виготовленням одиниці продукції кожного виду 
вказані у таблиці 10.11. 

Таблиця 10.11 

Тип обладнання  
Витрати часу на виробництво продукції:  

1П  2П  
Обладнання А 2 8 
Обладнання В 1 1 
Обладнання С 12 3 
Витрати, гр. од 2 3 

 
Обладнання А і С підприємство може використовувати 

не більше ніж 26 і 39 годин відповідно, а обладнання В 
доцільно використовувати не менше 4 годин.  

Необхідно визначити кількість продукції обох видів, що 
забезпечать мінімальну собівартість продукції. 

 



1П

2П
1 2,x x

1 2

1 2

2 3 minx x
x x

А 1 22 8 26x x

В 1 2 4x x

С 1 212 3 39x x

1П 2П 1 20, 0x x

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 3 min,

2 8 26,
4,

12 3 39,
0, 0.

x x
x x
x x

x x
x x

x x
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10.4.2. Стандартна задача квадратичного програмування 
Приклад 10.4.2. (П.10.4.2). Підприємство використовує 

два види сировини (А та В) і робочу силу, необхідні для 
виробництва двох видів продукції 1П  та 2П . Витрати 
ресурсів на виготовлення однієї тонни кожного виду 
продукції, прибуток, що отримується підприємством від їх 
реалізації, а також запаси ресурсів вказані у таблиці 10.13. 

Таблиця 10.13 

Сировина 
Витрати сировини на 
виробництво тонни Запас 

сировини 
1П  2П  

Сировина А 3 5 120 
Сировина В 4 6 150 
Витрати праці 14 12 400 
Прибуток від реалізації 
тони продукції, гр. од 72 103  

 

Вартість однієї тони кожного виду сировини визначається 
такими залежностями: 1(9 0,0088 )r  тис. гр. од. для сировини А 
та 2(5 0,0086 )r  тис. гр. од. для сировини B, де 1r  і 2r  – витрати 
сировини на виробництво продукції. Вартість однієї години 



витрат праці визначається залежністю 3(1- 0,0002 )r , де 3r  – 
витрати часу на виробництво продукції. 

Необхідно визначити кількість продукції обох видів, що 
забезпечить максимальний прибуток. 
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1П 2П
1 2,x x

2
1 2 1

2
2 1 2

11 16 0,0976
0,1184 0,216 max

f x x x
x x x

А – 1 23 5 120x x

В 1 24 6 150x x

1 214 12 400x x



 

1П

2П
1 20, 0x x

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

72 103 3 5 9 0,0088 3 5

4 6 5 0,0086 4 6

14 12 1 0,0002 14 12

11 16 0,0976 0,1184 0,216 .

f x x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x x

2
1 2 1

2
2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

11 16 0,0976
0,1184 0,216 max,

3 5 120,
4 6 150,
14 12 400,

0, 0.

x x x
x x x

x x
x x
x x

x x
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10.5. Задача динамічного програмування 

Приклад 10.5. (П.10.5). Для збільшення потужності 
виробництва продукції, яка користується підвищеним 
попитом, трьом підприємствам виділяються капітальні 
вклади (КВ) загальним обсягом 700 тис. грн. Використання 
j мм  підприємством ( )iu  од. КВ дає йому прибуток, вказаний 
у таблиці 10.15. 



Таблиця 10.15 

Обсяг КВ  
( ( )iu  тис. грн) 

Прибуток підприємства залежно від 
обсягу КВ (тис. гр. од.) 

(1)k   (2)k (3)k  
0 0 0 0 

100 30 50 40 
200 50 80 50 
300 90 90 110 
400 110 150 120 
500 170 190 180 
600 180 210 220 
700 210 220 240 

 

Необхідно знайти такий розподіл КВ між 
підприємствами, при якому їх сумарний прибуток буде 
максимальним. 
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( )iu  
j

( )

( )

1, виділ. 
0, не ви

 -му підпр.,
 -му підпр.д.

1,8, 1,3.

i

ij i

ju
x

u

i j

j

21 22 23 31

32 33 41 42

43 51 52 53

61 62 63 71

72 73 81

82 83

30 50 40 50
80 50 90 90
110 110 150 120
170 190 180 180
210 220 210
220 240 max

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x
x x

8 8 8

1 2 3
1 1 1

1, 1, 1.i i i
i i i

x x x

8
( )

1 2 3
1

700.i
i i i

i
x x x u

0, 1, , 0,7, 1,3.ij ij ijx x x i j, 0,7,0 70 7, 0,7,

 
ijx

( )iu омуj ому



21 22 23 31 32

33 41 42 43 51

52 53 61 62

63 71 72 73

81 82 83
8 8 8

1 2 3
1 1 1

8
( )

1 2 3
1

30 50 40 50 80
50 90 90 110 110
150 120 170 190
180 180 210 220
210 220 240 max,

1, 1, 1,i i i
i i i

i
i i i

i

x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x
x x x

x x x

x x x u 700,

0, 1, , 0,7, 1,3.ij ij ijx x x i j, 0,7,0 70 7, 0,7,
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