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Роздiл 1

ПЕРШI ТИПИ ТОПОЛОГIЧНИХ
ВЕКТОРНИХ ПРОСТОРIВ

1.1
Топологiчна структура на векторному просторi та її

властивостi

1.1.1. Поняття топологiчного простору i векторного простору.

Означення 1.1.1. Топологiчною структурою на деякiй множинi X називається
вiдображення

X 3 x 7→ Ux ⊆ 2X , Ux 6= ∅

яке задовольняє наступнi умови

(O1) (∀x ∈ X) (∀U ∈ Ux) (x ∈ U);

(O2) (∀x ∈ X) (∀U ∈ Ux) (∀V ⊆ X) (U ⊆ V ⇒ V ∈ Ux);

(O3) (∀x ∈ X) (∀U1, U2 ∈ Ux) (U1 ∩ U2 ∈ Ux);

(O4) (∀x ∈ X) (∀U ∈ Ux) (∃V ∈ Ux) (∀y ∈ V ) (U ∈ Uy).

При цьому множина X разом з уведеною на нiй топологiчною структурою
називається топологiчним простором, а елементи U системи Ux називаються
околами точки x в топологiчному просторi X.

Нехай X – топологiчний простiр.

- Множина G ⊆ X називається вiдкритою в просторi X, якщо вона є околом кожної
своєї точки.
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- Сукупнiсть (система) усiх вiдкритих множин в просторi X називається топологiєю
простору X.

- Точка x називається внутрiшньою точкою множини A ⊆ X, якщо множина A є
околом точки x в просторi X.

- Сукупнiсть усiх внутрiшнiх точок множини A ⊆ X називається внутрiшнiстю
множини A i позначається int(A).

- Точка x називається точкою дотику множини A ⊆ X, якщо A∩U 6= ∅ для кожного
околу U точки x в просторi X.

- Сукупнiсть усiх точок дотику множини A ⊆ X називається замиканням множини
A i позначається A.

Означення 1.1.2. Векторним (лiнiйним) простором над числовим (скаларним)
полем K ⊆ {R,C} називається множина X разом з уведеними на нiй операцiями
додавання елементiв s : X ×X → X,

s(x, y) = x + y,

i множення на скаляр елементiв m : K×X → X,

m(α, x) = α · x,

якi задовольняють наступнi умови

(V1) (∀x, y ∈ X) (x + y = y + x);

(V2) (∀x, y, z ∈ X) ((x + y) + z = x + (y + z));

(V3) (∃x ∈ X) (∀x ∈ X) (x + 0 = x);

(V4) (∀x ∈ X) (∃ − x ∈ X) (x + (−x)) = 0;

(V5) (∀α, β ∈ K) (∀x ∈ X) ((α · β) · x = α · (β · x));

(V6) (∀α, β ∈ K) (∀x ∈ X) ((α + β) · x = α · x + β · x);

(V7) (∀α ∈ K) (∀x, y ∈ X) ((α · (x + y) = α · x + α · y);

(V8) (∀x ∈ X) (1 · x = x) = 0.

При цьому елементи векторного простору X називаються векторами, вектор 0 ∈ X

– нульовим вектором або просто нулем, а вектор −x – протилежним вектором до
вектора x ∈ X.
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Властивостi.

1) Нульовий вектор – єдиний.

2) Протилежний вектор – єдиний.

3) Якщо x + y = x для деякого y ∈ X, то y = 0.

4) Iснує обернена операцiя до додавання – вiднiмання векторiв, яка означається
формулою

x− y = x + (−y).

5) α · 0 = 0 для кожного α ∈ K.

6) 0 · x = 0 для кожного x ∈ X.

7) (−1) · x = −x для кожного x ∈ X.

Позначення.
Нехай X – векторний простiр, A,B ⊆ X i α ∈ K. Тодi

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B},

A−B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B},

αA = {α · a : a ∈ A}.

Зауваження 1.1.3. Для довiльних A ⊆ X i α, β ∈ K виконується включення

(α + β)A ⊆ αA + βA,

i не обов’язково виконується рiвнiсть

(α + β)A = αA + βA.

1.1.2. Означення топологiчного векторного простору i властивостi
околiв нуля.

Означення 1.1.4. Топологiчний i векторний простiр X називається топологiчним
векторним простором (скорочено ТВП), якщо топологiчна i векторна структури
на цьому простору узгодженi мiж собою, тобто вiдображення суми s i множення на
скаляр m є неперервними.

Неперервнiсть вiдображень s i m можна записати у виглядi наступних умов

(TV1) (∀x, y ∈ X) (∀W ∈ Ux+y) (∃U ∈ Ux) (∃V ∈ Uy) (U + V ⊆ W );

(TV2) (∀α ∈ K) (∀x ∈ X) (∀W ∈ Uαx) (∃δ > 0) (∃U ∈ Ux) (∀β ∈ K) (|α − β| < δ ⇒ βU ⊆
W ).
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Таким чином, топологiчний векторний простiр описується за допомогою 14-ти умов:
(O1)-(O4), (V1)-(V8) i (TV1)-(TV2).

Означення 1.1.5. Множина A у ТВП X над полем K поглинає точку x ∈ X, якщо

(∃λ > 0) (∀α ∈ K) (|α| > λ ⇒ x ∈ αA).

Множина A у ТВП X над полем K називається радiальною, якщо множина A

поглинає кожну точку x ∈ X.

Твердження 1.1.6. Множина A у ТВП X є радiальною тодi i тiльки тодi, коли
виконується умова

(∀x ∈ X) (∃λ > 0) (∀α ∈ K) (|α| < λ ⇒ αx ∈ A).

Твердження 1.1.7. Довiльний окiл нуля (ону) U у ТВП X є радiальною множиною.

Означення 1.1.8. Множина A у ТВП X над полем K називається заокругленою, якщо

(∀x ∈ A) (∀α ∈ K) (|α| ≤ 1 ⇒ αx ∈ A).

Твердження 1.1.9. Нехай U – довiльний ону у ТВП X. Тодi iснує заокруглений ону V

такий, що V ⊆ U .

Наслiдок 1.1.10. У довiльному ТВП всi заокругленi ону утворюють базу ону.

Означення 1.1.11. Нехай X – ТВП i A ⊆ X. Множина C ⊆ X називається
заокругленою оболонкою множини A (позначається c(A)), якщо виконуються
наступнi умови

1) множина C заокруглена;

2) для довiльної заокругленої множини B ⊆ X якщо A ⊆ B, то C ⊆ B.

Iншими словами, заокруглена оболонка множини A – це найменша заокруглена
множина, яка мiстить множину A.

Твердження 1.1.12. Нехай X – ТВП, A ⊆ X i B – система всiх заокруглених множин
B ⊆ X, якi мiстять множину A. Тодi

c(A) =
⋂
B∈B

B.
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Твердження 1.1.13. Нехай X – ТВП i U – ону. Тодi iснує ону V такий, що

V + V ⊆ U.

Твердження 1.1.14. Нехай X – ТВП, U – ону i n ∈ N. Тодi iснує ону V такий, що

V + V + · · ·+ V︸ ︷︷ ︸
n

⊆ U.

Зауваження 1.1.15. Зауважимо, що

nV ⊆ V + V + · · ·+ V︸ ︷︷ ︸
n

.

Тому для ону U i V з попереднього твердження маємо

nV ⊆ U,

тобто
V ⊆ 1

n
U.

Твердження 1.1.16. Нехай X – ТВП, U – ону i α ∈ K – ненульовий скаляр. Тодi αU

також ону.

1.1.3. Достатня система множин i породжена нею топологiчна
структура.

Означення 1.1.17. Непорожня система B пiдмножин векторного простору X

називається достатньою, якщо вона задовольняє наступнi умови

(B1) кожна множина B ∈ B є радiальною i заокругленою;

(B2) (∀B1, B2 ∈ B) (∃B ∈ B) (B ⊆ B1 ∩B2);

(B3) (∀B ∈ B) (∃C ∈ B) (C + C ⊆ B).

Твердження 1.1.18. Нехай B – достатня система множин у векторному просторi X.
Тодi вiдображення

X 3 x 7→ Ux = {U ⊆ X : (∃B ∈ B) (x + B ⊆ U)}

задає топологiчну структуру на векторному просторi X, яка називається
топологiчною структурою, породженою достатньою системою B i для якої
система B утворює базу ону.

Зауваження 1.1.19. Для кожної точки x ∈ X маємо

Ux = x + U0 = {x + U : U ∈ U0}.
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Твердження 1.1.20. Топологiчна структура, породжена достатньою системою
множин, є лiнiйною, тобто операцiї s i m є неперервними вiдносно цiєї структури.

Теорема 1.1.21. Для довiльного топологiчного векторного простору X система всiх
заокруглених ону утворює базу, яка є достатньою системою.

I навпаки, для довiльної достатньої системи множин B на векторному просторi X

iснує єдина лiнiйна топологiчна структура на X, для якої B утворює базу ону.

1.1.4. Сума з вiдкритим доданком, гаусдорфовiсть i регулярнiсть
ТВП.

Твердження 1.1.22. Нехай X - топологiчний векторний простiр, A ⊆ X – непорожня
вiдкрита множина, B ⊆ X – непорожня множина. Тодi множина A + B вiдкрита.

Топологiчний простiр X називається

1) - T1-простором, якщо для довiльних рiзних точок x, y ∈ X iснують окiл U точки x

такий, що y 6∈ U ;

2) -гаусдорфовим простором або T2-простором, якщо для довiльних рiзних точок
x, y ∈ X iснують околи U i V точок x i y вiдповiдно, такi, що U ∩ V = ∅;

3) -регулярним простором, якщо X є T1-простором i для довiльної точки x ∈ X i
довiльної замкненої в X множини F 63 x iснують околи U точки x i окiл V множини
F такi, що U ∩ V = ∅.

Теорема 1.1.23. Для довiльного топологiчного векторного простору X наступнi умови
є рiвносильними:

1) X є T1-простором;

2) X є гаусдорфовим;

3) X є регулярним простором;

4) ∩V = {0} для деякої бази ону V;

5) ∩V = {0} для довiльної бази ону V.

1.1.5. Контрольнi питання.

1) Дати означення топологiчної структури i топологiчного простору.

2) Дати означення вiдкритої множини i топологiї.

3) Що таке база околiв точки x?

4) Дати означення неперервного вiдображення f у точцi i неперервного вiдображення.
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5) Що таке сукупно неперервне вiдображення?

6) Дати означення векторного простору над полем K.

7) Пояснити, що таке A + B i λA.

8) Дати означення топологiчного векторного простору.

9) Що таке зсув i гомотетiя у векторному просторi?

10) Коли множина A поглинає множину B?

11) Що таке радiальна множина?

12) Що таке заокруглена множина?

13) Дати означення достатньої системи множин.

14) Як будується топологiчна структура, породжена достатньою системою множин?

15) Коли сiтка (xs : s ∈ S) збiгається до елемента x в топологiчному векторному
просторi?

1.1.6. Вправи.

1) Довести, що операцiя переходу до протилежного елемента в ТВП X неперервна.

2) Довести, що вiдображення g : X ×X → X, g(x, y) = x− y, неперервне.

3) Нехай U i V – околи нуля в ТВП X. Довести, що U + V – це окiл нуля в X.

4) Довести, що для довiльного околу нуля U в топологiчному векторному просторi X

iснує окiл нуля V в X, такий, що V − V ⊆ U .

5) Довести, що для довiльних елементiв a, b з топологiчного векторного простору X

iснує гомеоморфiзм f : X → X, такий, що f(a) = b.

6) Нехай A i B – пiдмножини топологiчного векторного простору X i A – вiдкрита
множина. Довести, що A + B – вiдкрита множина в X.

7) Нехай 2U – окiл нуля в ТВП X. Довести, що U – окiл нуля в ТВП X.

8) З’ясувати, чи поглинає множина A множину B, якщо:

а) A = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0 i x2 + y2 ≤ 1}, B = {(2, 3)};
б) A = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0 i x2 + y2 ≤ 1}, B = {(−2,−3)};
в) A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 100};
г) A = {(x, y) ∈ R2 : x, y ≥ 0}, B = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≤ 0}.
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9) Якi з наступних множин A будуть радiальними в R2, якщо

а) A = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1};
б) A = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 ≤ 1 або (x + 1)2 + y2 ≤ 1};
в) A = {(x, y) ∈ R2 :

√
|x|+

√
|y| ≤ 1};

г) A = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0 i x2 + y2 ≤ 1}.

10) Якi з наступних множин A будуть заокругленими, якщо:

а) A = {(x, y) ∈ R2 : max{|x|, |y|} ≤ 1};
б) A = {(x, y) ∈ R2 : x2

a2 + y2

b2
= 1};

в) A = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4};
г) A = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1 i y ≥ 0 або |x|+ 2|y| ≤ 1 i y ≤ 0}.

11) Довести, що для довiльного n ∈ N i довiльного околу U в ТВП X iснує окiл нуля V

в X, такий, що V + V + · · ·+ V︸ ︷︷ ︸
n раз

⊆ U .

12) Нехай A – заокруглена множина в ТВП X. Довести, що A – заокруглена множина в
X.

13) Нехай U – окiл нуля в ТВП X i (λn)∞n=1 – послiдовнiсть скалярiв, така, що λn →∞.
Довести, що X =

⋃∞
n=1 λnU .

14) Довести, що непорожня множина A на комплекснiй площинi C буде заокругленою
тодi i тiльки тодi, коли вона є однiєю з множин наступних чотирьох типiв:

а) вся комплексна площина C;

б) множина {0};
в) вiдкритий круг |λ| < %;

г) замкнений круг |λ| ≤ %.

15) Навести приклад заокругленої множини в дiйсному векторному просторi R2, яка б
не була заокругленою в комплексному векторному просторi C.

16) Навести приклад радiальної множини в R2, яка б не була околом нуля.

17) Навести приклад заокругленої пiдмножини R2, яка не є радiальною, i радiальної,
яка не є заокругленою.

18) Навести приклад заокреугленої i радiальної множини на площинi, яка б не була
околом нуля в евклiдовiй топологiї.

19) Нехай A – пiдмножина векторного простору X. Довести, що множина c(A) =⋃
|λ|≤1 λA є найменшою заокругленою множиною в X, що мiстить A.
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20) Нехай X – ТВП, U – система всiх околiв нуля в X, V – база околiв нуля в X, L =
⋂U .

Тодi: а)
⋂V = L; б) L – лiнiйний пiдпростiр простору X.

21) Нехай X – векторний простiр, T = {Ø, X} – антидискретна топологiя на X. Довести,
що: а) (X, T ) – ТВП; б) (X, T ) – гаусдорфовий простiр тодi i тiльки тодi, коли X =

{0}.

22) Чи буде топологiчним векторним простором простiр R з дискретною топологiєю?

23) Нехай X – ТВП, (xs)s∈S, (ys)s∈S – сiтки в X, xs → x, ys → y, де x, y ∈ X. Довести,
що

а) xs + ys → x + y в X;

б) xs − ys → x− y в X.

24) Нехай (xs)s∈S – збiжна до x сiтка в ТВП X, (λs)s∈S – збiжна до λ сiтка скалярiв.
Довести, що λsxs → λx в X.

25) Нехай A – заокруглена множина в ТВП X, 0 ∈ intA.

а) Довести, що intA – заокруглена множина;

б) Показати, що умова 0 ∈ intA iстотна.

26) Довести, що лiнiйний пiдпростiр L ТВП X буде ТВП вiдносно топологiчної
структури, iндукованої простором X.

27) Довести, що замикання лiнiйного пiдпростору L ТВП X буде лiнiйним пiдпростором
X.

28) Нехай L – лiнiйний пiдпростiр ТВП X, intL 6= Ø. Довести, що L = X.

29) Довести, що в будь-якому ТВП X iснує база, що складається з замкнених i
заокруглених околiв нуля.

30) Довести, що будь-який пiдпростiр L топологiчного векторного простору X або нiде
не щiльний в X, або всюди щiльний в X.

31) Довести, що ТВП X буде берiвським тодi i тiльки тодi, коли X множина другої
категорiї.

32) Нехай X не гаусдорфовий ТВП i L = {0}. Довести, що L є ТВП з антидискретною
топологiєю.
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1.2

Нормованi, полiнормованi i метризовнi ТВП

1.2.1. Полiнормованi простори, їх топологiзацiя та збiжнiсть у
полiнормованих просторах.

Означення 1.2.1. Нехай X – векторний простiр над полем K. Функцiя p : X → R
називається переднормою на X, якщо для довiльних x, y ∈ X i α ∈ K виконуються
наступнi умови

(N1) p(x) ≥ 0;

(N2) p(αx) = |α| · p(x);

(N3) p(x + y) ≤ p(x) + p(y).

Якщо, крiм того, для кожного x ∈ X виконується умова

(N4) p(x) = 0 ⇔ x = 0,

то переднорма p називається нормою на X.

Означення 1.2.2. Нехай X – векторний простiр над полем K i P – множина переднорм
на просторi X. Тодi пара (X, P ) називається полiнормованим простором.

Позначення.
Для множини переднорм P на просторi X через F(P ) позначимо множину усiх

скiнченних непорожнiх множин τ ⊆ F .
Для довiльної множини τ = {p1, . . . , pn} ⊆ F i кожного x ∈ X покладемо

pτ (x) = max{p1(x), . . . , pn(x)}.

Для довiльної множини τ = {p1, . . . , pn} ⊆ F i довiльного ε > 0 покладемо

Bτ,ε = {x ∈ X : pτ (x) ≤ ε}.

Твердження 1.2.3. Функцiя pτ є переднормою на X.

Твердження 1.2.4. Система

B(P ) = {Bτ,ε : τ ∈ F(P ), ε > 0}

є достатньою у ВП X.

Наслiдок 1.2.5. У довiльному полiнормованому просторi (X, P ) iснує єдина лiнiйна
структура, вiдносно якої система B(P ) утворює базу ону. Ця структура називається
топологiєю полiнормованого простору (X, P ).
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Означення 1.2.6. Множина S з вiдношенням порядку ≤ називається напрямленою
множиною, якщо виконуються наступнi умови

1) (∀s ∈ S) (s ≤ s);

2) (∀s, t, r ∈ S) (s ≤ t ≤ r ⇒ s ≤ r;

3) (∀s, t ∈ S) (∃r ∈ S) (s ≤ r, t ≤ r).

Сiм’я (xs : s ∈ S), де S – напрямлена множина, елементiв xs ∈ X називається сiткою
в X.

Означення 1.2.7. Сiтка (xs : s ∈ S) в топологiчному просторi X збiгається до
елемента x ∈ X (позначається xs → x), якщо

(∀U ∈ Ux) (∃s0 ∈ S) (∀s ≥ s0) (xs ∈ U).

Твердження 1.2.8. Сiтка (xs : s ∈ S) в полiнормованому просторi (X,P ) збiгається до
елемента x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли p(xs − x) → 0 для кожної переднорми p ∈ P .

Твердження 1.2.9. Полiнормований простiр (X, P ) гаусдорфовий тодi i тiльки тодi,
коли

(∀x ∈ X) (∃p ∈ P ) (p(x) > 0).

1.2.2. Опуклi i абсолютно опуклi множини у векторному просторi.

Означення 1.2.10. Множина A у ВП X над полем K називається опуклою, якщо

(∀x, y ∈ A) (∀α, β ∈ [0, 1]) (α + β = 1 ⇒ αx + βy ∈ A).

Твердження 1.2.11. Нехай A – опукла множина у ВП X i α1, . . . αn ≥ 0. Тодi

α1A + · · ·+ αnA = (α1 + · · ·+ αn)A.

Наслiдок 1.2.12. Нехай A – опукла множина у ВП X i α1, . . . αn ≥ 0 – такi, що

α1 + · · ·+ αn = 1.

Тодi
α1A + · · ·+ αnA = A.

Твердження 1.2.13. Перетин довiльної сiм’ї опуклих множин є опуклою множиною.
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Означення 1.2.14. Нехай X – ВП i A ⊆ X. Множина C ⊆ X називається опуклою
оболонкою множини A (позначається co(A)), якщо виконуються наступнi умови

1) множина C опукла;

2) для довiльної опуклої множини B ⊆ X якщо A ⊆ B, то C ⊆ B.

Iншими словами, опукла оболонка множини A – це найменша опукла множина, яка
мiстить множину A.

Твердження 1.2.15. Нехай X – ВП, A ⊆ X i B – система всiх опуклих множин B ⊆ X,
якi мiстять множину A. Тодi

co(A) =
⋂
B∈B

B.

Твердження 1.2.16.

co(A) = {α1a1 + · · ·+ αnan : n ∈ N, α1, . . . αn ≥ 0, α1 + · · ·+ αn = 1, a1, . . . , an ∈ A}.

Означення 1.2.17. Опукла заокруглена множина A у ВП X над полем K називається
абсолютно опуклою.

Твердження 1.2.18. Множина A у ВП X є абсолютно опуклою тодi i тiльки тодi коли

(∀x, y ∈ A) (∀α, β ∈ K) (|α|+ |β| ≤ 1 ⇒ αx + βy ∈ A).

Твердження 1.2.19. Нехай A – абсолютно опукла множина у ВП X i α1, . . . αn ∈ K.
Тодi

α1A + · · ·+ αnA = (|α1|+ · · ·+ |αn|)A.

Наслiдок 1.2.20. Нехай A – абсолютно опукла множина у ВП X i α1, . . . αn ≥ 0 – такi,
що

|α1|+ · · ·+ |αn| = 1.

Тодi
α1A + · · ·+ αnA = A.

Твердження 1.2.21. Перетин довiльної сiм’ї абсолютно опуклих множин є абсолютно
опуклою множиною.

Означення 1.2.22. Нехай X – ВП i A ⊆ X. Множина C ⊆ X називається абсолютно
опуклою оболонкою множини A (позначається cc(A)), якщо виконуються наступнi
умови

1) множина C абсолютно опукла;

2) для довiльної абсолютно опуклої множини B ⊆ X якщо A ⊆ B, то C ⊆ B.
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Iншими словами, абсолютно опукла оболонка множини A – це найменша абсолютно
опукла множина, яка мiстить множину A.

Твердження 1.2.23. Нехай X – ВП, A ⊆ X i B – система всiх абсолютно опуклих
множин B ⊆ X, якi мiстять множину A. Тодi

co(A) =
⋂
B∈B

B.

Твердження 1.2.24.

co(A) = {α1a1 + · · ·+ αnan : n ∈ N, α1, . . . αn ∈ K, |α1|+ · · ·+ |αn| ≤ 1, a1, . . . , an ∈ A}.

1.2.3. Локально опуклi простори i функцiонал Мiнковського.

Означення 1.2.25. ТВП X називається локально опуклим (скорочено ЛОП), якщо в
X iснує база, яка складається з опуклих ону.

Твердження 1.2.26. ТВП X є ЛОП тодi i тiльки тодi, коли в X iснує база, яка
складається з абсолютно опуклих ону.

Твердження 1.2.27. Нехай (X,P ) – полiнормований простiр. Тодi для довiльної
множини τ ⊆ F i кожного x ∈ X куля Bτ,ε є абсолютно опуклою.

Наслiдок 1.2.28. Кожний полiнормований простiр є ЛОП.

Означення 1.2.29. Нехай A – радiальна множина X. Для кожного x ∈ X покладемо

Ix(A) = {α > 0 : x ∈ αA}.

Функцiя pA : X → [0, +∞), означена формулою

pA(x) = inf Ix(A),

називається функцiоналом Мiнковського, породженим множиною A.

Твердження 1.2.30. Якщо множина A – радiальна i заокруглена, то

Ix(A) = [pA(x), +∞)

або
Ix(A) = (pA(x), +∞)

для кожного x ∈ X.

Твердження 1.2.31. Якщо множина A – абсолютно опукла, то функцiонал
Мiнковського pA є переднормою на X, причому

{x ∈ X : pA(x) < 1} ⊆ A ⊆ {x ∈ X : pA(x) ≤ 1}.
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Твердження 1.2.32. Нехай A,B – радiальнi заокругленi множини i β > 0. Тодi
a) A ⊆ B ⇒ pB ≤ pA;
b) pA∩B = max{pB, pA};
c) pβA = 1

β
· pA.

Теорема 1.2.33. ТВП X є локально опуклим тодi i тiльки тодi, коли X є
полiнормованим.

1.2.4. Обмеженi множини i критерiй нормованостi ТВП.

Означення 1.2.34. Множина A в полiнормованому просторi (X, P ) називається
обмеженою, якщо для довiльної переднорми p ∈ P iснує число γp > 0 таке, що

p(x) ≤ γp

для кожного x ∈ A.

Означення 1.2.35. Множина A в ТВП X поглинає множину B ⊆ X, якщо

(∃λ > 0) (∀α ∈ K) (|α| > λ ⇒ B ⊆ αA).

Твердження 1.2.36. Множина A в полiнормованому просторi (X, P ) є обмеженою тодi
i тiльки тодi, коли A поглинається довiльним околом нуля.

Означення 1.2.37. Множина A в ТВП (X,P ) називається обмеженою, якщо A

поглинається довiльним околом нуля.

Твердження 1.2.38. Множина A в ТВП X є обмеженою тодi i тiльки тодi, коли

αnan → 0

для довiльної нескiнченно малої послiдовностi скалярiв αn i довiльної послiдовностi
векторiв an ∈ A.

Твердження 1.2.39. Ону U в ТВП X є обмеженим тодi i тiльки тодi, коли для
довiльної нескiнченно малої послiдовностi скалярiв αn 6= 0 сiм’я (αnU : n ∈ N) утворює
базу ону.

Теорема 1.2.40. ТВП X є нормовним тодi i тiльки тодi, коли X гаусдорфовий i в X

iснує опуклий обмежений ону.

1.2.5. Двiйчастi послiдовностi та сiм’ї множин i функцiя,
породжена ними.

Означення 1.2.41. Послiдовнiсть (Vn)∞n=0 непорожнiх заокруглених множин Vn у ВП X

називається двiйчастою, якщо V0 = X i Vn + Vn ⊆ Vn−1 для кожного n ∈ N.
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Позначимо через Q+
2 множину всiх двiйково рацiональних чисел r > 0. Зауважимо, що

кожне число r ∈ Q+
2 ∩ (0, 1) однозначно можна подати у виглядi

r =
n∑

k=1

αk

2k
= (0, α1 . . . αn)2,

де α1, . . . αn−1 ∈ {0, 1} i αn = 1. При цьому число n позначимо через l(r).
Для кожного r ∈ Q+

2 ∩ [1, +∞) покладемо

Ur = V0 = X,

а для кожного r ∈ Q+
2 ∩ (0, 1) покладемо

r = (0, α1 . . . αn)2 ∈ Q+
n ∩ (0, 1)

покладемо

Ur =
n∑

k=1

αkVk.

Сiм’я (Ur : r ∈ Q+
2 ) називається двiйчастою сiм’єю, породженою послiдовнiстю (Vn)∞n=0.

Твердження 1.2.42. Нехай (Ur : r ∈ Q+
2 ) – двiйчаста сiм’я множин, породжена

двiйчастою послiдовнiстю (Vn)∞n=0 у ВП X. Тодi для довiльних r, s ∈ Q+
2 виконуються

умови:

1) множина Ur заокруглена i 0 ∈ Ur;

2) Ur + Us ⊆ Ur+s;

3) якщо r ≤ s, то Ur ⊆ Us.

Нехай (Ur : r ∈ Q+
2 ) – двiйчаста сiм’я множин, породжена двiйчастою послiдовнiстю

(Vn)∞n=0 у ВП X. Для кожного x ∈ X розглянемо множину

Ax = {r ∈ Q+
2 : x ∈ Ur}

i покладемо
f(x) = inf Ax.

Функцiя f : X → R називається функцiєю, породженою двiйчастою
послiдовнiстю (Vn)∞n=0.

Твердження 1.2.43. Нехай f : X → R – функцiя, породжена двiйчастою послiдовнiстю
(Vn)∞n=0. Тодi для довiльних x, y ∈ X i n ∈ N виконуються умови:

1) 0 ≤ f(x) ≤ 1;

2) якщо |α| ≤ 1, то f(αx) ≤ f(x), зокрема, f(−x) = f(x);
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3) якщо f(x + y) ≤ f(x) + f(y);

4) {z ∈ X : f(z) < 1
2n} ⊆ Vn ⊆ {z ∈ X : f(z) ≤ 1

2n}.

1.2.6. Цiлковита регулярнiсть гаусдорфового ТВП i критерiй
метризовностi ТВП. Топологiчний простiр X називається T

3
1
2
-простором, якщо

для довiльної точки x ∈ X i довiльного околу U точки x iснує неперервна функцiя
f : X → [0, 1] така, що f(x) = 1 i f(y) = 0 для кожного y ∈ X \ U .

Топологiчний простiр X, який задовольняє умови T1 i T
3
1
2

називається цiлком
регулярним.

Теорема 1.2.44. Довiльний гаусдорфовий ТВП X є цiлком регулярний.

Означення 1.2.45. Функцiя d : X2 → R називається метрикою на множинi X, якщо
для довiльних x, y, z ∈ X виконуються наступнi умови

(M1) d(x, y) ≥ 0;

(M2) d(x, y) = d(y, x);

(M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z);

(M4) d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

При цьому пара (X, d) називається метричним простором.

Для кожного x ∈ X i довiльного ε > 0 покладемо

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}

i
B[x, ε] = {y ∈ X : d(x, y) ≤ ε}.

Множина U у метричному просторi (X, d) є околом точки x, iснує ε > 0 таке, що

B(x, ε) ⊆ U.

Топологiчний простiр X називається метризовним, якщо iснує метрика d на X, яка
породжує топологiчну структуру простору X.

Означення 1.2.46. Функцiя | · | : X → R на векторному просторi X називається
псевдонормою, якщо для довiльних x, y ∈ X i кожного α ∈ K виконуються наступнi
умови

(PN1) |x| ≥ 0;

(PN2) |αx| ≤ |x|, якщо |α| ≤ 1;
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(PN3) |x + y| ≤ |x|+ |y|;

(PN4) |x| = 0 ⇔ x = 0.

Твердження 1.2.47. Нехай | · | : X → R – псевдонорма на векторному просторi X. Тодi
функцiя

d(x, y) = |x− y|

є метрикою на X.

Теорема 1.2.48. ТВП X є метризовним тодi i тiльки тодi, коли X гаусдорфовий i в X

iснує не бiльш, нiж злiченна база ону.

1.2.7. Контрольнi питання.

1) Що таке переднорма?

2) Яка переднорма називається нормою?

3) Що таке нормований простiр?

4) Як вводиться лiнiйна топологiчна структура на нормованому просторi?

5) Що таке полiнормований простiр?

6) Як вводиться топологiчна структура на полiнормованому просторi?

7) Коли полiнормований простiр (X,P ) гаусдорфовий?

8) Коли сiтка (xs)s∈S збiгається до елемента x в полiнормованому просторi (X, P )?

9) Пояснити, з яких елементiв складаються наступнi простори, i якою сукупнiстю
переднорм задається їх топологiчна структура: а) KT ; б) Cp(T ); в) A(G); г) C∞[a, b];
ґ) C∞(G).

10) Що таке досконалий простiр Кете-Теплiца i як вводиться на ньому нормальна
топологiя Кете?

11) Що називається вiдрiзком у векторному просторi X?

12) Що таке опукла комбiнацiя елементiв x i y?

13) Що таке опукла множина у векторному просторi?

14) Дати означення опуклої оболонки множини A.

15) Який зв’язок мiж опуклою оболонкою множини A i сукупнiстю всiх опуклих
комбiнацiй скiнченної послiдовностi елементiв з A?

16) Що таке абсолютно опукла множина?
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17) Що таке абсолютно опукла оболонка множини i з яких елементiв вона складаєтсья?

18) Дати означення локально опуклого простору.

19) Що таке функцiонал Мiнковського радiальної асолютно опуклої множини A?

20) Який зв’язок мiж локально опуклими i полiнормованими просторами?

21) Що таке обмежена множина в ТВП?

22) Яка характеризацiя обмеженостi множини на мовi послiдовностей?

23) Який ТВП називається нормовним?

24) Сформулювати критерiй нормовностi ТВП (теорема Колмогорова).

25) Як будується норма на гаусдорфовому ТВП X з обмеженим абсолютно опуклим
околом нуля V ?

26) Що таке двiйчаста послiдовноiсть у векторному просторi?

27) Як визначаєтсья двiйчаста сiм’я, що породжена двiйчастою послiдовнiстю?

28) Як визначаєтсья функцiя, що породжена двiйчастою послiдовнiстю?

29) Якi властивостi функцiї, породженої двiйчастою послiдовнiстю?

30) Як для околу нуля U в ТВП X будується неперервна функцiя g : X → [0, 1], така,
що g(0) = 0 i g(x) = 1 на X \ U?

31) Що таке псевдонорма на векторному просторi?

32) Сформулювати критерiй метризовностi ТВП (теорема Бiркгоффа-Какутанi).

33) Як визначається метрика на гаусдорфовому ТВП X з не бiльш нiж злiченною базою
околiв нуля, яка породжує топологiчну структуру простору X?

34) Навести приклад ТВП, який не є локально опуклим.

1.2.8. Вправи.

1) Довести, що для довiльної перенорми p виконується рiвнiсть p(0) = 0.

2) Якi з наступних функцiй p будуть переднормами на вiдповiдних векторних просторах
X? Якi з цих переднорм будуть нормами?

а) p(x) = |x(t)|, x ∈ X = KT ;

б) pK(x) = max
t∈K

|x(t)|, K – компктна пiдмножина топологiчного простору T ,

x ∈ X = C(T );

в) p(x) =
b∫

a

|x(t)|dt, x ∈ X = C(R), −∞ < a < +∞;
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г) p(x) = (
√

ξ1 +
√

ξ2)
2, x = (ξ1, ξ2) ∈ X = K2;

ґ) p(x) = inf{1, |x|}, x ∈ X = K;

д) p(x) =
√

ξ1 +
√

ξ2, x = (ξ1, ξ2) ∈ X = K2;

е) p(x) =
b∫

a

|x(t)|dt, x ∈ X = C[a, b], −∞ < a < +∞.

3) Нехай K = R.

а) Довести що множина F = {x = (ξk)
∞
k=1 ∈ `p : (∀k ∈ N)(ξk ≥ 0)} замкнена в

`p.

б) Чи буде множина A = {x = (ξk)
∞
k=1 ∈ `p : (∀k ∈ N)(ξk > 0)} вiдкритою в `p?

в) Знайти intA i clA в `p, де A – множина з пункту б).

4) а) Довести, що одинична куля B = {x = (ξk)
∞
k=1 ∈ `1 :

∞∑
k=1

|ξk| ≤ 1} простору `1 є

замкненою нiде не щiльною множиною в `2.

б) Довести, що `1 ⊆ `2, причому `1 – множина першої категорiї в `2.

5) Нехай сукупнiсть P переднорм на векторному просторi X напрямлена вiдношенням
≤ (p ≤ q ≡ ∀x ∈ X p(x) ≤ q(x)). Довести, що система B = {Bp,ε : p ∈ P, ε > 0}, де
Bp,ε = {x ∈ X : p(x) ≤ ε}, є базою околiв нуля в полiнормованому просторi (X,P ).

6) Нехай P = {p1, p2, . . . , pn} – скiнченна сукупнiсть переднорм на векторному просторi
X i p(x) = max{p1(x), . . . , pn(x)} на X.

а) Довести, що p переднорма.

б) Довести, що топологiчна структура полiнормованого простору (X,P )

збiгається з топологiчною структурою простору (X, P ) = (X, {p}).

7) Довести, що сiтка (xs : s ∈ S) збiгається до елемента x у просторi X, якщо:

а) S = N, X = C∞[0, 1], xn(t) = tn

n!
для t ∈ [0, 1], x(t) = 0 на [0, 1];

б)S = N, X = Ck(R), xn(t) = t
n
, x(t) = 0 на [0, 1];

в) S = (F0(T ),⊆), X = Cp(T ), T = [0, 1], τ = {t0, t1, . . . , tn}, де 0 = t0 < t1 <

· · · < tn = 1, xτ,k(t) = max{0, 1− |t− tk−1+tk
2

|}, xτ =
n∑

k=1

xτ,k, x(t) = 0;

г) S = (F0(T ),⊆), X = KT , xτ = χτ для τ ∈ S i x(t) = 1 на T .

8) Нехай f ∈ AR,
∞∑

k=0

akz
k – ряд Тейлора функцiї f i fn(z) =

n∑
k=0

akz
k при |z| < R.

Довести, що fn → f в AR.

9) Довести, що для довiльного топологiчного простору T простори Cp(T ) i Ck(T )

гаусдорфовi.

10) а) Довести, що алгебраїчна сума A + B двох опуклих множин A i B у векторному
просторi X є опуклою множиною.

б) Чи обов’язково буде опуклим об’єднання A
⋃

B двох опуклих множин A i B?
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11) Довести, що замикання A опуклої множини A у ТВП X – це опукла множина.

12) Якi з наступних множин A будуть опуклими чи абсолютно опуклими у вiдповiдних
просторах X?

а) X = R2, A = {x = (ξ1, ξ2) ∈ R2 : |ξ1| ≤ |ξ2|};
б) X = R2, A = {x = (ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ2 ≥ ξ2

1};
в) X = R2, A = {x = (ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ2 ≥

√
|ξ1|};

г) X = C[0, 1], A = {x ∈ C[0, 1] : (∀n ∈ N)(|x( 1
n
)| ≤ 1

n
)};

ґ) X = R2, p ≥ 1, A = {x = (ξ1, ξ2) ∈ R2 : |ξ1|p + |ξ2|p ≤ 1};
д) X = R2, 0 < p < 1, A = {x = (ξ1, ξ2) ∈ R2 : |ξ1|p + |ξ2|p ≤ 1}.

13) Знайти i зобразити опуклi оболонки множини A у просторi X.

а) X = R2, A = {(1, 0), (0, 1)};
б) X = R2, A = {(1, 0), (0, 1), (0, 0)};
в) X = R2, A = {(1, 0), (0, 1), (0, 0), (1

2
, 1

2
)};

г) X = R2, A = {(1, 0), (0, 1), (0, 0), (1, 1)}.

14) Знайти i зобразити абсолютно опуклу оболонку множини A = {(1, 0), (0, 1)}.

15) Нехай V – система всiх абсолютно опуклих i радiальних множин у векторному
просторi X. Довести, що V – достатня система множин в X. Лiнiйнi топологiя на
X, у якої V буде базою околiв нуля, називається найсильнiшою локально опуклою
топологiєю на X.

16) Довести, що на кожному векторному просторi X iснує норма p : X → R.

17) Побудувати в нескiнченновимiрному нормованому просторi X абсолютно опуклу i
радiальну множину A, яка б не була околом нуля в X.

18) Знайти pA(x), якщо:

а) X = R2, A = {x = (ξ1, ξ2) ∈ R2 : |ξ1|+ |ξ2| ≤ 1}, x = (2, 3);

б) X = C[−1, 1], A = {x ∈ C[−1, 1] : max
t∈[a,b]

|x(t)| ≤ 1
2
}, x(t) = t2.

19) Нехай A – вiдкрита абсолютно опукла множина в ТВП X. Довести, що A – радiальна
i A = {x ∈ X : pA(x) < 1}.

20) Нехай A – замкнена абсолютно опукла i радiальна множина в ТВП X. Довести, що
A = {x ∈ X : pA(x) ≤ 1}.

21) Якi з наступних множин A будуть обмеженими у вiдповiдних ТВП X?

а) X = Cp[0, 1], A = {x ∈ X : x(0) = 0 i ∀t ∈ [0, 1] |x(t)| ≤ 1
t
};

б) X = Ck[0, 1], A = {x ∈ X : x(0) = 0 i ∀t ∈ [0, 1] |x(t)| ≤ 1
t
};
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в) X = AR (R ≤ 1), A = {fn : n ∈ N}, де fn(z) = zn;

г)X = AR (R > 1), A = {fn : n ∈ N}, де fn(z) = zn;

ґ)X = C∞[0, 1], A = {xn : n ∈ N}, xn(t) = tn, де t ∈ [0, 1];

д)X = C∞[0, 1], A = {xn : n ∈ N}, xn(t) = tn

n!
, де t ∈ [0, 1];

е)X = `1(R), R = (rm)∞m=1, rm = (km)∞k=1, A = {en : n ∈ N}, en = (δn,k)
∞
k=1,

δn,k – символ Кронекера, δn,k =

{
1, n = k

0, n 6= k
;

є)X = `1(R), R = (rm)∞m=1, rm = (km)∞k=1, A = {n−nen : n ∈ N}.

22) Нехай A – обмежена множина в ТВП X, α ∈ K i B ⊆ A.

а) Довести, що B – обмежена множина в X;

б) Довести, що множина αA також обмежена в X.

23) Нехай A1, A2, . . . , An – обмеженi множини в ТВП X. Довести, що

а) dn
k=1Ak – обмежена множина в X;

б) A1 + · · ·+ An – обмежена множина в X.

24) Довести, що заокруглена оболонка c(A) обмеженої множини A в ТВП X сама
обмежена в X.

25) Довести, що абсолютно опукла оболонка cc(A) i опукла оболонка co(A) обмеженої
множини в локально опуклому просторi X будуть обмеженими множинами в X.

26) Довести, що простiр KT буде нормовним тодi i тiльки тодi, коли |T | < ℵ0.

27) Нехай p – норма на просторi KN, T – топологiя покоординатної збiжностi на KN i S
– топологiя нормованого простору (KN, p). Довести, що топологiї T i S непорiвняннi,
тобто S 6⊆ T i T 6⊆ S.

28) Нехай T – цiлком регулярний топологiчний простiр. Довести, що простiр Ck буде
нормовним тодi i тiльки тодi, коли T – компактний простiр.

29) Довести, що простiр A(G) не нормовний.

30) Довести, що простiр C∞[a, b] не нормовний.

31) Довести, що простiр KT метризовний з топологiєю поточкової збiжностi тодi i тiльки
тодi, коли |T | ≤ ℵ0.

32) Нехай T – локально компактний i σ-компактний топологiчний простiр. Довести, що
простiр Ck(T ) метризовний.
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33) Нехай P – сукупнiсть переднорм на векторному просторi X i (X, P ) – гаусдорфовий
простiр. Довести, що

а) якщо |P | < ℵ0, то (X, P ) нормовний;

б) якщо |P | ≤ ℵ0, то (X, P ) метризовний;

в) якщо P = {pn : n ∈ N}, то функцiя

d(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
· pn(x− y)

1 + pn(x− y)

є метрикою на X, яка породжує топологiчну структуру полiнормованого простору
(X, P ).

34) Довести, що простiр Cp(T ) метризовний тодi i тiльки тодi, коли |T | ≤ ℵ0.

35) Довести, що простiр A(G) метризовний.

36) Довести, що простiр C∞(G) метризовний.

37) Довести, що простiр `p(R) метризовний.
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Роздiл 2

ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ОПЕРАТОРИ НА
ТОПОЛОГIЧНИХ ВЕКТОРНИХ

ПРОСТОРАХ

2.1

Скiнченновимiрнi ТВП

2.1.1. Лiнiйнi вiдображення, простiр лiнiйних вiдображень.

Означення 2.1.1. Нехай X i Y векторнi простори. Вiдображення f : X → Y

називається лiнiйним, якщо

f(αx + βy) = αf(x) + βf(y)

для довiльних α, β ∈ K i x, y ∈ X.

Твердження 2.1.2. Вiдображення f : X → Y є лiнiйним тодi i тiльки тодi, коли

1) f є адитивним, тобто
f(x + y) = f(x) + f(y)

для довiльних x, y ∈ X;

2) f є однорiдним, тобто
f(αx) = αf(x)

для довiльних α ∈ K i x ∈ X.

Для лiнiйного вiдображення f : X → Y покладемо

ker f = {x ∈ X : f(x) = 0}
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i
Im f = {f(x) : x ∈ X}.

Твердження 2.1.3. Нехай f : X → Y – лiнiйне вiдображення. Тодi

1) ker f є лiнiйним пiдпростором простору X;

2) Im f є лiнiйним пiдпростором простору Y .

Означення 2.1.4. Лiнiйне вiдображення f : X → Y називається

- мономорфiзмом, якщо f є iн’єктивним, тобто

x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)

для довiльних x, y ∈ X;

- епiморфiзмом, якщо f є сюр’єктивним, тобто Im f = Y ;

- iзоморфiзмом, якщо f є бiєктивним, тобто iн’єктивним i сюр’єктивним.

Твердження 2.1.5. Лiнiйне вiдображення f : X → Y є мономорфiзмом тодi i тiльки
тодi, коли ker f = {0}.

Означення 2.1.6. Через L(X, Y ) ми позначаємо простiр усiх лiнiйних вiдображень f :

X → Y , визначених у на векторному просторi Xi зi значеннями у векторному просторi
Y .

Простiр L(X, Y ) є векторним простором вiдносно природних операцiй

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

i
(αf)(x) = αf(x).

Твердження 2.1.7. Нехай f ∈ L(X,Y ), A ⊆ X i B ⊆ Y . Тодi

1) якщо A заокруглена (опукла, абсолютно опукла, лiнiйний пiдпростiр), то f(A)

заокруглена (опукла, абсолютно опукла, лiнiйний пiдпростiр);

2) якщо f епiморфiзм i A радiально, то f(A) рiдiальна;

3) якщо B радiальна (заокруглена, опукла, абсолютно опукла, лiнiйний пiдпростiр), то
f−1(B) радiальна (заокруглена, опукла, абсолютно опукла, лiнiйний пiдпростiр).

Означення 2.1.8. Через L(X,Y ) ми позначаємо простiр усiх лiнiйних неперервних
вiдображень f : X → Y , визначених у на топологiчному векторному просторi Xi зi
значеннями у топологiчному векторному просторi Y .

Простiр L(X,Y ) є векторним пiдпростором простору L(X, Y ).
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Твердження 2.1.9. Нехай f ∈ L(X, Y ). Тодi f неперервне тодi i тiльки тодi, коли f

неперервне в нулi.

Твердження 2.1.10. Нехай f ∈ L(X, Y ) i A ⊆ X – обмежена множина. Тодi множина
f(A) обмежена в просторi Y .

Твердження 2.1.11. Нехай (X, P ) i (Y, Q) – полiнормованi простори i f ∈ L(X, Y ). Тодi
вiдображення f неперервне тодi i тiльки тодi, коли для довiльної q ∈ Q iснують Cq > 0

i p1, . . . pn ∈ P такi, що
q(f(x)) ≤ Cq max{p1(x), . . . pn(x)}

для кожного x ∈ X.

2.1.2. Компактнi множини в топологiчних просторах.

Означення 2.1.12. Множина K в топологiчному просторi X називається
компактною, якщо з довiльного вiдкритого покриття цiєї множини можна видiлити
скiнченне пiдпокриття. Топологiчний простiр X називається компактним, якщо вiн є
компактною множиною в собi.

Твердження 2.1.13. Компактна множина K в гаусдорфовому просторi X є замкненою.

Твердження 2.1.14. Замкнена множина F в компактному просторi X є компактною.

Твердження 2.1.15. Образ компактної множини при неперервному вiдображеннi є
компактним.

Означення 2.1.16. Вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X i Y

називається гомеоморфiзмом, якщо f неперервне, бiєктивне i обернена вiдображення
f−1 неперерне.

Твердження 2.1.17. Кожне неперервне бiєктивне вiдображення компактного простору
на гаусдорфовий простiр є гомеоморфiзмом.

2.1.3. Гаусдорфова топологiя на скiнченновимiрному просторi.
Нагадаємо, що вектори

e1, e2, . . . , en

утворюють базис у векторному просторi X, якщо для кожного x ∈ X iснує єдиний набiр
αx = (α1, . . . , αn) ∈ Kn такий, що

x = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen.

При цьому число dim X = n називається розмiрнiстю простору X.

Твердження 2.1.18. Нехай e1, e2, . . . , en – базис у векторному просторi X. Тодi
вiдображення f : X → Kn, означене формулою

f(x) = αx
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є лiнiйним iзоморфiзмом.

Теорема 2.1.19. На довiльному скiнченновимiрному векторному просторi X iснує єдина
лiнiйна гаусдорфова топологiчна структура.

Означення 2.1.20. Вiдображення f : X → Y мiж ТВП X i Y називається
iзоморфiзмом ТВП, якщо f є гомеоморфiзмом топологiчних просторiв X i Y та
лiнiйним iзоморфiзмом векторних просторiв X i Y .

Твердження 2.1.21. Довiльний гаусдорфовий топологiчний векторний простiр X

розмiрностi n iзоморфний простору Kn.

Твердження 2.1.22. Гаусдорфовi скiнченновимiрнi топологiчнi векторнi простори X i
Y iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли dim X = dim Y .

Твердження 2.1.23. Нехай X – скiнченновимiрний гаусдорфовий ТВП i Y – довiльний
ТВП. Тодi

L(X, Y ) = L(X, Y ).

Твердження 2.1.24. Довiльний скiнченновимiрний пiдпростiр гаусдорфового ТВП є
замкнений.

2.1.4. Вiдношення еквiвалентностi i фактормножини породженi
ним.

Означення 2.1.25. Бiнарна операцiя A ⊆ X2 називається вiдношенням
еквiвалентностi на множинi X (позначається x ∼ y), якщодля довiльних x, y, z ∈ X

виконуються умови

1) x ∼ x; (рефлексивнiсть)

2) x ∼ y ⇔ y ∼ x; (симетричнiсть)

3) x ∼ x, y ∼ z ⇒ x ∼ z. (транзитивнiсть)

Приклади:

1) рiвнiсть чисел;

2) рiвнопотужнiсть множин;

3) iзоморфнiсть просторiв;

4) подiбнiсть фiгур.
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Означення 2.1.26. Нехай X - множина i ∼ – вiдношення еквiвалентностi на X. Для
кожного x ∈ X покладемо

π(x) = x̂ = {y ∈ X : y ∼ x}.

Множина π(x) називається класом еквiвалентностi елемента x, а сукупнiсть усiх
класiв еквiвалентностi

π(X) = X̂ = {π(x) : x ∈ X}

називається фактормножиною i позначається X/∼.

Твердження 2.1.27. Нехай X - множина, ∼ – вiдношення еквiвалентностi на X i
x, y ∈ X. Тодi

π(x) = π(y) ⇔ π(x) ∩ π(y) 6= ∅ ⇔ x ∼ y.

2.1.5. Факторпростiр топологiчного векторного простору,
породжений пiдпростором.

Означення 2.1.28. Нехай X – векторний простiр i L ⊆ X – його пiдпростiр. Для
довiльних x, y ∈ X позначимо

x ∼L y ⇔ x− y ∈ L.

Твердження 2.1.29. Вiдношення ∼L є вiдношенням еквiвалентностi на X.

Фактормножину X/ ∼L позначатимемо X/L.

Твердження 2.1.30. π(x) = x + L для кожного x ∈ X.

Твердження 2.1.31. Для довiльних x, y ∈ X i α 6= 0 виконуються рiвностi

π(x + y) = π(x) + π(y) i π(αx) = απ(x).

Твердження 2.1.32. Множина X/L є векторним простором вiдносно операцiй

s(x̂ + ŷ) = s(π(x) + π(y)) =: π(x + y)

i
m(αx̂) = m(απ(x)) =: π(αx).

Твердження 2.1.33. Вiдображення π : X → X/L є лiнiйним.

Вiдображення π : X → X/L називається факторвiдображенням або канонiчною
проекцiєю простору X на X/L.

Нехай X –ТВП, L – його пiдпростiр i B – система всiх заокруглених ону в X.

Твердження 2.1.34. Система

π(B) = {π(B) : B ∈ B}
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є достатньою в X/L.

Означення 2.1.35. Лiнiйну топологiю на X/L, для якої π(B) утворює базу
ону, називатимемо фактортопологiєю, а топологiчний векторний простiр X ÃL

називатимемо факторпростором.

Твердження 2.1.36. Вiдображення π : X → X/L є неперервним.

Твердження 2.1.37. Факторпростiр X/L є гаусдорфовим тодi i тiльки, коли L

замкнений в X.

2.1.6. Передкомпатнi множини в ТВП i критерiй
скiнченновимiрностi.

Означення 2.1.38. Множина A в ТВП X називається передкомпактною, якщо для
довiльного ону U iснує скiнченна множина

{x1, . . . , xn} ⊆ X

така, що
A ⊆

⋃

k=1

(xk + U).

Твердження 2.1.39. Непорожня множина A у ТВП X є передкомпактною тодi i
тiльки тодi коли для довiльного ону U iснує скiнченна множина

{a1, . . . , an} ⊆ A

така, що
A ⊆

⋃

k=1

(ak + U).

Твердження 2.1.40. Кожна передкомпактна множина A в ТВП X є обмеженою.

Твердження 2.1.41. Кожна компактна множина A в ТВП X є передкомпактною.

Твердження 2.1.42. Образ передкомпактної множини при неперервному лiнiйному
вiдображеннi є передкомпактним.

Твердження 2.1.43. Гаусдорфовий ТВП X є передкомпактним тодi i тiльки тодi, коли
вiн є нульовим, тобто X = {0}.

Теорема 2.1.44. Гаусдорфовий ТВП є скiнченновимiрним тодi i тiльки тодi, коли в
ньому iснує передкомпактний ону.
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2.1.7. Контрольнi питання.

1) Сформулювати характеризацiю iн’єктивностi лiнiйного вiдображення в термiнах
його ядра.

2) Як вводяться операцiї додавання i множення на скаляр у векторному просторi
L(X,Y )?

3) Який елемент є нульовим у векторному просторi L(X,Y )?

4) Чи обов’язково є неперервним лiнiйне вiдображення мiж топологiчними векторними
просторами, якщо воно є неперервним в нулi?

5) Чи обов’язково є обмеженим образ обмеженої множини при лiнiйному неперервному
вiдображеннi мiж топологiчними векторними просторами?

6) Який зв’язок мiж компактними i замкненими множинами у компактному
гаусдорфовому просторi?

7) Чи є неперервним обернене вiдображення до бiєктивного неперервного вiдображення
компактного простору на гаусдорфовий компактний простiр?

8) Як побудувати лiнiйний iзоморфiзм мiж двома векторними просторами над полем
K, якi мають однакову розмiрнiсть?

9) Сформулювати теорему Тихонова про гаусдорфовi лiнiйнi структури на
скiнченновимiрних просторах.

10) Як на скiнченновимiрному просторi X задати гаусдорфову лiнiйну топологiчну
структуру?

11) Побудувати iзоморфiзм скiнченновимiрного простору X з dimX = n на простiр Kn

з топологiєю добутку?

12) Яке спiввiдношення мiж просторами L(X,Y ) i L(X, Y ), якщо X – скiнченновимiрний
гаусдорфовий простiр, Y – топологiчний векторний простiр?

13) Яку топологiчну властивiсть скiнченновимiрного лiнiйного пiдпростору
гаусдорфового топологiчного векторного простору ви знаєте?

14) Що таке клас еквiкалентностi елемента x ∈ X, породжений вiдношенням
еквiвалентностi ∼ на множинi X?

15) З яких елементiв складається фактормножина, породжена вiдношенням
еквiвалентностi?

16) Який зв’язок мiж класами еквiвалентностi двох еквiвалентних мiж собою елементiв?
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17) Який зв’язок мiж класами еквiвалентностi двох не еквiвалентних мiж собою
елементiв?

18) Якi вектори x i y векторного простору X вважаються рiвними за модулем L, де L –
лiнiйний пiдпростiр X?

19) Чому дорiвнює клас еквiвалентностi елемента x векторного простору X, породжений
вiдношенням рiвностi за модулем лiнiйного пiдпростору L простору X?

20) Як вводяться операцiї на векторному просторi X/L, де X – векторний простiр, а L

– його пiдпростiр?

21) Що є нулем у векторному просторi X/L?

22) Як вводиться канонiчна проекцiя π : X → X/L?

23) Як вводиться топологiчна структура на факторпросторi X/L?

24) Якi властивостi канонiчної проекцiї π ви знаєте?

25) Сформулювати умову гаусдорфовостi факторпростору.

26) Дати означення передкомпактної множини в ТВП.

27) Який зв’язок мiж передкомпактнiстю i обмеженiстю?

28) Який зв’язок мiж компактнiстю i передкомпактнiстю?

29) Коли гаусдорфовий ТВП буде передкомпактним?

30) Сформулювати критерiй скiнченновимiрностi ТВП.

2.1.8. Вправи.

1) Нехай X i Y – векторнi простори i f : X → Y – адитивне вiдображення. Довести,
що f(0) = 0.

2) Нехай X i Y – векторнi простори i f : X → Y – однорiдне вiдображення. Довести,
що f(0) = 0.

3) Довести, що кожне однорiдне вiдображення f : R→ R є лiнiйним.

4) Побудувати однорiдне вiдображення f : R2 → R, яке не є лiнiйним.

5) Побудувати таке неоднорiдне вiдображення f : R → R, що f(αx) = αf(x) для
довiльних α ∈ Q i x ∈ R.

6) Навести приклад адитивного вiдображення f : R→ R, яке не є однорiдним.

7) Довести, що лiнiйне вiдображення мiж топологiчними векторними просторами є
неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно неперервне хоча б в однiй точцi.
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8) Чи обов’язково прообраз обмеженої множини при лiнiйному неперервному
вiдображеннi мiж топологiчними векторними просторами також є обмеженою
множиною?

9) Навести приклад компактної незамкненої множини у деякому топологiчному
просторi.

10) Нехай X – компактний простiр, Y – гаусдорфовий простiр i f : X → Y –
неперервне iн’єктивне вiдображення. Довести, що вiдображення f : X → f(X) –
це гомеоморфiзм.

11) Нехай X – гаусдорфовий компактний простiр. Довести, що на множинi X не iснує
гаусдорфової топологiї, яка є строго слабшою, нiж топологiя простору X.

12) Норми p i q на векторному просторi X називаються еквiвалентними, якщо iснують
константи α > 0 i β > 0, такi, що для довiльного x ∈ X виконується нерiвнiсть:

αp(x) ≤ q(x) ≤ βp(x).

а) Довести, що норми p i q еквiвалентнi на X тодi i тiльки тодi, коли тотожне
вiдображення I : (X, p) → (X, q) є iзоморфiзмом;

б) Довести безпосередньо, що норми ‖x‖1 =
n∑

k=1

|ξk| i ‖x‖2 =

(
n∑

k=1

|ξk|2
) 1

2

, де x =

(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, еквiвалентнi на Kn;

в) Довести безпосередньо, що норми ‖x‖1 =
n∑

k=1

|ξk| i ‖x‖∞ = |x| = max
1≤k≤n

|ξk|, де

x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, еквiвалентнi на Kn;

г) Довести, що будь-якi двi норми на скiнченновимiрному просторi X еквiвалентнi.

13) Довести, що норми ‖x‖1 =
n∑

k=1

|ξk| i ‖x‖2 =

(
n∑

k=1

|ξk|2
) 1

2

, де x = (ξk)
∞
k=1 ∈ `1, не

еквiвалентнi на `1.

14) Довести, що норми ‖x‖1 i ‖x‖∞ не екiвалентнi на `1.

15) Нехай 1 ≤ p < q ≤ ∞. Довести, що норми ‖x‖p i ‖x‖q не екiвалентнi на `p.

16) Довести, що на нескiнченновимiрному нормованому просторi X iснують принаймнi
двi лiнiйнi гаусдорфовi топологiї.

17) Довести, що на просторi KN не iснує гаусдорфової локально опуклої топологiї T , для
якої T ⊂ T0, де T0 – топологiя добутку на KN.

18) Чи iснує в просторi KN радiальна абсолютно опукла множина A, яка б не була околом
нуля в евклiдовiй топологiї на KN?
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19) Якi з наступних просторiв iзоморфнi?

а) `n
p i `n

q ;

б) `2
1 i `3

1;

в) `1
200 i `1

20.

20) З’ясувати, якi з множин L замкненi в ТВП X, якщо

а) X = C[a, b], L – множина многочленiв степеня не бiльше n;

б) X = C[a, b], L – множина всiх многочленiв;

в) X = `1, L = {x = (ξk) ∈ KN : (∀k > n)(ξk = 0)}, n – фiксоване натуральне число;

г) X = `1, L = K∞ = {x = (ξk) ∈ KN : (∃n ∈ N)(∀k ≥ n)(ξk = 0)}.

21) Довести, що наступнi вiдношення є вiдношеннями еквiвалентностi на вiдповiдних
множинах

а) вiдношення рiвностi на множинi дiйсних (комплексних) чисел;

б) вiдношення рiвностi за модулем на множинi цiлих чисел;

в) вiдношення рiвнопотужностi множин на довiльнiй системi множин;

г) вiдношення рiвностi геометричних фiгур на площинi (у просторi);

ґ) вiдношення подiбностi геометричних фiгур на площинi (у просторi);

д) вiдношення паралельностi прямих на площинi (у просторi);

е) вiдношення лiнiйної iзоморфностi векторних просторiв;

є) вiдношення iзоморфностi топологiчних векторних просторiв.

22) Знайти фактормножину, породжену вiдношенням рiвностi за модулем натурального
числа n на множинi цiлих чисел Z.

23) Побудувати вiдношення еквiвалентностi на множинi дiйсних чисел R, для якого
класом еквiвалентностi числа нуль є множина рацiональних чисел Q.

24) Нехай X = R i L = {0}. Знайти X/L.

25) Нехай X = R2 i L = {(x, 0) : x ∈ R}. Знайти X/L.

26) Нехай X – векторний простiр, L, M – його лiнiйнi пiдпростори, X = L⊕M i π : X →
X/L – канонiчна проекцiя. Довести, що звуження π|M : M → X/L – iзоморфiзм
векторних просторiв.

27) Нехай ТВП X є прямою сумою своїх замкнених пiдпросторiв. Чи обов’язково π|M :

M → X/L є iзовморфiзмом ТВП?

28) Нехай X, Y – ТВП i f : X → Y – лiнiйне неперервне вiдображення. Довести, що
iснує неперервний мономорфiзм g : X/kerf → Y , такий, що f = g ◦ π.
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29) З’ясувати, якi з наступних множин A будуть передкомпактними у вiдповiдних ТВП
X. Якi з них будуть компактними?

а) A = (0, 1), X = R;

б) A = N, X = R;

в) A = {x ∈ `n
2 : ‖x‖2 ≤ 1}, X = `n

2 ;

г) A = {x ∈ `2 : ‖x‖ ≤ 1}, X = `2;

ґ) A = {x ∈ C[0, 1] : |x(0)|+ |x′(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, 1]}, X = C[0, 1];

д) A = {x ∈ C[0, 1] : |x′(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, 1]}, X = C[0, 1];

е) A = {x = (ξk) ∈ KN : (∀k)(ak ≤ ξk ≤ bk)}, X = RN;

є) A = {x ∈ [0, 1][0, 1] : x ↓ на [0, 1]}, X = R[0,1].

30) Нехай в гаусдорфовому ТВП iснує компактна множина K з непорожньою
внутрiшнiстю. Довести, що простiр X – скiнченновимiрний.

31) Нехай L – лiнiйний пiдпростiр банахововго простору C1[0, 1] неперервно
диферецiйовних функцiй x : [0, 1] → R з нормою ‖x‖ = max{‖x‖∞, ‖x′‖∞}, де
‖y‖∞ = max

t∈[0,1]
|y(t)| для y ∈ C[0, 1].
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2.2
Проективнi та iндуктивнi границi i принцип рiвномiрної

обмеженостi в ТВП

2.2.1. Проективна топологiя та її властивостi.

Означення 2.2.1. Топологiя T на множинi X називається верхньою гранню сiм’ї
(Ti : i ∈ I) топологiй Ti на множинi X, якщо Ti ≤ T для кожного i ∈ I.

Твердження 2.2.2. Довiльна сiм’я (Ti : i ∈ I) топологiй Ti на множинi X має верхню
грань.

Твердження 2.2.3. Нехай X – довiльна множина, (Y,S) – топологiчний простiр i f :

X → Y . Тодi система множин

T = {f−1(G) : G ∈ S}

є топологiєю на X, яка є найслабшою з тих топологiй на X, вiдносно яких вiдображення
f є неперервним.

Означення 2.2.4. Топологiя з попереднього твердження називається прообраз
топологiєю i позначається f−1(S).

Твердження 2.2.5. Нехай X – довiльна множина, (Yi : i ∈ I) – сiм’я топологiчних
просторiв (Yi,Si) i (fi : i ∈ I) – сiм’я вiдображень fi : X → Yi. Тодi iснує найслабша
топологiя на X, вiдносно якої всi вiдображення fi є неперервними.

Означення 2.2.6. Топологiя з попереднього твердження називається проективною
топологiєю породженою сiм’єю вiдображень fi, топологiчний простiр X разом з
проективною топологiєю називається оберненою границею топологiчних просторiв
Yi вiдносно вiдображень fi i позначається lim

←
fi Yi.

Твердження 2.2.7. Нехай X – топологiчний простiр i Y = lim
←

gi Yi – оберненою границя
топологiчних просторiв Yi вiдносно вiдображень gi : Y → Yi. Тодi вiдображення f : X →
Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли для кожного i ∈ I вiдображення fi = gi ◦ f :

X → Y є неперервним.

Твердження 2.2.8. Проективна топологiя на векторному просторi X, породжена
сiм’єю лiнiйних вiдображень fi : X → Yi є лiнiйною топологiєю, для якої базу ону
утворюють множини вигляду

V =
n⋂

k=1

f−1
ik

(Vik),

де n ∈ N, ik ∈ I i Vik – заокруглений ону в ТВП Yik .
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2.2.2. Образ топологiї, фiнальна топологiя та прямi границi.

Твердження 2.2.9. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр, Y – довiльна множина i f :

X → Y . Тодi система множин

T = {G ⊆ Y : f−1(G) ∈ T }

є топологiєю на Y , яка є найсильнiшою з тих топологiй на Y , вiдносно яких
вiдображення f є неперервним.

Означення 2.2.10. Топологiя з попереднього твердження називається образом
топологiї T при вiдображеннi f i позначається f(T ).

Зауваження 2.2.11. Якщо X - ТВП, Y – ВП i f : X → Y – лiнiйне вiдображення, то
образ топологiя f(T ) може бути нелiнiйною.

Твердження 2.2.12. Нехай (X, T ) – ТВП, Y – ВП i f : X → Y – епiморфiзм. Тодi образ
топологiя f(T ) є лiнiйною, для якої базу ону утворює система

V = f(U) = {f(U) : U ∈ U},

де U – база заокруглених ону в X.

Твердження 2.2.13. Нехай (Xi : i ∈ I) – сiм’я топологiчних просторiв (Xi, Ti), Y –
довiльна множина, i (fi : i ∈ I) – сiм’я вiдображень fi : Xi → Y . Тодi iснує найсильнiша
топологiя на Y , вiдносно якої всi вiдображення fi є неперервними.

Означення 2.2.14. Топологiя з попереднього твердження називається фiнальною
топологiєю породженою сiм’єю вiдображень fi, а топологiчний простiр Y разом з
фiнальною топологiєю називається прямою границею топологiчних просторiв Xi

вiдносно вiдображень fi i позначається lim
→

fi Xi.

Твердження 2.2.15. Нехай X = lim
→

fi Xi – пряма границя топологiчних просторiв Xi

вiдносно вiдображень fi : Xi → X i Y – топологiчний простiр. Тодi вiдображення g :

X → Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли для кожного i ∈ I вiдображення gi =

fi ◦ g : X → Y є неперервним.

2.2.3. Iндуктивна топологiя та її властивостi.

Зауваження 2.2.16. Якщо (Xi : i ∈ I) - сiм’я ТВП, Y – ВП i (fi : i ∈ I) – сiм’я
епiморфiзмiв fi : Xi → Y , то фiнальна топологiя може бути нелiнiйною.

Твердження 2.2.17. Нехай (Xi : i ∈ I) – сiм’я ТВП (Xi, Ti), Y – ВП i (fi : i ∈ I)

– сiм’я лiнiйних вiдображень fi : Xi → Y . Тодi iснує найсильнiша локально опукла
топологiя топологiя на Y , вiдносно якої всi вiдображення fi є неперервними. Базу ону в
цiй топологiї утворюють всi абсолютно опуклi множини V ⊆ Y такi, що для кожного
i ∈ I множина f−1

i (V ) є ону в Xi.
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Означення 2.2.18. Топологiя з попереднього твердження називається iндуктивною
топологiєю породженою сiм’єю вiдображень fi, а топологiчний векторний простiр Y

разом з iндуктивною топологiєю називається iндуктивною границею топологiчних
векторних просторiв Xi вiдносно вiдображень fi i позначається limind fi Xi.

Твердження 2.2.19. Нехай X = limindfi Xi – iндуктивна границя ТВП Xi вiдносно
лiнiйних вiдображень fi : Xi → X i Y – ЛОП. Тодi лiнiйне вiдображення g : X → Y є
неперервним тодi i тiльки тодi, коли для кожного i ∈ I вiдображення gi = fi ◦g : X → Y

є неперервним.

2.2.4. Строгi iндуктивнi границi, їх гаусдорфрвiсть та обмеженi
множини в iндуктивних границях.

Означення 2.2.20. Iндуктивна границя X = limindfn Xn зростаючої послiдовностi
(Xn)∞n=1 локально опуклих просторiв (Xn, Tn), породженою сiм’єю тотожних

вiдображень fi : Xn → X, де X =
∞⋃

n=1

Xn, позначається limind Xn.

Iндуктивна границя X = limindXn зростаючої послiдовностi (Xn)∞n=1 локально
опуклих просторiв (Xn, Tn) називається строгою, якщо Tn+1|Xn = Tn для кожного n ∈ N.
Лема 2.2.21. Нехай L – пiдпростiр ЛОП X i U – абсолютно опуклий ону в L. Тодi iснує
абсолютно опулий ону W в X такий, що W ∩ L = U . Якщо, крiм того, x0 ∈ X \ L, то
W можна вибрати так, що x0 6∈ W .

Теорема 2.2.22. Строга iндуктивна границя послiдовностi гаусдорфових ЛОП є
гаусдорфовою.

Теорема 2.2.23 (Теорема Дьєдонне-Шварца). Нехай X – cтрога iндуктивна границя
послiдовностi гаусдорфових ЛОП Xn таких, що Xn є замкненим в Xn+1 для кожного
n ∈ N i B ⊆ X. Тодi множина B обмежена в X тодi i тiльки тодi, коли iснує m ∈ N
таке, що B ⊆ Xm i множина B обмежена в Xm.

2.2.5. Поточково обмеженi i одностайно неперервнi сiм’ї
вiдображень.

Означення 2.2.24. Нехай X i Y – ТВП. Сiм’я (fs : s ∈ S) лiнiйних неперервних
вiдображень fs : X → Y називається

- поточково обмеженою, якщо для кожного x ∈ X множина {fs(x) : s ∈ S} є
обмеженою в просторi Y ;

- рiвномiрно обмеженою, якщо для кожного ону V в просторi Y iснує ону U в
просторi X такий, що fs(U) ⊆ V для кожного s ∈ S.

Твердження 2.2.25. Нехай X i Y – нормованi простори i (fs : s ∈ S) – сiм’я лiнiйних
неперервних вiдображень fs : X → Y . Тодi сiм’я (fs : s ∈ S) є поточково обмеженою тодi
i тiльки тодi, коли для кожного x ∈ X iснує γx > 0 таке, що ‖fs(x)‖ ≤ γx для кожного
s ∈ S.
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Твердження 2.2.26. Нехай X i Y – нормованi простори i (fs : s ∈ S) – сiм’я лiнiйних
неперервних вiдображень fs : X → Y . Тодi сiм’я (fs : s ∈ S) є рiвномiрно обмеженою
тодi i тiльки тодi, коли iснує γ > 0 таке, що ‖fs‖ ≤ γ для кожного s ∈ S.

2.2.6. Бочковi простори i принцип рiвномiрної обмеженостi.

Означення 2.2.27. Множина B в ТВП X називається бочкою, якщо вона радiальна,
абсолютно опукла i замкнена в X.

ЛОП X називається бочковим, якщо кожна бочка в просторi X є ону.

Твердження 2.2.28. У берiвському ТВП кожна бочка є ону, зокрема, кожний
берiвський ЛОП X є бочковим.

Твердження 2.2.29. Iндуктивна границя бочкових просторiв є бочковим простором.

Наслiдок 2.2.30. Iснує бочковий простiр, який не є берiвським.

Теорема 2.2.31. Нехай X – бочковий простiр, Y – ЛОП i (fs : s ∈ S) – поточково
обмежена сiм’я лiнiйних неперервних вiдображень fs : X → Y . Тодi сiм’я (fs : s ∈ S) є
одностайно неперервною.

Теорема 2.2.32. Нехай X – берiвський ТВП, Y – ТВП i (fs : s ∈ S) – поточково
обмежена сiм’я лiнiйних неперервних вiдображень fs : X → Y . Тодi сiм’я (fs : s ∈ S) є
одностайно неперервною.

2.2.7. Контрольнi питання.

1) Як визначаєтсья верхня грань сукупностi топологiй i з яких елементiв вона
складається?

2) Що таке прообраз топологiї при даному вiдображеннi?

3) Дати означення проективної топологiї, яка породжена сiм’єю вiдображень fi.

4) Що таке обернена границя сiм’ї топологiчних просторiв?

5) У якому випадку проективна топологiя буде лiнiйною?

6) Що таке проективна границя сiм’ї ТВП?

7) Пояснити, чому топологiя пiдпростору є проективною топологiєю.

8) Що таке добуток сiм’ї ТВП?

9) Дати означення простору-перетину.

10) Що таке простори Д’єдонне-Гомеса?

11) Що таке образ топологiї при даному вiдображеннi?
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12) Чи обов’язково образ топологiї при лiнiйному вiдображення є лiнiйним?

13) Яка достатня умова того, що образ топологiї при лiнiйному вiдображеннi є лiнiйним?

14) Дати означення фiнальної топологiї i прямої границi.

15) Дати означення iндуктивної топологiї.

16) Що таке iндуктивна границя сiм’ї локально опуклих просторiв?

17) Пояснити, чому фактортопологiя є iндуктивною топологiєю.

18) Дати означення лоакльно опуклої прямої суми.

19) Що таке простiр-об’єднання?

20) Дати означення iндуктивної границi послiдовностi локально опуклих просторiв i
описати базу околiв нуля в такiй iндуктивнiй границi.

21) З яких елементiв складається, як топологiзується i як позначається:

а) простiр фiнiтних послiдовностей;

б) простiр фiнiтних неперервних функцiй;

в) простiр пробних функцiй;

г) простiр аналiтичних у замкненому крузi функцiй;

ґ) ваговий простiр Кете?

22) Якi iндуктивнi границi називаються строгими?

23) У якому випадку строга iндуктивна границя буде гаусдорфовим локально опуклим
простором?

24) Сформулювати теорему Д’єдонне-Шварца про обмеженi множини в iндуктивних
границях.

25) Дати означення:

а) поточково обмеженої сiм’ї (fs : s ∈ S) лiнiйних неперервних вiдображень fs : X →
Y , де X, Y – топологiчнi векторнi простори;

б) рiвномiрно обмеженої сiм’ї (fs : s ∈ S) лiнiйних неперервних вiдображень fs : X →
Y , де X, Y – нормованi простори;

в) одностайно неперервної сiм’ї (fs : s ∈ S) лiнiйних неперервних вiдображень fs :

X → Y , де X,Y – топологiчнi векторнi простори.

26) Сформулювати характеризацiю поточкової обмеженостi сiм’ї лiнiйних неперервних
вiдображень мiж нормованими просторами.
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27) Сформулювати характеризацiю рiвномiрної обмеженостi сiм’ї лiнiйних неперервних
вiдображень мiж нормованими просторами.

28) Сформулювати класичний принцип рiвномiрної обмеженостi в нормованих
просторах.

29) Дати означення бочки.

30) Що таке бочковий простiр?

31) Який зв’язок мiж бочковiстю i беровiстю?

32) Як побудувати бочковий простiр, який не є берiвським?

33) Сформулювати принцип рiвномiрної обмеженостi в локально опуклих просторах.

34) Сформулювати принцип рiвномiрної обмеженостi в топологiчних векторних
просторах.

2.2.8. Вправи.

1) Нехай X = Y = R. Знайти прообраз евклiдової топологiї на просторi Y при
наступних вiдображеннях f : X → Y

а) f(x) = x;

б) f(x) = x2;

в) f(x) = ex;

г) f(x) = arctg x;

ґ) f(x) = sin x;

д) f(x) = sgn x.

2) Нехай L – лiнiйний пiдпростiр топологiчного векторного простору X, надiлений
iндукованою лiнiйною топологiчною структурою i A – пiдмножина L. Довести, що:

а) A буде вiдкритою в L множиною тодi i тiльки тодi, коли iснує вiдкрита в X

множина G, така, що G ∩X = A;

б) A буде замкненою в L множиною тодi i тiльки тодi, коли iснує замкнена в X

множина F , така, що F ∩X = A;

в) [A]L = [A]X ∩ L.

3) Нехай X – векторний простiр, (Y, q) – нормований простiр i f : X → Y – алгебраїчний
iзоморфiзм. Довести, що функцiя p = q ◦ f є нормою на X i топологiя нормованого
простору (X, p) збiгається з прообразом топологiї нормованого простору (Y, q).

4) Нехай X – локально опуклий простiр, P – сукупнiсть всiх неперервних переднорм p

на X, Xp – простiр X з топологiєю, породженою переднормою p ∈ P i fp : X → Xp

– тотожнє вiдображення. Довести, що X = lim prfpXp.
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5) Довести, що C∞[a, b] = lim prCn[a, b], де Cn[a, b] – це простiр n раз неперервно
диференцiйовних функцiй x : [a, b] → R з нормою

‖x‖n = max{‖x‖∞, . . . , ‖x(n)‖∞},

де ‖y‖∞ = max
t∈[a,b]

|y(t)| для неперервної функцiї y.

6) Довести, що сiтка (xs)s∈S точок xs з ТВП X = lim prfiYi збiгається до елемента x в
X тодi i тiльки тодi, коли fi(xs) → fi(x) в Yi для довiльного i ∈ I.

7) Нехай X =
∏
i∈I

Xi i A =
∏
i∈I

Ai, де Ai ⊆ Xi для всiх i ∈ I. Довести, що A =
∏
i∈I

Ai.

8) Довести, що топологiя цiлком регулярного простору X – це проективна топологiя,
яка породжується сукупнiстю всiх неперервних функцiй f : X → [0, 1].

9) Нехай X = Y = R. Знайти образ евклiдової топологiї на просторi X при наступних
вiдображеннях f : X → Y

а) f(x) = x;

б) f(x) = x2;

в) f(x) = ex;

г) f(x) = arctg x;

ґ) f(x) = sin x;

д) f(x) = sgn x.

10) Нехай X = R∞ – простiр всiх фiнiтних послiдовностей з топологiєю T iндуктивної
границi послiдовностi своїх скiнченновимiрних пiдпросторiв

Rn = {(ξ1, . . . , ξn, 0, . . . , 0, . . . ) : (∀k = 1, n)(ξk ∈ R)},

E = {e = (εk)
∞
k=1 : (∀k)(εk > 0)} i

Be = {x = (ξk)
∞
k=1 : (∀k)(|ξk| < εk)}.

а) Довести, що V = {Be : e ∈ E} – це достатня система множин в R∞;

б) Довести, що лiнiйна топологiя S, базою околiв нуля у якої є система V , збiгається
з топологiєю T ;

в) Довести, що топологiя T0 локально опкулої прямої суми на R∞ як прямої суми
послiдовностi просторiв Xn = R збiгається з топологiєю T .

11) Нехай X – це iндуктивна границя послiдовностi нормованих просторiв (Xn, ‖‖n) i
Bn = {x ∈ Xn : ‖x‖n ≤ 1} для кожного n. Довести, що базу околiв нуля в X
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утворюють множини вигляду

U =
∞⋃

n=1

(ε1B1 + ε2B2 + · · ·+ εnBn),

де εk – довiльнi додатнi числа.

12) Довести, що кожний лiнiйний функцiонал на R∞ обов’язково неперервний.

13) Нехай µ – мiра, визначена на σ-алгебрi борелiвських пiдмножин числової прямої, яка
скiнченна на кожнiй обмеженiй борелiвськiй множинi. Довести, що функцiонал

f(x) =

∞∫

−∞

x(t)dµ

лiнiйний неперервний на просторi K.

14) Довести, що базу околiв нуля в просторi K всiх фiнiтних функцiй на R утворюють
множини

Ve = {x ∈ K : (∀t ∈ R)(|x(t)| < e(t))},

де e пробiгає множину всiх строго додатних функцiй на R.

15) Нехай

ϕ(t) =

{
e

1
t2−1 , |t| < 1,

0, |t| ≥ 1.

а) Довести, що ϕ ∈ D.

б) Покладемо A = {xm,n : (m,n) ∈ N2}, де

xm,n(t) =
1

n
ϕ(t) +

1

m
ϕ(t− n), t ∈ R.

Довести, що нульова функцiя належить до замикання множини A в D, але не iснує
послiдовностi точок yk ∈ A, яка збiгається до нуля.

16) а) Нехай числова послiдовнiсть a = (αk)
∞
k=1 така, що для довiльного x = (ξk)

∞
k=1 ∈ `2

ряд
∞∑

k=1

αkξk збiгається. Довести, що a ∈ `2.

б) Нехай 1 < p < +∞, a = (αk)
∞
k=1 i для довiльного x ∈ `p ряд

∞∑
k=1

αkξk збiгається.

Довести, що a ∈ `q, 1
p

+ 1
q

= 1.

в) Нехай p = 1, a = (αk)
∞
k=1 i для довiльного x ∈ `1 ряд

∞∑
k=1

αkξk збiгається. Довести,

що a ∈ `∞.

г) Нехай p = +∞, a = (αk)
∞
k=1 i для довiльного x ∈ `∞ ряд

∞∑
k=1

αkξk збiгається.

Довести, що a ∈ `1.

45



17) Довести за означенням, що простiр Rn є бочковим.

18) Навести приклад необмеженої бочки в просторi Rn, яка не збiгається з усiм
простором.

19) а) Навести приклад поточково обмеженої послiдовностi лiнiйних неперервних
функцiоналiв fn на просторi R∞ з максимум-нормою, яка б не була рiвномiрно
обмеженою.

б) Чи буде простiр R∞ з нормою ‖ · ‖∞ бочковим? Берiвським? Банаховим?

20) Довести, що для сiм’ї (fs : s ∈ S) лiнiйних неперервних вiдображень fs : S →
Y , X, Y – нормованi простори, одностайна неперервнiсть рiвносильна рiвномiрнiй
обмеженостi.

21) Нехай X, Y – банаховi простори, f : X × Y → K – нарiзно неперервний бiлiнiйний
функцiонал. Довести, що f – неперервне.
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Роздiл 3

ПРОДОВЖЕННЯ ЛIНIЙНИХ
НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIОНАЛIВ,

ДУАЛЬНI ПАРИ I ПОВ’ЯЗАНI З НИМИ
ТОПОЛОГIЇ

3.1

Теорема Гана-Банаха та її застосування

3.1.1. Аналiтична форма теореми Гана-Банаха.

Означення 3.1.1. Нехай X – векторний простiр над полем K. Лiнiйне вiдображення
f : X → K називається лiнiйним функцiоналом. Якщо K = R, то функцiонал f

називається дiйсним, а якщо K = C, то функцiонал f називається комплексним.

Твердження 3.1.2. Нехай X – векторний простiр над полем C. Вiдображення f : X →
C є лiнiйним комплексним функцiоналом, якщо iснує лiнiйний дiйсний функцiонал u :

X → R такий, що
f(x) = u(x)− iu(ix)

для кожного x ∈ X.

Означення 3.1.3. Нехай X – векторний простiр над полем K. Функцiя p : X → R
називається калiбрувальною (сублiнiйною) функцiєю на X, якщо для довiльних
x, y ∈ X i α > 0 виконуються наступнi умови

(K1) p(αx) = α · p(x);

(K2) p(x + y) ≤ p(x) + p(y).

47



Теорема 3.1.4. Нехай X – дiйсний векторний простiр, Y0 – лiнiйний пiдпростiр
простору X, x0 ∈ X \ Y0, p : X → R – калiбрувальна функцiя i g0 : Y0 → R – лiнiйний
функцiонал на Y0 такi, що

g0(x) ≤ p(x)

для кожного x ∈ Y0. Тодi iснує лiнiйний функцiонал g : Y → R, який визначений на
пiдпросторi

Y = Y0 + 〈x0〉 = {x + αx0 : x ∈ Y0, α ∈ R}

простору X, i задовольняє наступнi умови

(i) g(x) = g0(x) для кожного x ∈ Y0;

(ii) g(x) ≤ p(x) для кожного x ∈ Y .

Теорема 3.1.5 (Аналiтична форма теореми Гана-Банаха для дiйсних скалярiв). Нехай
X – дiйсний векторний простiр, X0 – лiнiйний пiдпростiр простору X, p : X → R –
калiбрувальна функцiя i f0 : X0 → R – лiнiйний функцiонал на X0 такi, що

f0(x) ≤ p(x)

для кожного x ∈ X0. Тодi iснує лiнiйний функцiонал f : X → R на просторi X, який
задовольняє наступнi умови

(i) f(x) = f0(x) для кожного x ∈ X0;

(ii) f(x) ≤ p(x) для кожного x ∈ X.

Теорема 3.1.6 (Аналiтична форма теореми Гана-Банаха для дiйсних i комплексних
скалярiв). Нехай X – векторний простiр над полем K, X0 – лiнiйний пiдпростiр простору
X, p : X → R – переднорма на X i f0 : X0 → R – лiнiйний функцiонал на X0 такi, що

|f0(x)| ≤ p(x)

для кожного x ∈ X0. Тодi iснує лiнiйний функцiонал f : X → K на X, який задовольняє
наступнi умови

(i) f(x) = f0(x) для кожного x ∈ X0;

(ii) |f(x)| ≤ p(x) для кожного x ∈ X.

3.1.2. Продовження лiнiйних неперервних функцiоналiв у
локально опуклих просторах.

Твердження 3.1.7. Нехай X – векторний простiр над полем K i f : X → K – лiнiйний
функцiонал. Тодi наступнi умови рiвносильнi
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(i) функцiонал f є неперервним;

(ii) iснує окiл нуля U в просторi X такий, що |f(x)| ≤ 1 для кожного x ∈ X;

(iii) ядро функцiонала ker f = f−1(0) є замкненим в просторi X.

Теорема 3.1.8. Нехай X – локально опуклий простiр над полем K, X0 – лiнiйний
пiдпростiр простору X i f0 : X0 → R – лiнiйний неперервний функцiонал на X0. Тодi
iснує лiнiйний неперервний функцiонал f : X → K на X такий, що f(x) = f0(x) для
кожного x ∈ X0.

Теорема 3.1.9. Нехай X – нормований простiр над полем K, X0 – лiнiйний пiдпростiр
простору X i f0 : X0 → R – лiнiйний неперервний функцiонал на X0. Тодi iснує лiнiйний
неперервний функцiонал f : X → K на X такий, що f(x) = f0(x) для кожного x ∈ X0 i
‖f‖ = ‖f0‖.

3.1.3. Спряжений простiр i наслiдки з теореми Гана-Банаха.

Означення 3.1.10. Нехай X – топологiчний векторний простiр над полем K.
Векторний простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв f : X → K називається
спряженим простором до простору X i позначається через X∗.

Наслiдок 3.1.11. Нехай X – гаусдорфовий локально опуклий простiр i x0 ∈ X \{0}. Тодi
iснує f ∈ X∗ такий, що f(x0) = 1.

Наслiдок 3.1.12. Нехай X – гаусдорфовий локально опуклий простiр. Тодi спряжений
простiр X∗ роздiляє точки в просторi X, тобто для довiльних рiзних точок x1, x2 ∈ X

iснує f ∈ X∗ такий, що f(x1) 6= f(x2).

Означення 3.1.13. Нехай X – векторний простiр над полем K i E ⊆ X– непорожня
множина. Множина

sp(E) =

{
n∑

k=1

αkxk : n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ K, x1, . . . , xn ∈ E

}

називається лiнiйною оболонкою множини E.

Означення 3.1.14. Непорожня пiдмножина E топологiчного векторного простору X

називається повною в просторi X, якщо sp(E) = X.

Наслiдок 3.1.15 (Критерiй повноти Банаха). Непорожня пiдмножина E локально
опуклого простору X є повною в X тодi i тiльки тодi, коли для кожного f ∈ X∗

виконується iмплiкацiя
f |E = 0 ⇒ f = 0.
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3.1.4. Гiперпiдпростори i гiперплощини.

Означення 3.1.16. Гiперпiдпростором векторного простору X над полем K
називається максимальний вiдносно включення лiнiйний пiдпростiр в X, який вiдмiнний
вiд всього простору X. Iншими словами, гiперпiдпростiр H векторного простору X – це
такий його лiнiйний пiдпростiр, що H 6= X i для довiльного лiнiйного пiдпростору L

простору X з умови H ⊆ X випливає, що L = H або L = X.

Твердження 3.1.17. Лiнiйний пiдпростiр H векторного простору X є
гiперпiдпростором тодi i тiльки тодi, коли факторпростiр X/H є одновимiрним.

Твердження 3.1.18. Нехай X – скiнченновимiрний векторний простiр розмiрностi n.
Тодi лiнiйний пiдпростiр H векторного простору X є гiперпiдпростором тодi i тiльки
тодi, коли розмiрнiсть простору H дорiвнює n− 1.

Означення 3.1.19. Нехай L – лiнiйний пiдпростiр векторного простору X над полем K
i a ∈ X. Тодi множина a + L називається афiнним пiдпростором простору X. Якщо
ж L є гiперпiдпростiром векторного простору X, афiнний пiдпростiр a+L називається
гiперплощиною.

Твердження 3.1.20. Ядро H = ker f довiльного ненульового лiнiйного функцiоналу
f : X → K є гiперпiдпростором в X.

Твердження 3.1.21. Нехай H – гiперпiпростiр у векторному просторi X. Тодi iснує
лiнiйний функцiонал f : X → K такий, що H = ker f .

Твердження 3.1.22. Нехай f i g – лiнiйнi функцiонали на векторному просторi X такi,
що ker f ⊆ ker g. Тодi iснує скаляр α ∈ K такий, що g = α · f .

Через X l ми позначаємо векторний простiр усiх лiнiйних функцiоналiв на просторi X.

Твердження 3.1.23. Вiдповiднiсть

X l \ {0} 3 f 7→ Hf = f−1(1)

є бiєкцiєю мiж множиною усiх ненульових лiнiйних функцiоналiв на векторному
просторi X i множиною усiх гiперплощин в просторi X, якi не проходять через нуль.

Твердження 3.1.24. Вiдповiднiсть

X∗ \ {0} 3 f 7→ Hf = f−1(1)

є бiєкцiєю мiж множиною усiх ненульових лiнiйних неперервних функцiоналiв на
топологiчному векторному просторi X i множиною усiх замкнених гiперплощин в
просторi X, якi не проходять через нуль.
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3.1.5. Геометрична форма теореми Гана-Банаха i вiдокремлення
опуклих множин .

Теорема 3.1.25 (теорема Мазура). Нехай X – топологiчний векторний простiр над
полем K, A – непорожня опукла вiдкрита пiдмножина простору X i L – афiнний
пiдпростiр простору X такi, що A ∩ L = ∅. Тодi iснує замкнена гiперплощина H в
просторi X така, що L ⊆ H i A ∩H = ∅.

Означення 3.1.26. Нехай X – топологiчний векторний простiр, f : X → R – лiнiйний
неперервний функцiонал i α ∈ R. Тодi множина

Hα = {x ∈ X : f(x) = α}

є замкненою гiперплощиною в просторi X. Множини

Gα = {x ∈ X : f(x) < α} i Gα = {x ∈ X : f(x) > α}

називатимемо вiдкритими пiвпросторами простору X, а множини

Fα = {x ∈ X : f(x) ≤ α} i Fα = {x ∈ X : f(x) ≥ α}

називатимемо замкненими пiвпросторами простору X.
Казатимемо, що пiдмножини A i B простору X вiдокремлюються Hα, якщо A ⊆ Fα

i B ⊆ Fα або навпаки; i строго вiдокремлюються Hα, якщо A ⊆ Gα i B ⊆ Gα або
навпаки.

Теорема 3.1.27. Нехай A i B – непорожнi опуклi множини у топологiчному векторному
просторi X, причому множина A – вiдкрита i A∩B = ∅. Тодi iснує ненульовий лiнiйний
неперервний дiйсний функцiонал f на X i число α ∈ R такi, що A ⊆ Gα i B ⊆ Fα.

Теорема 3.1.28. Нехай X – локально опуклий простiр, K i F – непорожнi опуклi
множини у просторi X, причому множина K – компактна, F – замкнена i K ∩ F = ∅.
Тодi iснує ненульовий лiнiйний неперервний дiйсний функцiонал f на X i число α ∈ R
такi, що K ⊆ Gα i F ⊆ Gα.

Теорема 3.1.29. Нехай X – локально опуклий простiр, B – замкнена абсолютно опукла
множина i x0 ∈ X \ B. Тодi iснує ненульовий лiнiйний неперервний дiйсний функцiонал
f на X такий, що |f(x)| < 1 для кожного x ∈ B i |f(x0)| > 1.

Теорема 3.1.30. Кожна замкнена абсолютно опукла множина у локально опуклий
просторi X є перетином всiх замкнених пiвпросторiв в X, якi мiстять цю множину.

3.1.6. Контрольнi питання.

1) Який зв’язок мiж дiйсною i уявною частинами лiнiйного функцiонала на векторному
просторi над полем комплексних чисел?
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2) Дати означення калiбрувальної функцiї. Який зв’язок мiж переднормою i
калiбрувальною функцiєю?

3) За якою формулою будується лiнiйне продовження лiнiйного функцiонала на один
крок?

4) Сформулювати аналiтичну форму теореми Гана-Банаха для дiйсних скалярiв.

5) Сформулювати теорему Гана-Банаха для комплексних скалярiв.

6) Сформулювати критерiй неперервностi лiнiйного функцiонала.

7) Сформулювати теорему Гана-Банаха про продовження лiнiйних неперервих
функцiоналiв в локально опуклих просторах.

8) Сформулювати теорему Гана-Банаха про продовження лiнiйних неперервих
функцiоналiв в нормованих просторах.

9) Що таке спряжений простiр до топологiчного векторного простору?

10) Коли спряжений простiр X∗ роздiляє точки у топологiчному векторному просторi
X?

11) Яка множина називається повною у топологiчному векторному просторi?

12) Сформулювати критерiй повноти Банаха.

13) Дати означення гiперпiдпростору, афiнного пiдпростору i гiперплощини.

14) Яким є зв’язок гiперпiдпросторiв з факторпросторами?

15) Яким є зв’язок гiперпiдпросторiв з ядрами лiнiйних функцiоналiв?

16) Яка розмiрнiсть гiперпiдпросторiв скiнченновимiрних векторних просторiв?

17) Яким є зв’язок мiж множиною всiх ненульвих лiнiйних функiоналiв на векторному
просторi i множиною усiх гiперплощин, якi не проходять через нуль?

18) Яким є зв’язок мiж множиною всiх ненульвих лiнiйних неперервних функiоналiв на
топологiчному векторному просторi i множиною усiх замкнених гiперплощин, якi не
проходять через нуль?

19) Сформулювати теорему Мазура.

20) Дати означення вiдкритих (замкнених) пiвпросторiв.

21) Сформулювати поняття (строгої) вiдокремностi двох множин.

22) Сформулювати теорему про вiдокремлення вiдкритої опуклої i довiльної опуклої
множини в ТВП.
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23) Сформулювати теорему про вiдокремлення компактної i замкненої опуклих множин
в ЛОП.

24) Сформулювати теорему про вiдокремлення точки i замкеної опуклої множини.

25) Сформулювати теорему про зображення замкненої опуклої множини у виглядi
перетину замкнених пiвпросторiв.

3.1.7. Вправи.

1) Знайти уявну частину v : C→ R комплексного лiнiйного функцiонала f : C→ C за
його дiйсною частиною u : C→ R, якщо

а) u(x + iy) = y;

б) u(x + iy) = x + y;

в) u(x + iy) = 4x− y.

2) Знайти дiйсну частину u : C→ R комплексного лiнiйного функцiонала f : C→ C за
його уявною частиною v : C→ R, якщо

а) v(x + iy) = x;

б) v(x + iy) = x− y;

в) u(x + iy) = 2x− 3y.

3) Встановити, якi з наступних функцiй p : R→ R є калiбрувальними функцiями

а) p(x) = max{x,−2x};
б) p(x) = max{0,−x};
в) p(x) = |2x− 1|.

4) Встановити, якi з наступних функцiй p : R2 → R є калiбрувальними функцiями

а) p(x, y) = max{x,−2x}+ max{2y,−y};
б) p(x) = max{0,−x} = max{y, 0};
в) p(x) =

√
|xy|.

5) Нехай (pn)∞n=1 – послiдовнiсть (невiд’ємних) калiбрувальних функцiй pn : R → R.
Встановити, чи є наступнi функцiї p : R∞ → R калiбрувальними функцiями на
просторi всiх фiнiтних послiдовностей R∞

а) p(x1, x2, . . . ) =
∞∑

n=1

pn(xn);

б) p(x1, x2, . . . ) =

( ∞∑
n=1

|pn(xn)|q
)1

q

, де q ≥ 1;

в) p(x1, x2, . . . ) = max
n∈N

pn(xn).
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6) Нехай X = R2 i p(x, y) = max{x,−2x} + max{2y,−y} – калiбрувальна функцiя на
X. Для пiдпростору L простору X i лiнiйного функцiонала f0 : L → R перевiрити,
що f0(x, y) ≤ p(x, y) i побудувати лiнiйне продовження f : X → R зi збереженням
оцiнки, якщо

а) L = {(x, y) ∈ R2 : x + y = 0} i f0(x, y) = x− 2y;

б) L = {(x, y) ∈ R2 : x + 2y = 0} i f0(x, y) = x + y.

7) Нехай X = R∞ i p(x1, x2, . . . ) = 1
2

∞∑
n=1

|xn| – калiбрувальна функцiя на X. Для

пiдпростору L простору X i лiнiйного функцiонала f0 : L → R перевiрити, що
f0(x) ≤ p(x) i побудувати лiнiйне продовження f : X → R зi збереженням оцiнки.
Чи обов’язково таке продовження f є неперервним?

а) L = {(xn)∞n=1 ∈ X :
∞∑

n=1

x2n = 2
∞∑

n=1

x2n−1} i f0(x1, x2, . . . ) =
∞∑

n=1

(−1)nxn;

б) L = {(xn)∞n=1 ∈ X : 2
∞∑

n=1

x2n +
∞∑

n=1

x2n−1 = 0} i f0(x1, x2, . . . ) =
∞∑

n=1

xn.

8) Нехай X – гаусдорфовий локально опуклий простiр, L – його скiнченновимiрний
пiдпростiр i f0 : L → R – лiнiйний функцiонал. Довести, що iснує функцiонал f ∈ X∗

такий, що f(x) = f0(x) для кожного x ∈ L.

9) Нехай X – гаусдорфовий локально опуклий простiр, x1, . . . , xn – лiнiйно незалежна
система елементiв i α1, . . . , αn ∈ R. Довести, що iснує функцiонал f ∈ X∗ такий, що
f(xn) = αn для кожного n ∈ N.

10) Нехай X – гаусдорфовий локально опуклий простiр, (xi)i∈I – лiнiйно незалежна сiм’я
елементiв xi ∈ X. Довести, що iснує бiортогональна сiм’я (fi)i∈I функцiоналiв fi ∈ X∗

така, що fi(xj) = δij для довiльних i, j ∈ I, де δij – це символ Кронекера.

11) Нехай X – нормований простiр i E = {x1, x2, . . . } ⊆ X. Довести, що для того, щоб
iснувало f ∈ X∗, таке, що f(xi) = αi, ‖f‖ ≤ C, необхiдно i досить, щоб для довiльного
n ∈ N i для довiльних (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Kn виконується нерiвнiсть

|
n∑

i=1

λixi| ≤ C‖
n∑

i=1

λixi‖.

12) Нехай aj = (αj,k) ∈ `1 i
∞∑

k=1

αj,kξk = βk, (∗)

де j = 1, 2, . . . – нескiнченна система лiнiйних рiвнянь з нескiнченним числом
невiдомих.

а) Нехай
∞∑

k=1

|αj,k|ξk < ∞ для довiльного j. Довести, що (∗) має обмежений розв’язок

x = (ξk), такий, що |ξk| ≤ C, тодi i тiльки тодi, коли для довiльних (λ1, λ2, . . . , λn) ∈

54



Kn виконується нерiвнiсть

|
n∑

i=1

λiβi| ≤ C

∞∑

k=1

|
n∑

j=1

λiαj,k|.

б) Нехай X = c0 i lim
k→∞

αj,k = 0 для кожного j. Довести, що для того, щоб iснував

розв’язок x = (ξk) ∈ `1, такий, що
∞∑

k=1

|ξk| ≤ C необхiдно i досить, щоб для довiльних

(λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Kn виконувалась нерiвнiсть

|
n∑

j=1

λjβj| ≤ C sup
k
|

n∑
j=1

λjαj,k|.

13) Нехай X – скiнченновимiрний гаусдорфовий простiр розмiрностi n. Довести, що
множина A ⊆ X є повною в X тодi i тiльки тодi, коли iснує лiнiйно незалежна
система x1, . . . , xn, яка складається з елементiв xk ∈ A.

14) Нехай (αn)∞n=1 – довiльна послiдовнiсть додатних чисел αn > 0. Чи є повною в
просторi R∞ множина A = {xn : n ∈ N} елементiв xn = (1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, αn, 0, 0, . . . )?

15) Нехай X = R3. Для наступних множин A ⊆ X встановити, чи iснує гiперпiдпростiр
L в X такий, що A ⊆ X. У випадку, коли такий пiдпростiр iснує, встановити, чи вiн
єдиний.

а) A = {(1, 1, 0), (1, 2,−1), (2, 3,−1)};
б) A = {(−1, 1, 0), (1,−2,−1), (−1, 0,−1)}.

16) Нехай X = R4. Для наступних множин A ⊆ X встановити, чи iснує гiперпiдпростiр
L в X такий, що A ⊆ X. У випадку, коли такий пiдпростiр iснує, встановити, чи вiн
єдиний.

а) A = {(1, 1, 0, 0), (1, 0, 2,−1), (0, 1,−2,−1), (2, 2, 0,−2)};
б) A = {(1, 0, 1, 0), (1,−2, 3,−4), (1, 1, 2,−1), (3, 1, 0, 2)}.

17) Нехай X = R3. Для наступних множин A ⊆ X встановити, чи iснує гiперплощина H

в X така, що A ⊆ X. У випадку, коли така гiперплощина H iснує, знайти функцiонал
f ∈ X∗ такий, що H = f−1(1).

а) A = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 2,−1)};
б) A = {(0, 1, 0), (2,−3, 2), (1, 2,−1)}.

18) Навести приклад двох обмежених неперетинних опуклих множин A i B у просторi
R2, якi не можна строго вiдокремити в R2.

19) Нехай A i B – вiдкритi множини у топологiчному векторному просторi X, якi можна
вiдокремити в X. Довести, що A i B можна строго вiдокремити в X.
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20) Нехай X – векторний простiр, A i B – такi опуклi пiдмножини простору X, що
A ∩ B = ∅. З допомогою леми Цорна довести, що iснують опуклi множини C i D

такi, що A ⊆ C, B ⊆ D, C ∩D = ∅ i X = C ∪D.

21) Нехай A i B – замкненi неперетиннi опуклi множини у просторi R2. Довести, що A i
B можна вiдокремити в R2.

22) Нехай A i B – замкненi неперетиннi опуклi множини у гаусдорфовому
скiнченновимiрному локально опуклому просторi X. Довести, що A i B можна
вiдокремити в X.
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3.2

Елементи теорiї двоїстостi

3.2.1. Дуальнi пари i слабка топологiя. Для вiдображення f : X × Y → Z i
точки (x, y) ∈ X × Y покладемо

fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Означення 3.2.1. Нехай X, Y i Z – векторнi простори над полем K. Вiдображення f :

X×Y → Z називається бiлiнiйним, якщо для кожної точки (x, y) ∈ X×Y вiдображення
fx i fy лiнiйнi.

Бiлiнiйний функцiонал f : X × Y → K називається бiлiнiйною формою або
спаровуванням векторних просторiв X i Y . Якщо K = R, то функцiонал f називається
дiйсним, а якщо K = C, то функцiонал f називається комплексним.

Бiлiнiйнi форми f ми позначатимемо 〈·, ·〉.
Твердження 3.2.2. Нехай X i Y – векторнi простори над полем K. Вiдображення 〈·, ·〉 :

X × Y → K є бiлiнiйною формою тодi i тiльки тодi, коли для довiльних x, x1, x2 ∈ X,
y, y1, y2 ∈ Y i α1, α2 ∈ K виконуються наступнi умови:

1) (D1) 〈α1x1 + α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉+ α1〈x2, y〉;

2) (D2) 〈x, α1y1 + α2y2〉 = α1〈x, y1〉 = α2〈x, y2〉.
Означення 3.2.3. Трiйку (X,Y, 〈·, ·〉), де X i Y – векторнi простори над полем K i
〈·, ·〉 – бiлiнiйна форма на X × Y , називатимемо дуальною парою або двоїстiстю i
позначатимемо символом 〈X, Y 〉. При цьому казатимемо, що простори X i Y з дуальної
пари 〈X,Y 〉 перебувають у двоїстостi.

Означення 3.2.4. Двоїстiсть 〈X, Y 〉 вiдокремною вiдносно першої чи другої
змiнної, якщо вона задовольняє вiдповiдно умови:

1) (S1) для довiльного x ∈ X з того, що 〈x, y〉 = 0 для кожного y ∈ Y , випливає, що
x = 0;

2) (S2) для довiльного y ∈ Y з того, що 〈x, y〉 = 0 для кожного x ∈ X, випливає, що
y = 0.

Двоїстiсть, вiдокремна вiдносно обох змiнних, називається вiдокремною.

Твердження 3.2.5. Нехай 〈X, Y 〉 – дуальна пара i y ∈ Y . Тодi функцiя py : X → R,

py(x) = |〈x, y〉|,

є переднормою на X.
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Означення 3.2.6. Сукупнiсть переднорм P = {py : y ∈ Y }, пов’язаних iз двоїстiстю
〈X, Y 〉, породжує локально опуклу топологiю на просторi X, яка називається слабкою
топологiєю, породженою двоїстiстю 〈X, Y 〉, i ми позначатимемо її σ(X, Y ).

Твердження 3.2.7. Базу околiв нуля у локально опуклому просторi Xσ = (X, σ(X, Y )

утворюють множини

Uy1,...,yn = {x ∈ X : max
1≤k≤n

|〈x, yk〉| ≤ 1},

де y1, . . . , yn ∈ Y .

Твердження 3.2.8. Слабка топологiя σ(X,Y ) є гаусдорфовою тодi i тiльки тодi, коли
двоїстiсть 〈X, Y 〉 є вiдокремною вiдносно першої змiнної.

Твердження 3.2.9. Для кожного y ∈ Y лiнiйний функцiонал f : Xσ → K, f(x) = 〈x, y〉,
неперервний.

Анологiчно вводиться слабка топологiя на просторi Y .

Означення 3.2.10. Сукупнiсть Q = {qx : x ∈ X} переднорм qx(y) = |〈x, y〉| на Y ,
пов’язаних iз двоїстiстю 〈X, Y 〉, породжує локально опуклу топологiю на просторi
Y , яка називається слабкою топологiєю, породженою двоїстiстю 〈X, Y 〉, i ми
позначатимемо її σ(Y, X).

Твердження 3.2.11. Базу околiв нуля у локально опуклому просторi Yσ = (Y, σ(Y,X))

утворюють множини

Vx1,...,xn = {y ∈ Y : max
1≤k≤n

|〈xk, y〉| ≤ 1},

де x1, . . . , xn ∈ X.

Твердження 3.2.12. Слабка топологiя σ(Y, X) є гаусдорфовою тодi i тiльки тодi, коли
двоїстiсть 〈X, Y 〉 є вiдокремною вiдносно другої змiнної.

Твердження 3.2.13. Для кожного x ∈ X лiнiйний функцiонал f : Yσ → K, f(y) = 〈x, y〉,
неперервний.

Твердження 3.2.14. Нехай X – локально опуклий простiр i Y = X∗. Вiдображення
〈·, ·〉 : X × Y → K,

〈x, y〉 = y(x),

є бiлiнiйною формою, вiдокремною вiдносно другої змiнної. Якщо, крiм того, X

гаусдорфовий, то дуальна пара 〈X, Y 〉 вiдокремна.

Означення 3.2.15. Для топологiчного векторного простору X топологiя σ(X, X∗)

називається слабкою топологiєю простору X i позначатимемо її w. Слабка топологiя
σ(X∗, X) на спряженому просторi X∗ називається слабкою* топологiєю простору X∗

i позначатимемо її w∗.
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Лема 3.2.16. Нехай f1, f2, . . . , fn, fn+1 – лiнiйнi функцiонали на векторному просторi X

над полем K такi, що
n⋂

k=1

ker fk ⊆ ker fn+1.

Тодi iснують скаляри α1, . . . αn ∈ K такi, що

fn+1 = α1f1 + . . . αnfn.

Теорема 3.2.17. Нехай 〈X,Y 〉 – дуальна пара i вiдображення ψ : Y → X l для довiльних
x ∈ X i y ∈ Y задається формулою

ψ(y)(x) = 〈x, y〉.

Тодi ψ(Y ) = (Xσ)∗.

3.2.2. Властивостi слабкої топологiї.

Теорема 3.2.18. Нехай A – опукла множина в локально опуклому просторi X. Тодi
[A] = [A]w.

Наслiдок 3.2.19. Опукла множина в локально опуклому просторi X є замкненою тодi
i тiльки тодi, коли вона є слабко замкненою.

Твердження 3.2.20. Слабке замикання одиничної сфери S у нескiнченновимiрному
дiйсному гiльбертовому просторi H дорiвнює одиничнiй кулi B.

Теорема 3.2.21. Множина A в локально опуклому просторi X є обмеженою тодi i
тiльки тодi, коли вона є слабко обмеженою.

3.2.3. Поляри.

Означення 3.2.22. Нехай 〈X, Y 〉 – дуальна пара i A ⊆ X. Полярою A◦ множини
A вiдносно двоїстостi 〈X, Y 〉 називається множина, яка визначається наступною
рiвнiстю

A◦ = {y ∈ Y : (∀x ∈ A) (|〈x, y〉| ≤ 1)}.

Аналогiчно полярою B◦ множини B ⊆ Y вiдносно двоїстостi 〈X, Y 〉 називається
множина, яка визначається наступною рiвнiстю

B◦ = {x ∈ X : (∀y ∈ B) (|〈x, y〉| ≤ 1)}.

Твердження 3.2.23. Нехай 〈X, Y 〉 – дуальна пара. Тодi

(i) поляра A◦ довiльної множини A ⊆ X вiдносно двоїстостi 〈X, Y 〉 є σ(Y, X)-
замкненою абсолютно опуклою множиною в просторi Y ;
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(ii) якщо A1 ⊆ A2 ⊆ X, то A◦
2 ⊆ A◦

1;

(iii) для довiльної сiм’ї (Ai)i∈I пiдмножин простору X виконується рiвнiсть

(⋃
i∈I

Ai

)◦

=
⋂
i∈I

A◦
i ;

(iv) для довiльної множини A ⊆ X i довiльного скаляра α ∈ K виконується рiвнiсть

(αA)◦ = 1
α
A◦.

Теорема 3.2.24. Бiполяра A◦◦ довiльної пiдмножини простору X вiдносно двоїстостi
〈X, Y 〉 є σ(X,Y )-замкненою абсолютно опуклою оболонкою множини A в просторi X.

Наслiдок 3.2.25. Бiполяра A◦◦ довiльної пiдмножини локально опуклого простору X

вiдносно двоїстостi (X,X∗) є слабко замкненою абсолютно опуклою оболонкою множини
A в просторi X.

Наслiдок 3.2.26. A◦◦◦ = A◦.

Наслiдок 3.2.27. Нехай (Ai)i∈I – сiм’я σ(X,Y )-замкнених абсолютно опуклих множин
в просторi X. Тодi (⋂

i∈I

Ai

)◦

=

[
cc

(⋃
i∈I

A◦
i

)]

σ

.

Наслiдок 3.2.28. Нехай X – нормований простiр i ϕ : X → X∗∗ – канонiчне вкладення.
Тодi ‖ϕ(x)‖ = ‖x‖ для кожного x ∈ X.

Теорема 3.2.29. Нехай X – ТВП i U – окiл нуля в X. Тодi поляра U◦ вiдносно двоїстостi
(X,X∗) є слабко* компактною множиною в просторi X∗.

Твердження 3.2.30. Нехай X – ТВП. Тодi кожна одностайно неперервна множина в
просторi X∗ є слабко* вiдносно компактною.

3.2.4. Топологiї, що узгоджуються з даною двоїстiстю.

Означення 3.2.31. Нехай 〈X,Y 〉 – дуальна пара. Систему A слабко обмежених в
просторi X множин називатимемо насиченою, якщо виконуються наступнi умови

1) (A1) (∀A1, A2 ∈ A) (∃A3 ∈ A) (A1 ∪ A2 ⊆ A3);

2) (A2) (∀A ∈ A) (∀α ∈ K) (αA ∈ A).

3) (A3) ∪A = X;

Якщо, крiм того, виконується умова
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1) (A4) кожна множина A ∈ A абсолютно опукла.

то систему A називатимемо добре насиченою.

Твердження 3.2.32. Нехай 〈X,Y 〉 – дуальна пара i A – насичена система множин в
просторi X. Тодi iснує єдина лiнiйна структура на просторi Y , для якої система

A◦ = {A◦ : A ∈ A}

є базою околiв нуля.

Означення 3.2.33. Топологiю з попереднього твердження називатимемо топологiєю
рiвномiрної збiжностi на системi A i позначатимемо TA.

Означення 3.2.34. Топологiю TB, де B – система всiх слабко обмежених множин
в просторi X, називатимемо сильною топологiєю простору Y i позначатимемо
β(Y,X).

Твердження 3.2.35. Для нормованого простору X топологiя β(X∗, X) – це нормована
топологiя простору X∗.

Означення 3.2.36. Нехай 〈X, Y 〉 – дуальна пара i T – топологiя на просторi X.
Казатимемо, що топологiя T узгоджується з двоїстiстю 〈X,Y 〉, якщо формулою
f(x) = 〈x, y〉, де y ∈ Y , задається загальний вигляд лiнiйного неперервного функцiоналу
на ТВП (X, T ).

Теорема 3.2.37 (теорема Маккi-Аренса). Локально опукла топологiя T на просторi X

узгоджується з вiдокремною вiдносно другої змiнної двоїстiстю 〈X,Y 〉 тодi i тiльки
тодi, коли T є топологiєю рiвномiрної збiжностi на деякiй добре насиченiй системi, що
складається з σ(Y, X)-компактних пiдмножин простору Y .

Означення 3.2.38. Нехай 〈X,Y 〉 – дуальна пара i C – система всiх абсолютно опуклих
σ(Y,X)-компактних пiдмножин простору Y . Топологiя TC називається топологiєю
Маккi i позначатимемо її τ(X, Y ).

Твердження 3.2.39. Нехай 〈X,Y 〉 – вiдокремна вiдносно другої змiнної дуальна пара.
Для того, щоб локально опукла топологiя T на просторi X узгоджувалась з двоїстiстю
〈X, Y 〉 необхiдно i досить, щоб

σ(X, Y ) ⊆ T ⊆ τ(X,Y ).

3.2.5. Теореми про вiдкрите вiдображення та про замкнений
графiк для повнометризовних ТВП.

Означення 3.2.40. Вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X i
Y називається вiдкритим, якщо для довiльної вiдкритої множини G в просторi X

множина f(G) є вiдкритою в просторi Y .
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Твердження 3.2.41. Нехай X,Y – ТВП i f : X → Y – лiнiйне вiдображення. Тодi f

вiдкрите тодi i лише тодi, коли для довiльного околу нуля U в просторi X множина
f(U) є околом нуля в просторi Y .

Теорема 3.2.42 (Теорема Банаха-Шаудера). Нехай X,Y – повнометризовнi ТВП i
f : X → Y – лiнiйне неперервне i сюр’єктивне вiдображення. Тодi f – вiдкрите
вiдображення.

Теорема 3.2.43 (Теорема Банаха). Нехай X,Y – повнометризовнi ТВП i f : X → Y –
лiнiйна неперервна бiєкцiя. Тодi обернене вiдображення f−1 неперервне.

Для вiдображення f : X → Y через Gr f ми позначаємо графiк

Gr f = {(x, f(x)) : x ∈ X}

вiдображення f .

Теорема 3.2.44. Нехай X,Y – повнометризовнi ТВП i f : X → Y – лiнiйне вiдображення
iз замкненим графiком. Тодi вiдображення f неперервне.

3.2.6. Контрольнi питання.

1) Дати означення бiлiнiйного вiдображення i бiлiнiйного функцiонала.

2) Дати означення дуальної пари.

3) Дати означення двоїстостi, вiдокремної вiдносно першої (другої) змiнної.

4) Дати означення слабкої топологiї. Якi множини утворюють базу околiв нуля у
слабкiй топологiї, породженiй двоїстiстю?

5) У якому випадку слабка топологiя є гаусдорфовою?

6) Що таке слабка* топологiя?

7) Сформулювати теорему про опис слабкого спряженого простору.

8) Сформулювати теорему про слабке замикання опуклої множини.

9) У якому випадку слабке замикання опуклої множини у локально опуклому просторi
є замкненим?

10) Чому дорiвнює слабке замикання одиничної сфери у нескiнченновимiрному
гiльбертовому просторi?

11) Який зв’язок мiж обмеженими i слабко обмеженими множинами у локально
опуклому просторi?

12) Дати означення поляри i сформулювати найпростiшi властивостi поляр.
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13) Сформулювати теорему про бiполяру.

14) Якi властивостi має бiполяра множини у локально опуклому просторi X вiдносно
двоїстостi (X, X∗)?

15) Який зв’язок мiж полярою i третьою полярою множини?

16) Якi властивостi канонiчного вкладення нормованого простору у другий спряжений
ви знаєте?

17) Сформулювати теорему Алаоґлу-Бурбакi про слабку∗ компактнiсть поляри ону в
ЛОП.

18) Який зв’язок мiж одностайно неперервними множинами у спряженому просторi i
слабко* вiдносно компактними?

19) Дати означення топологiї рiвномiрної збiжностi. Як утворюється база околiв нуля у
топологiї рiвномiрної збiжностi?

20) Що таке сильна топологiя?

21) Якою є сильна* топологiя на спряженому просторi до нормованого простору?

22) Як характеризується топологiя ЛОП як топологiя рiвномiрної збiжностi?

23) У якому випадку топологiя узгоджується з даною двоїстiстю?

24) Сформулювати теорему Маккi-Аренса про топологiї, що узгоджуються з даною
двоїстiстю.

25) Дати означення топологiї Маккi.

26) Як характеризуються топологiї, що узгоджуються з даною двоїстiстю?

27) Яке вiдображення називається вiдкритим?

28) У якому випадку лiнiйне вiдображення є вiдкритим?

29) Сформулювати теорему Банаха-Шаудера про вiдкрите вiдображення.

30) Сформулювати теорему Банаха про обернений оператор.

31) Сформулювати теорему Банаха про замкнений графiк.
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3.2.7. Вправи.

1) Нехай X = Y = R. Довести, що всi бiлiнiйнi функцiонали f : X × Y → R мають
вигляд f(x, y) = kxy, де k = f(1, 1) ∈ R.

2) Нехай X = Y = C. Довести, що всi бiлiнiйнi дiйснi функцiонали f : X × Y → R
мають вигляд

f(x + iy, u + iv) = k1xu + k2xv + k3yu + k4yv.

3) Нехай X, Y – векторнi простори над полем K, f : X → K, g : Y → K – лiнiйнi
функцiонали. Довести, що h(x, y) = f(x)g(y) є бiлiнiйними функцiоналом.

4) Нехай X, Y – векторнi простори над полем C, f : X × Y → C – бiлiнiйний
комплексний функцiонал, а u = Re f i v = Im f – його дiйсна i уявна частини
вiдповiдно. Довести, що u i v є бiлiнiйними дiйсними функцiоналами i встановити
зв’язок мiж ними.

5) Нехай X = Y = R∞. Довести, що вiдображення f : X × Y → R,

f(x, y) =
∞∑

n=1

xnyn,

є вiдокремною бiлiнiйною формою.

6) Нехай X – векторний простiр над полем K. Довести, що двоїстiсть 〈X,X l〉 є
вiдокремною.

7) Нехай X – гаусдорфовий локально опуклий простiр над полем K. Довести, що
двоїстiсть 〈X,X∗〉 є вiдокремною.

8) Довести, що для довiльної двоїстостi 〈X, Y 〉 слабка топологiя σ(X, Y ) є наслабшою
топологiєю на X, для якої всi функцiї fy : X → R, fy(x) = 〈x, y〉, є неперервними.

9) Нехай X = Rn i Y = X l. Довести, що слабка топологiя σ(X, Y ) збiгається з
евклiдовою топологiєю простору X.

10) Нехай X = Y = R∞ i

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn

для довiльних (xn)∞n=1 ∈ X i (yn)∞n=1 ∈ Y . Довести, що слабка топологiя σ(X, Y )

збiгається з топологiєю поточкової збiжностi на N i є слабшою, нiж вихiдна топологiя
простору фiнiтних послiдовностей R∞.

11) Нехай X = R∞. Довести, що слабка топологiя σ(X,X∗) є слабшою, нiж вихiдна
топологiя простору фiнiтних послiдовностей R∞, хоча X∗ = X l аналогiчно, як для
гаусдорфових скiнченновимiрних ЛОП.
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12) Нехай X – топологiчний векторний простiр. Довести, що топологiя σ(X∗, X) є
вiдокремною.

13) Нехай X = R∞. Довести, що слабка* топологiя σ(X∗, X) – це топологiя поточкової
збiжностi на множинi

A = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 0, . . . ) ∈ X : n ∈ N}.

14) Нехай X – топологiчний векторний простiр i множина A ⊆ X – така, що X =

sp A. Довести, що слабка* топологiя σ(X∗, X) – це топологiя поточкової збiжностi на
множинi A.

15) Довести, що кожний лiнiйний функцiонал на просторi X = R∞ є σ(X, X∗)-
неперервним.

16) Встановити, чи є слабко замкненими у банаховому просторi всiх збiжних
послiдовностей X = c наступнi множини

а) A = {(xn)∞n=1 ∈ X : lim
n→∞

xn ∈ [0, 1]};
б) A = {(xn)∞n=1 ∈ X : lim

n→∞
x2

n ∈ [1, 2]}.

17) Нехай (an)∞n=1 – послiдовнiсть невiд’ємних чисел an ≥ 0. Встановити, чи є слабко
замкненими у просторi фiнiтних послiдовностей X = R∞ наступнi множини

а) A = {(xn)∞n=1 ∈ X : |xn| ≤ an};
б) A = {(xn)∞n=1 ∈ X :

∞∑
n=1

|anxn| ≤ 1}.

18) Встановити, чи є слабко обмеженими у банаховому просторi всiх збiжних
послiдовностей X = c наступнi множини

а) A = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, n, 0, 0, . . . ) ∈ X : n ∈ N};

б) A = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 100n

n!
, 0, 0, . . . ) ∈ X : n ∈ N}.

19) Встановити, чи є слабко обмеженою у просторi фiнiтних послiдовностей X = R∞

множина
A = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, 1
n
, 0, 0, . . . ) ∈ X : n ∈ N}.

20) Нехай X = R∞. Довести, що множина B ⊆ X∗ є слабко* обмеженою тодi i тiльки
тодi для кожного n ∈ N множина

Bn = {y((0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 0, . . . )) : y ∈ B}

є обмеженою.
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21) Нехай X = Y = R2 i 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 для довiльних x = (x1, x2) ∈ X i y =

(y1, y2) ∈ Y . Знайти поляру A◦ i бiполяру A◦◦ множини A ⊆ X вiдносно двоїстостi
〈X,Y 〉, якщо

а) A = {(1, 0), (0, 1)};
б) A = {(1, 1), (1,−1)}.

22) Нехай X = Y = R3 i 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 для довiльних x = (x1, x2, x3) ∈ X

i y = (y1, y2, y3) ∈ Y . Знайти поляру A◦ i бiполяру A◦◦ множини A ⊆ X вiдносно
двоїстостi 〈X,Y 〉, якщо

а) A = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)};
б) A = {(1, 1, 1), (1,−1, 1), (−1,−1, 1)}.

23) Нехай X = R∞. Знайти поляру A◦ i бiполяру A◦◦ множини A ⊆ X вiдносно двоїстостi
〈X,X∗〉, якщо

а) A = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 0, . . . ) ∈ X : n ∈ N};

б) A = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1
n
, 0, 0, . . . ) ∈ X : n ∈ N}.

24) Нехай X = c0 – банахiв простiр всiх збiжних до нуля послiдовностей i Y = X∗.
Знайти норму лiнiйного неперервного функцiонала f : Y → R, якщо

а) f(y) = y
((

n2

2n

)∞
n=1

)
;

б) f(y) = y
((

3n

n!

)∞
n=1

)
.

25) Нехай X = R∞, Y = RN i 〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn для довiльних (xn)∞n=1 ∈ X i (yn)∞n=1 ∈ Y .

Встановити, чи є σ(Y, X)-компактною множина B ⊆ Y , якщо

а) B = {(yn)∞n=1 ∈ Y :
∞∑

n=1

|yn|
n
≤ 1};

б) B = {(yn)∞n=1 ∈ Y : |yn| ≤ n2 ∀n ∈ N}.

26) Нехай X = c0 – банахiв простiр всiх збiжних до нуля послiдовностей. Довести слабку*
компактнiсть множини B = {yn : n ∈ N} ⊆ X∗, якщо

а) yn(x) =
∞∑

k=1

xk

2n+k , де x = (xk)
∞
k=1 ∈ X;

б) yn(x) =
∞∑

k=1

xk

kn+1 , де x = (xk)
∞
k=1 ∈ X.

27) Нехай X = R∞. Довести слабку* компактнiсть множини B = {yn : n ∈ N} ⊆ X∗,
якщо

а) yn(x) = nxn, де x = (xk)
∞
k=1 ∈ X;

б) yn(x) =
∞∑

k=1

kn
k+n

xk, де x = (xk)
∞
k=1 ∈ X.
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28) Нехай 〈X,Y 〉 – двоїстiсть. Довести, що топологiя σ(X,Y ) – це топологiя TA
рiвномiрної збiжностi на системi A всiх скiнченних пiдмножин простору Y .

29) Нехай 〈X, Y 〉 – двоїстiсть, A – насичена система в просторi X i для кожного A ∈ A
множина B(A) – це замкнена абсолютно опукла оболонка множини A. Довести, що
система B = {B(A) : A ∈ A} також насичена в просторi X i TA = TB.

30) Довести, що топологiя T топологiчного векторного простору X є локально опуклою
тодi i тiльки тодi, коли T є топологiєю рiвномiрної збiжностi на системi A всiх
одностайно неперервних пiдмножин простору X∗.

31) Нехай X – локально опуклий простiр. Довести, полярне вiдображення A 7→ A◦

вiдносно двоїстостi 〈X, X∗〉 бiєктивно вiдображає систему всiх бочок в просторi X

на систему всiх замкнених абсолютно опуклих обмежених пiдмножин X∗ в топологiї
σ(X∗, X).

32) Локально опуклий простiр X є бочковим тодi i тiльки тодi, коли кожна обмежена
пiдмножина простору X∗ в топологiї σ(X∗, X) є одностайно неперервною.

33) Нехай X = R∞. Довести, що σ(X∗, X) = β(X∗, X).

34) Довести, що для локально опуклого простору X = R∞ сильна топологiя β(X,X∗) i
топологiя Маккi τ(X,X∗) дорiвнюють i збiгаються з вихiдною топологiєю простору
X.
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