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1.1. Вступ

Фiзика є фундаментальною наукою про природу, яка вивчає найза-
гальнiшi закони, що визначають поведiнку матерiї та енергiї. У си-
стемi природничих наук вона займає центральне мiсце, оскiльки її
результати використовуються в хiмiї, бiологiї, геологiї, астрономiї та
iнженерiї. Прикладна фiзика, на вiдмiну вiд фундаментальної, зосе-
реджена на практичному використаннi фiзичних законiв для ство-
рення технологiй, приладiв i методiв, що розв’язують конкретнi зав-
дання людства.

Прикладна фiзика — це роздiл фiзики, що вивчає фiзичнi явища з
метою їхнього практичного застосування в промисловостi, енергети-
цi, медицинi, комунiкацiях та iнших сферах. Її особливiсть полягає у
тiсному зв’язку з технiчними науками, iнженерiєю та технологiями,
що дозволяє швидко впроваджувати науковi вiдкриття у виробни-
цтво.

Напрями розвитку прикладної фiзики

Сучасна прикладна фiзика охоплює широкий спектр напрямiв:

• Енергетика — розробка ефективних технологiй отримання та
збереження енергiї, у тому числi вiдновлюваних джерел (соня-
чнi батареї, вiтровi турбiни, термоядерна енергетика).

• Матерiалознавство та нанотехнологiї — створення нових
матерiалiв iз заданими властивостями, дослiдження наностру-
ктур та надпровiдникiв.

• Лазернi та оптичнi технологiї — застосування лазерiв у
медицинi, промисловостi та зв’язку.

• Електронiка та iнформацiйнi технологiї — розробка мiкро-
та наноелектронних пристроїв, квантових комп’ютерiв.

• Медична фiзика — методи дiагностики та лiкування (МРТ,
УЗД, променева терапiя).
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1.2. Роль прикладної фiзики у вирiшеннi глобаль-
них проблем

Прикладна фiзика має ключове значення для подолання сучасних
глобальних викликiв. Кожна з проблем вимагає не лише наукового
розумiння, а й практичних технологiчних рiшень. Нижче наведено
детальний розгляд кiлькох iз них.

Вичерпання природних ресурсiв

Суть проблеми. Iнтенсивне використання мiнеральних ресурсiв, прi-
сної води та бiологiчних ресурсiв призводить до їх вичерпання. Зокре-
ма, деякi рiдкiснi метали (лiтiй, кобальт, iндiй) можуть стати дефi-
цитними протягом кiлькох десятилiть.

Наслiдки. Ресурсний дефiцит може спричинити економiчнi кри-
зи, технологiчне вiдставання та геополiтичнi конфлiкти. Вичерпання
запасiв прiсної води вже зараз загрожує мiльярдам людей, особливо
у посушливих регiонах.

Шляхи розв’язання. Впровадження технологiй повторного вико-
ристання та переробки, розвиток замiнникiв рiдкiсних матерiалiв,
пiдвищення ефективностi водоспоживання, перехiд до економiки за-
мкненого циклу.

Забруднення довкiлля

Суть проблеми. Антропогенна дiяльнiсть призводить до забруднен-
ня повiтря, води та ґрунтiв. Хiмiчнi вiдходи, важкi метали, пластик
та токсичнi сполуки накопичуються у бiосферi, порушуючи екоси-
стеми.

Наслiдки. Погiршення якостi повiтря спричиняє захворювання
дихальних шляхiв i серцево-судинної системи. Мiкропластик потра-
пляє у харчовий ланцюг, впливаючи на здоров’я людей та тварин.
Евтрофiкацiя водойм зменшує бiорiзноманiття.

Шляхи розв’язання. Посилення екологiчного законодавства, роз-
виток чистих технологiй виробництва, зменшення використання одно-
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разового пластику, стимулювання переробки вiдходiв.

Клiматичнi змiни та екологiчнi виклики

Суть проблеми. Зростання концентрацiї парникових газiв в атмо-
сферi внаслiдок дiяльностi людини призводить до глобального поте-
плiння, змiни клiматичних зон та танення льодовикiв у Гренландiї
та Антарктидi. Це супроводжується пiдвищенням рiвня Свiтового
океану, утворенням i розширенням озонових дiр, а також зростан-
ням частоти й iнтенсивностi екстремальних погодних явищ, таких
як урагани, повенi та посухи.

Наслiдки. Клiматичнi змiни можуть призвести до затоплення при-
бережних територiй, зменшення врожайностi, втрати бiорiзноманiт-
тя, поширення тропiчних хвороб у новi регiони та масштабних мi-
грацiй населення. Порушення клiматичної рiвноваги впливає на ста-
бiльнiсть економiк та соцiальну безпеку.

Шляхи розв’язання. Розробка екологiчно чистих технологiй ви-
робництва та транспорту, впровадження енергоефективних систем
освiтлення, опалення та охолодження, створення супутникових i сен-
сорних систем монiторингу атмосфери та океанiв, моделювання клi-
матичних процесiв для прогнозування змiн та адаптацiї, а також очи-
щення промислових викидiв за допомогою фiльтрацiйних систем та
каталiтичних реакторiв.

Продовольча безпека

Суть проблеми. Зростання чисельностi населення свiту, змiна клiма-
ту, деградацiя ґрунтiв та обмеженiсть сiльськогосподарських ресур-
сiв створюють загрозу нестачi продовольства. Нерiвномiрний розпо-
дiл продуктiв харчування мiж регiонами загострює проблему, осо-
бливо у країнах, що розвиваються.

Наслiдки. Дефiцит продовольства призводить до голоду, недо-
їдання, зниження якостi життя, зростання соцiальної напруженостi
та потенцiйних конфлiктiв за ресурси. Погiршення харчової безпеки
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безпосередньо впливає на здоров’я населення та економiчну стабiль-
нiсть держав.

Шляхи розв’язання. Використання агрофiзичних методiв контро-
лю стану ґрунтiв i рослин (спектроскопiя, дистанцiйне зондування),
впровадження тепличних комплексiв з оптимiзованим мiкроклiма-
том, застосування сенсорiв точного землеробства для мiнiмiзацiї ви-
трат води та добрив, розробка технологiй збереження продуктiв —
контроль температури, вакуумне пакування, ультрафiолетове знеза-
раження.

Охорона здоров’я

Суть проблеми. Зростання кiлькостi хронiчних i iнфекцiйних захво-
рювань, старiння населення та нерiвний доступ до медичних послуг
створюють серйознi виклики для систем охорони здоров’я у свiтi. Ви-
сока вартiсть сучасних методiв лiкування та дiагностики ускладнює
їх впровадження у бiднiших країнах.

Наслiдки. Погiршення загального стану здоров’я населення, зни-
ження тривалостi життя, зростання витрат на медичне обслуговува-
ння та зменшення продуктивностi працi. Невчасне виявлення i лiку-
вання захворювань може призвести до значних людських та еконо-
мiчних втрат.

Шляхи розв’язання. Вдосконалення методiв дiагностики (МРТ,
КТ, ПЕТ, оптична когерентна томографiя), розробка нових лазерних
та ультразвукових технологiй лiкування, використання наноматерiа-
лiв для адресної доставки лiкiв, створення бiосенсорiв для раннього
виявлення хвороб, моделювання бiофiзичних процесiв для розробки
нових терапiй.

Iнформацiйна та кiбербезпека

Суть проблеми. Зростання обсягiв цифрової iнформацiї та поширен-
ня кiберзлочинностi створюють загрозу витоку даних, зламу крити-
чно важливих систем i порушення роботи державних та комерцiйних
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структур. Новi технологiї, включно з квантовими обчисленнями, ро-
блять традицiйнi методи захисту менш ефективними.

Наслiдки. Кiбератаки можуть призвести до фiнансових втрат, зу-
пинки iнфраструктурних об’єктiв, порушення роботи банкiвської си-
стеми, витоку персональних даних та пiдриву довiри до цифрових
технологiй. У державному масштабi це загрожує нацiональнiй без-
пецi.

Шляхи розв’язання. Розробка квантових криптографiчних си-
стем, стiйких до злому, використання фiзичних випадкових гене-
раторiв ключiв, створення апаратних засобiв захисту iнформацiї на
основi фiзичних принципiв (оптичнi та магнiтнi методи), дослiджен-
ня стiйких каналiв передачi даних з використанням оптоволоконних
та радiочастотних технологiй.

Розв’язання глобальних проблем вимагає координацiї зусиль усiх
країн свiту, мiжнародних органiзацiй, наукових iнституцiй та грома-
дянського суспiльства.

1.3. Проблеми та досягнення прикладної фiзики

Сонячна енергетика

Основна задача фiзикiв полягає у пiдвищеннi ефективностi фотоеле-
ктричних перетворювачiв. Досягнення:

• Розробка кремнiєвих сонячних панелей з ефективнiстю 22−24%,
що вже доступнi на ринку (наприклад, технологiя PERC ).

• Використання перовськiтних елементiв з лабораторною ефе-
ктивнiстю понад 26% при низькiй собiвартостi виробництва.

• Гiбриднi фотоелементи (тандемнi) на основi кремнiю та перов-
ськiтiв, якi досягли ефективностi 29.8% (2023 р., лабораторнi
зразки).
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Вiтрова енергетика

Задача фiзикiв полягає в оптимiзацiї аеродинамiчних характеристик
лопатей та зменшеннi втрат при передачi енергiї. Досягнення:

• Сучаснi турбiни з дiаметром ротора понад 200 м та номiналь-
ною потужнiстю 5−20 МВт (наприклад, Siemens Gamesa SG
14-222 DD).

• Використання композитних матерiалiв з високим модулем пру-
жностi для зменшення вiбрацiй та збiльшення термiну служби.

• Системи активного керування кутом атаки лопатей для опти-
мiзацiї потужностi при змiнному вiтрi.

Накопичення енергiї

Одним з головних завдань є розробка акумуляторiв з високою пито-
мою енергiєю та тривалим ресурсом. Досягнення:

• Лiтiй-iоннi батареї з питомою енергiєю понад 250 Вт·год/кг та
понад 5000 циклiв заряду-розряду (Tesla, CATL).

• Системи накопичення на основi лiтiй-залiзо-фосфатних (LiFePO4)
елементiв, що демонструють пiдвищену безпеку.

• Прототипи твердотiльних акумуляторiв з енергоємнiстю понад
400 Вт·год/кг (Toyota, QuantumScape).

Передача енергiї

Фiзики працюють над зменшенням втрат при передаваннi енергiї на
великi вiдстанi. Досягнення:

• Лiнiї постiйного струму високої напруги (HVDC) з напругою
до 1100 кВ, що зменшують втрати до 3% на 1000 км.

• Використання надпровiдних кабелiв з робочими температура-
ми близько −196◦C (рiдкий азот) для майже безвтратної пере-
дачi.
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Термоелектрична енергетика

Основна задача фiзикiв полягає у пiдвищеннi коефiцiєнта перетво-
рення теплової енергiї в електричну, тобто термоелектричної добро-
тностi ZT , а також у створеннi матерiалiв, придатних для масового
застосування в енергетицi та утилiзацiї вiдпрацьованого тепла.

Досягнення:

• Розробка наноструктурованих сполук на основi телуриду вi-
смуту (Bi2Te3) з ZT ≈ 1.5−2.0 у дiапазонi температур 300−500 K.

• Використання напiвпровiдникових матерiалiв на основi селенi-
ду олова (SnSe), якi демонструють рекордний ZT ≈ 2.6 (лабо-
раторнi зразки) при високих температурах.

• Iнтеграцiя термоелектричних генераторiв у промисловi уста-
новки для утилiзацiї низькопотенцiйного тепла, що дозволяє
пiдвищити загальний ККД систем на 3−5%.

• Використання органiчно-неорганiчних гiбридних матерiалiв з
оптимiзованою електронною структурою для зменшення те-
плопровiдностi та пiдвищення ефективностi.

Висновки
Завдяки фiзичним дослiдженням у матерiалознавствi, квантовiй

електронiцi, аеродинамiцi та енергетичних технологiях, перехiд на
вiдновлювальнi джерела енергiї стає технiчно можливим. Подальшi
досягнення у пiдвищеннi ефективностi, зниженнi вартостi та iнтегра-
цiї систем накопичення енергiї є ключем до глобальної енергетичної
трансформацiї.

Прикладна фiзика є мiждисциплiнарною наукою, що поєднує фун-
даментальнi знання з iнженерними пiдходами для вирiшення пра-
ктичних завдань. У XXI столiттi її значення лише зростатиме, адже
технологiчний прогрес i глобальнi виклики потребують нових науко-
вих рiшень.
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1.4. Ключовi положення класичної фiзики як фун-
дамент прикладної фiзики

Вступ

Класична фiзика — це роздiл фiзики, який сформувався до початку
XX столiття i включає механiку, термодинамiку, електродинамiку та
хвильову теорiю свiтла. Хоча сьогоднi значну роль вiдiграють кван-
това механiка та теорiя вiдносностi, класична фiзика залишається
основою бiльшостi прикладних дослiджень i технологiй. Її закони
є наближеним описом реальностi, який добре працює в умовах ма-
кроскопiчних розмiрiв та малих швидкостей порiвняно зi швидкiстю
свiтла.

Основнi роздiли класичної фiзики та їх положення

1. Класична механiка (Ньютонiвська)

• Закони Ньютона, що описують взаємодiю тiл та їхнiй рух.

• Принцип вiдносностi Галiлея.

• Закони збереження механiчної енергiї та iмпульсу.

Приклади застосування: розрахунок траєкторiї польоту супутни-
кiв, проєктування транспортних засобiв, аналiз стiйкостi будiвельних
конструкцiй.

2. Термодинамiка

• Перший закон термодинамiки Енергiя не зникає i не вини-
кає з нiчого, вона лише переходить з однiєї форми в iншу.

∆U = Q− A,

де ∆U — змiна внутрiшньої енергiї, Q — пiдведена теплота, A
— робота, виконана системою.
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• Другий закон термодинамiки Тепло самовiльно переходить
вiд гарячого до холодного; усi процеси прагнуть бiльшого без-
ладу (ентропiя зростає).

∆S ≥ 0,

де S — ентропiя системи.

• Третiй закон термодинамiки При абсолютному нулi (0К)
рух атомiв зупиняється, ентропiя iдеального кристала прямує
до нуля, досягти 0К неможливо.

lim
T→0

S = 0.

Приклади застосування: проєктування холодильникiв, тепло-
вих двигунiв, систем кондицiонування та енергетичних установок.

3. Класична електродинамiка

• Закони Кулона, Ампера, Фарадея.

• Рiвняння Максвелла — узагальнене математичне формулюва-
ння електромагнiтних процесiв.

Приклад застосування: створення електрогенераторiв, трансфор-
маторiв, систем бездротового зв’язку, медичних дiагностичних при-
ладiв.

4. Хвильова теорiя

• Закони поширення хвиль у рiзних середовищах.

• Iнтерференцiя та дифракцiя свiтла.

• Поляризацiя електромагнiтних хвиль.

Приклади застосування: розробка оптичних волокон, лазерних
систем, акустичних приладiв.
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Значення класичної фiзики для прикладних дослiджень

Класична фiзика є фундаментом для:

1. Розробки моделей i розрахункiв у технiцi та iнженерiї.

2. Створення вимiрювальної апаратури.

3. Формування алгоритмiв i програмного забезпечення для симу-
ляцiй.

Висновок

Ключовi положення класичної фiзики забезпечують наукову основу
для прикладних розробок. Вони дозволяють описувати i прогнозу-
вати поведiнку систем, розробляти новi технологiї та оптимiзувати
виробничi процеси. Незважаючи на розвиток сучасних теорiй, кла-
сична фiзика залишається основним iнструментом для iнженерiв i
дослiдникiв у бiльшостi сфер.

1.5. Закони збереження: енергiї, iмпульсу, момен-
ту iмпульсу та заряду

Вступ

Закони збереження є фундаментальними принципами фiзики, якi
стверджують, що певнi фiзичнi величини залишаються сталими у
замкнених системах, незалежно вiд внутрiшнiх процесiв, що вiдбу-
ваються у цих системах. У прикладнiй фiзицi вони вiдiграють клю-
чову роль, оскiльки дозволяють будувати точнi математичнi моделi
i передбачати поведiнку технiчних та природних систем.

Закон збереження енергiї

Формулювання: повна енергiя замкненої системи залишається ста-
лою:

Eповна = const
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Ця енергiя може змiнювати форму (кiнетична, потенцiальна, внутрi-
шня, електромагнiтна тощо), але її сумарне значення не змiнюється.

Математичний запис для механiчних систем:

T + U = const

де T — кiнетична енергiя, U — потенцiальна енергiя.

Приклади застосування у прикладнiй фiзицi:

• розрахунок ефективностi теплових двигунiв i генераторiв;

• аналiз енергетичного балансу в будiвлях (енергоефективнiсть);

• проєктування акумуляторних систем та технологiй зберiгання
енергiї;

• моделювання руху космiчних апаратiв.

Закон збереження iмпульсу

Формулювання: у замкненiй системi сумарний вектор iмпульсу за-
лишається сталим:

p⃗сум =
∑
i

miv⃗i = const

де mi — маса i-го тiла, v⃗i — його швидкiсть.

Приклади застосування:

• розрахунок вiддачi вогнепальної зброї або реактивного руху;

• визначення траєкторiї зiткнень у колайнерах;

• аналiз руху транспортних засобiв при аварiях;

• стабiлiзацiя супутникiв i космiчних апаратiв за допомогою ре-
акцiйних колiс.
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Закон збереження моменту iмпульсу (кутового моменту)

Суть закону: У замкненiй системi, на яку не дiють зовнiшнi момен-
ти сил, сумарний кутовий момент системи залишається незмiнним у
часi.

L⃗заг =
∑
i

r⃗i × p⃗i =
∑
i

r⃗i × (miv⃗i) −→ L⃗ = I ω⃗,

де L⃗заг — сумарний кутовий момент системи, r⃗i — радiус-вектор ча-
стинки i вiд вибраної точки, mi — маса частинки i, v⃗i — швидкiсть
частинки i, I — момент iнерцiї тiла вiдносно осi обертання, ω⃗ — ку-
това швидкiсть тiла.

Умови застосування: Система замкнена або зовнiшнi моменти
сил вiдсутнi (

∑
M⃗зовн = 0).

Приклади:

• Обертання ковзаняра на льоду, який притискає руки до тулуба
→ швидкiсть обертання збiльшується.

• Гiроскопи зберiгають напрямок осi обертання завдяки збере-
женню кутового моменту. Використовуються у навiгацiї лiта-
кiв, кораблiв, космiчних апаратiв.

З закону збереження кутового моменту випливає другий закон Ке-
плера: «Радiус-вектор планети описує рiвнi площi за рiвнi промiжки
часу.» Iнакше кажучи, планета рухається швидше, коли ближче до
Сонця, i повiльнiше, коли далi.

За малий промiжок часу dt планета описує площу dA = 1
2rv⊥ dt:

де r — вiдстань планети вiд Сонця, v⊥ — компонента швидкостi пер-
пендикулярна радiус-вектору.

Швидкiсть змiни площi пропорцiйна моменту iмпульсу, який без
впливу зовнiшнiх моментiв сил не змiнюється:

dA

dt
=

1

2
rv⊥ =

mrv⊥
2m

=
L

2m
= const.
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Отже, другий закон Кеплера є прямим наслiдком закону збереження
кутового моменту для планети, що рухається пiд дiєю центральної
сили.

Закон збереження електричного заряду

Формулювання: алгебраїчна сума електричних зарядiв у замкне-
нiй системi залишається сталою:∑

i

qi = const

де qi — заряд i-го тiла або частинки.

Приклади застосування:

• проєктування електронних схем та систем живлення;

• розрахунок роботи акумуляторiв та конденсаторiв;

• моделювання електричних розрядiв у плазмi та газах;

• забезпечення надiйностi систем зв’язку та передачi даних.

Значення законiв збереження у прикладнiй фiзицi

Закони збереження:

1. дозволяють спрощувати складнi задачi, зменшуючи кiлькiсть
невiдомих величин;

2. забезпечують фундамент для розробки алгоритмiв чисельного
моделювання;

3. слугують критерiєм перевiрки правильностi експерименталь-
них результатiв.
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Висновок

Закони збереження енергiї, iмпульсу та електричного заряду — це
унiверсальнi принципи, на яких ґрунтується не лише класична, але
й сучасна фiзика. Вони є основою для розробки технологiй у про-
мисловостi, енергетицi, транспортi, космонавтицi, електронiцi та iн-
формацiйних технологiях.

1.6. Диференцiальне та iнтегральне числення як
математична основа фiзичних дослiджень

Вступ

Бiльшiсть фiзичних законiв формулюються у виглядi рiвнянь, що
описують змiну величин у просторi та часi. Диференцiальне та iн-
тегральне числення є основними математичними iнструментами, якi
дозволяють дослiджувати цi змiни, моделювати процеси та знаходи-
ти кiлькiснi результати на основi фiзичних моделей.

Диференцiальне числення у фiзицi

Похiдна як швидкiсть змiни величини Похiдна функцiї y =
f(x) визначається як:

dy

dx
= lim

∆x→0

∆y

∆x

У фiзицi вона описує:

• швидкiсть як похiдну вiд координати за часом: v(t) = dx
dt ;

• прискорення як похiдну вiд швидкостi: a(t) = dv
dt ;

• змiну температури, тиску, концентрацiї у часi та просторi.

Геометричний змiст похiдної. Похiдна дорiвнює тангенсу кута
нахилу дотичної до кривої y = f(x) в точцi x (f ′(x) = tanα)
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Застосування диференцiальних рiвнянь Багато фiзичних за-
конiв формулюються як диференцiальнi рiвняння:

• рiвняння Ньютона md2x
dt2 = F (x, t);

• рiвняння теплопровiдностi: ∂T
∂t = α∇2T ;

• рiвняння коливань: d2x
dt2 + ω2x = 0.

Iнтегральне числення у фiзицi

Визначений iнтеграл Iнтеграл вiд функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b]:∫ b

a

f(x) dx

У фiзицi вiн використовується для:

• обчислення роботи сили: A =
∫ x2

x1
F (x) dx;

• визначення маси тiла з непостiйною густиною: m =
∫
V ρ(r⃗) dV ;

• розрахунку електричного заряду провiдника: Q =
∫
S σ dS.

Невизначений iнтеграл Невизначений iнтеграл функцiї f(x) —
це функцiя F (x), похiдна якої дорiвнює f(x):∫

f(x) dx = F (x) + C

Вiн використовується при розв’язуваннi диференцiальних рiвнянь,
що описують фiзичнi процеси.

Фiзичнi приклади застосування

Кiнематика Знаючи прискорення a(t), можна знайти швидкiсть i
координату:

v(t) =

∫
a(t) dt, x(t) =

∫
v(t) dt
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Електродинамiка Розрахунок електричного поля за заданим роз-
подiлом зарядiв ρ(r⃗):

E⃗(r⃗) =
1

4πε0

∫
V

ρ(r⃗′)(r⃗ − r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|3
dV ′

Теплопередача Визначення теплової енергiї, переданої через по-
верхню:

Q =

∫ t2

t1

∫
S

q⃗(r⃗, t) · dS⃗ dt

де q⃗ — вектор теплового потоку.

Висновок

Диференцiальне та iнтегральне числення є невiд’ємною частиною фi-
зики. Вони дозволяють не лише описувати змiни фiзичних величин,
але й знаходити кiлькiснi характеристики процесiв, будувати мате-
матичнi моделi та робити прогнози. У прикладнiй фiзицi цi методи
лежать в основi чисельного моделювання, обробки експерименталь-
них даних i створення нових технологiй.



Роздiл 2

ТЕРМОЕЛЕКТРИКА

У роздiлi використано матерiали праць Анатичука Л.I., Фреїка Д.М.
та iнших науковцiв [1–8], присвячених систематизацiї iсторичних фа-
ктiв i сучасних дослiджень у галузi термоелектрики.

2.1. Вступ та актуальнiсть

Сучасний свiтовий енергетичний баланс зазнає значних викликiв. У
2023 роцi глобальне споживання первинної енергiї досягнуло рекор-
дних 620 ·1018Дж = 172 ·1012 кВт· год. Цей показник зростає щоро-
ку на 1.5-2.5%. Особливо стрiмким є зростання споживання електро-
енергiї у 2024 роцi. У цьому роцi воно збiльшилось на 4.3% (≈ 7.4·1012
кВт· год ), що є одним з найвищих показникiв за останнi десятилiття.

Цi тенденцiї, разом iз необхiднiстю скорочення викидiв парнико-
вих газiв, формують нагальну потребу у розвитку альтернативних,
вiдновлюваних та екологiчно чистих джерел енергiї. Одним iз пер-
спективних напрямкiв є термоелектрика.

Термоелектрика — це напрям сучасної фiзики твердого тiла та
енергетики, який вивчає перетворення теплової енергiї безпосередньо
в електричну та навпаки за допомогою термоелектричних матерiа-
лiв. Така технологiя є особливо цiнною завдяки вiдсутностi рухомих
частин, високiй надiйностi, безшумностi роботи та можливостi фун-
кцiонування в екстремальних умовах.

23
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Термоелектричнi генератори (ТЕГ) можуть працювати автоном-
но, без рухомих частин, у будь-яких клiматичних умовах, та викори-
стовувати як джерела тепла вiдпрацьованi потоки вiд промислових
процесiв, транспортних засобiв, природнi геотермальнi джерела чи
навiть тепло людського тiла.

Розвиток термоелектрики має двi основнi мотивацiї:

1. Енергетична ефективнiсть — утилiзацiя вiдпрацьованого
тепла в промисловостi, транспортi та побутi.

2. Альтернативна генерацiя — створення джерел електроенер-
гiї там, де неможливе застосування традицiйних генераторiв
(космос, автономнi сенсори, вiддаленi райони).

Iсторичний огляд

Першi вiдкриття у сферi термоелектрики датуються початком XIX
столiття:

• 1821 р. — Томас Зеєбек виявив явище виникнення електрору-
шiйної сили у замкненому контурi з двох рiзних металiв при
наявностi температурної рiзницi (ефект Зеєбека).

• 1834 р. — Жан Пельтьє вiдкрив тепловий ефект на межi двох
провiдникiв при пропусканнi електричного струму (ефект Пель-
тьє).

• 1851 р. — Вiльям Томсон (лорд Кельвiн) теоретично пояснив
взаємозв’язок мiж цими явищами та вiдкрив ефект Томсона.

Сучаснi напрями та приклади застосування

Транспорт
ТЕГ для рекуперацiї тепла з вихлопних газiв знижують витрати

палива на 3.5–10%. У гiбридних автомобiлях потенцiйна економiя
пального може сягати 10% при iнтеграцiї з системами управлiння
енергiєю.
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Носимi пристрої Гнучкi ТЕГ здатнi живити сенсори та мобiль-
нi пристрої за рахунок тепла людського тiла або сонячного випромi-
нювання.

Автономнi системи ТЕГ застосовують у космiчних апаратах,
пiдводних буях, метеостанцiях та медичних iмплантах (бiотермоеле-
ктрика).

Новi науковi тренди (2023–2025)

• Наноструктурованi матерiали — використання квантових
точок, нанодротiв i суперґраток для зменшення теплопровiд-
ностi та пiдвищення ZT.

• 2D-термоелектрики — графен, MoS2, фосфорен iз високою
рухливiстю носiїв.

• Топологiчнi iзолятори — матерiали з унiкальною електрон-
ною структурою, що поєднують високу електропровiднiсть iз
низькою теплопровiднiстю.

• Iнтеграцiя з фотоелектричними системами — одночасне
використання свiтлового та теплового спектра для генерацiї
електроенергiї.

• Бiотермоелектрика — створення енергетично автономних ме-
дичних пристроїв, що живляться вiд тепла людського тiла.

Промислове застосування термоелектрики почалося в серединi
XX столiття з появою напiвпровiдникових сполук, зокрема телуриду
вiсмуту (Bi2Te3), що мали значно вищу ефективнiсть порiвняно з
металами.
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2.2. Фiзичнi основи термоелектрики

Контактнi та термоелектричнi явища

Робота виходу

У станi термодинамiчної рiвноваги поверхня будь-якого металевого
зразка оточена тонким шаром електронiв, якi залишили метал та пе-
рейшли в навколишнiй простiр. Внаслiдок цього сам метал набуває
позитивного заряду (через втрату частини електронiв), а електрон-
ний шар — негативного. Разом вони утворюють своєрiдний плоский
конденсатор, мiж обкладками якого iснує електростатична рiзни-
ця потенцiалiв. Щоб електрон змiг покинути метал, його кiнетична
енергiя повинна перевищувати або дорiвнювати величинi, необхiднiй
для подолання електричного поля цього поверхневого «конденсато-
ра». Ця мiнiмальна енергiя i є роботою виходу електрона з металу.

Wk ≥ e∆φ.

Значення мiнiмальної кiнетичної енергiї електрона, достатньої для
виходу його з металу, називають роботою виходу й вимiрюють у не-
системних одиницях енергiї — електрон-вольтах: 1 еВ = 1.6·10−19 Дж.

Значення роботи виходу залежить як вiд роду металу, так i вiд
стану його поверхнi.

Контактна рiзниця потенцiалiв

Якщо два рiзнорiдних металевих провiдники привести в контакт, то
електрони зможуть переходити з одного провiдника в iнший i назад.
В результатi один iз провiдникiв зарядиться позитивно, а другий —
негативно, i виникне електростатичне поле, а мiж цими металами
— контактна рiзниця потенцiалiв. Рiвноважний стан такої системи
настане тодi, коли рiзниця потенцiалiв, що виникла мiж металами,
припинить перетiкання електронiв з одного металу в iнший.

Величина контактної рiзницi потенцiалiв визначається рiзницею
робiт виходу та концентрацiй електронiв у контактуючих металах.
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Розрахуємо спочатку вплив робiт виходу електронiв з металiв на
контактну рiзницю потенцiалiв. Нехай (при однакових концентра-
цiях електронiв) робота виходу електрона з металу 1 бiльша, нiж з
металу 2 (A1 > A2). Це означає, що електронам легше залишити ме-
тал 2, нiж метал 1. Пiсля утворення контакту мiж ними електрони
з металу 2 будуть частiше переходити в метал 1, нiж у зворотному
напрямку. У результатi в околi контакту метал 1 накопичить надли-
шок електронiв i зарядиться негативно, а метал 2 втратить частину
електронiв i стане позитивно зарядженим. Мiж ними виникне кон-
тактна рiзниця потенцiалiв ∆φA, яка зрештою зупинить подальший
перенос зарядiв.

Для того щоб знайти контактну рiзницю потенцiалiв ∆φA, пiдра-
хуємо роботу з перенесення електрона по замкненому контуру (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Контактна рiзниця потенцiалiв

Дiлянку d–c цього контуру виберемо поблизу поверхнi металiв 1
i 2 так, щоб вона потрапляла всередину своєрiдного конденсатора,
згадуваного вище. Оскiльки в даному разi дiють лише електроста-
тичнi (потенцiальнi) сили, то робота з перенесення електрона по за-
мкненому контуру дорiвнює нулю:

Aab + Abc + Acd + Ada = 0

e(φa − φb)− A1 + e(φc − φd) + A2 = 0

Введемо позначення:

φa − φb = ∆φab, φc − φd = ∆φA

Як показують пiдрахунки, при звичайних температурах

∆φA ≫ ∆φab,
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тому, нехтуючи значенням ∆φab, дiстанемо

∆φA ≈ A1 − A2

e
. (2.1)

Формула (2.1) описує так звану зовнiшню частину контактної
рiзницi потенцiалiв, оскiльки вона створюється за межами металiв i
дiє у приповерхневому шарi (дiлянка d–c).

Розглянемо тепер другу частину контактної рiзницi потенцiалiв ∆φn,
пов’язану з рiзницею концентрацiй електронiв у металах. Ця частина
дiє на границi контакту металiв всерединi них (центральна частина
дiлянки a–b). Очевидно, що якщо n2 > n1, то переходи електронiв
з металу 2 у метал 1 будуть вiдбуватися частiше, нiж у зворотно-
му напрямку. У результатi метал 1 зарядиться негативно, а метал 2
— позитивно, i електричне поле, що виникло, припинить подальше
перемiщення електронiв.

В областi контакту двох металiв електронний газ буде перебува-
ти в потенцiальному (електростатичному) полi, тому для розподiлу
концентрацiї електронiв застосовна формула Больцмана:

n1 = n2 exp

(
−e∆φn

kT

)
. (2.2)

Звiдси випливає:

∆φn =
kT

e
ln

n2

n1
. (2.3)

З (2.1 ) i (2.3 ) знаходимо загальний вираз для контактної рiзницi
потенцiалiв:

∆φ =
A1 − A2

e
+

kT

e
ln

n2

n1
. (2.4)

Експериментально iснування контактної рiзницi потенцiалiв уста-
новив А. Вольта, який сформулював такi закони:

1. Контактна рiзниця потенцiалiв мiж двома металами залежить
вiд їхньої хiмiчної природи й температури.

2. Контактна рiзниця потенцiалiв мiж кiнцями ланцюга, що скла-
дається з декiлькох послiдовно з’єднаних рiзнорiдних металiв, що
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Рис. 2.2. Схема експерименту Александро Вольта

знаходяться при однакових температурах, не залежить вiд властиво-
стей промiжних провiдникiв i дорiвнює контактнiй рiзницi потенцiа-
лiв, що виникає при безпосередньому сполученнi крайнiх провiдникiв
ланцюга:

∆φ = ∆φ13.

Дiйсно:
∆φ12 +∆φ23 = ∆φ13.

2.3. Ефект Зеєбека

Ефект Зеєбека полягає у виникненнi електрорушiйної сили (ЕРС) у
провiднику або напiвпровiднику, коли мiж його кiнцями iснує рiзни-
ця температур. Величину ЕРС можна записати у виглядi:

E = S ·∆T,

де S — коефiцiєнт Зеєбека [µВ/К], а ∆T = T1 − T2 — рiзниця тем-
ператур мiж гарячим i холодним кiнцями матерiалу.

Для бiльшостi напiвпровiдникiв величина S коливається у ме-
жах 100−300 µВ/К, тодi як для металiв — лише кiлька µВ/К, що
пояснює, чому для створення ефективних термоелектричних генера-
торiв використовують саме напiвпровiдники.
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Томас Йоганн Зеєбек (бiографiя)

Томас Йоганн Зеєбек, нiмецько-естонський фiзик, хiмiк i лiкар, на-
родився у 1770 роцi в ганзейському мiстечку Ревель (нинi Таллiн).
У вiцi 17 рокiв вiн вирушає до Нiмеччини, щоб вивчати медицину, i
в 1792 роцi складає випускнi iспити з медицини на вiдмiнно. Однак
пiд сильним впливом харизматичного професора фiзики Георга Крi-
стофа Лiхтенберга Зеєбек вирiшує присвятити себе фiзицi.

У березнi 1802 року вiн отримує докторський ступiнь i переїжджає
до Єни. Тут вiн потрапляє у бурхливе iнтелектуальне середовище,
центральною фiгурою якого був Йоганн Вольфганг Ґете — великий
поет, пристрасний дослiдник природи та натуралiст. Як впливовий
адмiнiстратор Веймарського двору, Ґете допомагав молодим талан-
там розпочати їхню академiчну кар’єру.

Зеєбек уперше зустрiвся з Ґете на обiдi у груднi 1803 року, де по-
знайомився i зi своїм однолiтком, майбутнiм уславленим фiлософом
Геґелем, з яким вони стали друзями. Ґете шукав асистента для до-
помоги у своїх оптичних дослiдженнях, i Зеєбек виявився чудовим
вибором. Їхня тривала спiвпраця призвела до того, що внесок Зеєбека
став важливою частиною «Теорiї кольорiв» — головного наукового
твору Ґете. Проте близькiсть до постатi Ґете почала пригнiчувати
Зеєбека, i вiн залишає Єну.

У 1818 роцi, пiсля низки мандрiв унiверситетськими мiстами Нi-
меччини, Зеєбека за його роботи з оптики обирають членом-кореспондентом
Берлiнської академiї наук.

21 липня 1820 року данський фiзик Ганс Крiстiан Ерстед опу-
блiкував своє знамените есе «Експерименти про вплив електричного
струму на магнiтну стрiлку», яке вiдкрило дверi в нову галузь науки
— електромагнетизм. Зеєбек залишає осторонь свої оптичнi експе-
рименти й занурюється в iдеї Ерстеда. Дуже швидко, пiсля кiлькох
мiсяцiв роботи, Зеєбек досягає головного результату своєї наукової
кар’єри — вiдкриття явища, яке вiн назвав «термомагнетизмом» за
аналогiєю з «електромагнетизмом» Ерстеда.

Про своє вiдкриття вiн доповiдає на засiданнi Берлiнської акаде-
мiї 16 серпня 1821 року. Згодом Ерстед вiдвiдує лабораторiю Зеєбека
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в Берлiнi, щоб ознайомитися з його експериментами, i вже в березнi
1823 року повiдомляє про вiдкриття Зеєбека на засiданнi Французь-
кої академiї наук. При цьому вiн дає фiзично правильну iнтерпрета-
цiю нового явища та вводить для нього прийнятий сьогоднi термiн
«термоелектрика».

Ерстед високо оцiнив роботу Зеєбека, назвавши її «найпрекраснi-
шим iз вiдкриттiв, що постали з його дослiджень».

Коефiцiєнт Зеєбека

Кiлькiсною характеристикою термоелектричного ефекту служить ко-
ефiцiєнт Зеєбека. Вiн характеризує рiзницю потенцiалiв мiж кiнця-
ми провiдника ∆U , що виникає при пiдтриманнi мiж ними рiзницi
температур ∆T :

S = −∆U

∆T
=

E

∆T/∆x
, (2.5)

де E =
∆U

∆x
— напруженiсть електричного поля у провiднику, а

∆T

∆x
— градiєнт температури.

Вiдповiдно, напруга, яка виникає у термопарi з двох рiзних мета-
лiв A та B з рiзницею температур T1 i T2 мiж їх кiнцями, дорiвнює

U = SB(T2 − T1)− SA(T2 − T1) = (SB − SA)(T2 − T1).

На жаль, у звичайних металах коефiцiєнт Зеєбека виявляється
досить малим, причому для рiзних металiв вiн може мати рiзнi зна-
ки (див. табл. 2.1). Наприклад, при рiзницi температур у декiлька
сотень градусiв в термопарi, одним з електродiв якої є замкнений у
вакуумi метал, напруга становить лише декiлька мiлiвольт. Переко-
наємося, використовуючи данi з таблицi. Дiйсно, при рiзницi темпе-
ратур у 300◦C в термопарi, одним з електродiв якої є вiсмут (що посi-
дає провiдне мiсце в таблицi, 73 µВ/К), а другим — сурма (47 µВ/К),
створювана напруга становитиме близько 36 мВ. Таким чином, щоб
замiнити двi звичайнi пальчиковi батарейки, якi використовуються
в комп’ютерних мишках, пультах та багатьох iнших гаджетах, до-
велося б з’єднати близько 80 таких термопар i пiдтримувати мiж
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їхнiми електродами рiзницю температур у 300◦С. Це виглядає надто
складно!

Табл. 2.1. Коефiцiєнт Зеєбека в звичайних металах

Метал Коефiцiєнт S, мкВ/К Метал Коефiцiєнт S, мкВ/К
(вiдносно свинцю) (вiдносно платини)

Вiсмут −72 Срiбло +7,1
Нiкель −15,6 Мiдь +7,6

Кобальт −15,0 Золото +7,7
Залiзо −16,2 Сурма +47,0
Калiй −9,0

Розвиток дослiджень термоелектричного ефекту

Термоелектрика досить швидко знайшла своє застосування, принайм-
нi у фiзичних лабораторiях. Так, вiдомий усiм закон Ома був вiдкри-
тий i описаний Георгом Симоном Омом у двох статтях (1826 та 1827
рокiв). Пiсля публiкацiї першої статтi Ому порадили вiдмовитися вiд
гальванiчної батареї, оскiльки пiд час вимiрювань електрорушiйна
сила такого джерела iстотно змiнювалася. Бiльш точнi результати
вимiрювань для другої статтi були отриманi завдяки використанню
саме термоелектричного джерела струму (пара мiдь–вiсмут), здатно-
го пiдтримувати постiйну напругу.

А що ж з поясненням явища термоелектрики? До середини 30-
х рокiв ХХ столiття не iснувало мiкроскопiчного розумiння будови
металiв. Для створення вiдповiдної теорiї необхiдно було передусiм
зрозумiти структуру атомiв, що їх утворюють, а потрiбний для цьо-
го математичний та понятiйний апарат — квантова механiка — був
сформульований лише наприкiнцi 1920-х рокiв. Проте на феномено-
логiчному рiвнi розумiння явища термоелектрики поступово розви-
валося. У другiй половинi XIX столiття в працях Гiббса, Больцма-
на та iнших учених формується нова галузь фiзики — статистична
механiка, яка вивчає системи з великим числом частинок. Описува-
ти їхнi властивостi за допомогою класичної механiки було неможли-
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во: не лише розв’язати, але навiть записати рiвняння для великої
кiлькостi частинок практично нереально. Натомiсть ученi вiдкрили
новi, так званi статистичнi закономiрностi. Вони зрозумiли, що
для адекватного опису властивостей системи надлишкова iнформа-
цiя (координати й швидкостi всiх частинок) не потрiбна. Потрiбно бу-
ло навчитися користуватися статистичними характеристиками. Так
зароджувалися елементи статистичної фiзики.

У 1875 роцi Джозайя Вiллард Гiббс уводить нову характеристику
системи великої кiлькостi частинок: хiмiчний потенцiал µ — енер-
гiю, яку необхiдно витратити для введення в систему великого числа
частинок ще однiєї частинки. В умовах рiвноваги ця величина зали-
шається сталою в усьому об’ємi системи — iнакше частинки пере-
тiкали б з одного мiсця в iнше. Поняття хiмiчного потенцiалу легко
узагальнюється i на випадок перебування системи у зовнiшньому по-
лi, пiд яким далi ми будемо розумiти електричне поле з потенцiалом
φ. Для цього до хiмiчного потенцiалу µ потрiбно додати вiдповiдну
потенцiальну енергiю частинки з зарядом q, яку вона набуває при
входженнi в систему. Таким чином, умовою рiвноваги виявляється
сталiсть електрохiмiчного потенцiалу :

µел.хiм = µ+ qφ.

Повернiмося до дослiдiв Алессандро Вольта 1794 року. Протиле-
жнi кiнцi залiзного провiдника вiн занурював у киплячу та крижа-
ну воду, створюючи в системi вiльних електронiв у металi градiєнт
температури. Такi електрони разом iз нагрiвачем i холодильником,
строго кажучи, не утворюють рiвноважної системи: для пiдтриман-
ня рiзницi температур необхiдно безперервно пiдводити та вiдводити
тепло.

Однак якщо кiнцi провiдника не з’єднанi в електричне коло (ска-
жiмо, лапкою жаби), електрони на початку перемiщуються так, щоб
їхня густина вiдповiдала локальнiй температурi (як у будь-якого газу
при сталому тиску: де холоднiше, там густина бiльша). Проте еле-
ктрони є зарядженими частинками, i тому всерединi металу виникає
вiдмiнне вiд нуля електричне поле, а мiж кiнцями провiдника — рi-
зниця потенцiалiв. Ось вам i пояснення термоелектрики — достатньо
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лише знати про iснування у металi вiльних електронiв (сам електрон
був вiдкритий лише у 1897 роцi).

Як виписане вище перетворити у корисну формулу для коефiцi-
єнта Зеєбека? Потрiбно всього кiлька рядкiв. Електрохiмiчний по-
тенцiал у провiднику залишається сталим:

µ+ qφ = const.

Отже, його похiдна за координатою (провiдник вважаємо одно-
мiрним) дорiвнює нулю:

dµ

dx
+ q

dφ

dx
= 0.

Остання похiдна є не що iнше, як узята з протилежним знаком
напруженiсть електричного поля:

E = −dφ

dx
.

Таким чином, ми приходимо до рiвняння

dµ

dx
= qE.

Нехай електрохiмiчний потенцiал залежить вiд температури. Тодi

dµ

dx
=

dµ

dT

dT

dx
.

Порiвнюючи з попереднiм рiвнянням, отримаємо

qE =
dµ

dT

dT

dx
.

Згiдно (2.5) коефiцiєнт Зеєбека S входить у спiввiдношення

E = S
dT

dx
,
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В результатi отримаємо

S =
1

q

dµ

dT
.

Висновок. Для отримання бiльших значень коефiцiєнта Зеєбека
потрiбно щоб хiмiчний потенцiал бiльше залежав вiд температури.
У напiвпровiдникiв ця залежнiсть значно вища, оскiльки кiлькiсть
вiльних носiїв заряду залежить вiд температури.

Табл. 2.2. Коефiцiєнт Зеєбека в напiвпровiдниках

Матерiал Тип Коефiцiєнт Зеєбека, мкВ/К
Вiсмут Метал −73
Константан Метал −35
Нiкель Метал −15
Платина Метал 0
Алюмiнiй Метал 3.5
Германiй Напiвпровiдник 300
Кремнiй Напiвпровiдник 440
Теллур Напiвпровiдник 600
Селен Напiвпровiдник 900

Лише у 1929 роцi, спираючись на експериментальне виявлення
високих значень (сотнi мiкровольт на кельвiн) коефiцiєнта Зеєбека
у напiвпровiдниках, Абрам Федорович Iоффе висунув iдею, що для
пiдвищення ККД термоелементiв слiд замiнити метали напiвпровiд-
никами.

Зрозумiти, чому саме напiвпровiдники є бiльш перспективними
матерiалами для термоелектричних джерел енергiї, можна так. При
оцiнцi коефiцiєнта Зеєбека у металах ми використовували той факт,
що кiлькiсть електронiв не змiнюється. У напiвпровiдниках це не так
– концентрацiя носiїв заряду дуже сильно (експоненцiйно) залежить
вiд температури, призводячи до набагато сильнiшої залежностi хiмi-
чного потенцiалу вiд неї. Саме це й зумовлює великi значення кое-
фiцiєнта Зеєбека в напiвпровiдниках (див. табл.2.2).
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Подальшi дослiдження вiдкритого Зеєбеком явища продовжили-
ся у 1830-х роках у роботах Жана Пельтьє, який вiдкрив обернений
термоелектричний ефект: нагрiвання чи охолодження контакту двох
провiдникiв при протiканнi через нього електричного струму. Суть
цього явища кiлькома роками пiзнiше вивчав фiзик нiмецького по-
ходження, один iз засновникiв електротехнiки Генрiх Фрiдрiх Емiль
Ленц. Вiн помiстив краплю води у заглиблення на стику двох стер-
жнiв з вiсмуту та сурми (iз опором R) i виявив, що при проходженнi
електричного струму I в одному напрямку крапля перетворювалася
на лiд, а при змiнi напрямку на протилежний лiд танув. Цей простий
i вражаючий експеримент показав, що пiд час протiкання через кон-
такт двох рiзних металiв струму, окрiм вiдомого джоулевого тепла
(I2R), видiляється або поглинається додаткове тепло, пропорцiйне
першому степеню струму. Це тепло отримало назву тепло Пельтьє.

2.4. Ефект Пельтьє

Ефект Пельтьє полягає у видiленнi або поглинаннi теплоти на межi
контакту двох провiдникiв чи напiвпровiдникiв при проходженнi еле-
ктричного струму. На вiдмiну вiд джоулевого нагрiвання, яке завжди
призводить до видiлення теплоти, ефект Пельтьє може бути як ен-
дотермiчним (поглинання теплоти), так i екзотермiчним (видiлення
теплоти), залежно вiд напрямку струму. Таким чином, ефект Пель-
тьє є зворотним до ефекту Зеєбека i лежить в основi роботи термо-
електричних охолоджувачiв. Фiзична природа ефекту пояснюється
тим, що електрони або дiрки, переходячи через межу двох матерiа-
лiв з рiзними енергетичними структурами, змiнюють свою енергiю.
Надлишкова енергiя вiддається у виглядi теплоти до гратки, або ж,
навпаки, енергiя забирається з гратки.

Кiлькiсть теплоти, яка видiляється або поглинається на контактi
за час t, описується рiвнянням:

Q = ΠIt,

де Π — коефiцiєнт Пельтьє, що залежить вiд властивостей матерiа-
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лiв, I — сила струму через контакт.
Коефiцiєнт Пельтьє пов’язаний з коефiцiєнтом Зеєбека α спiввiд-

ношенням:
Π = S · T,

де T — абсолютна температура.

2.5. Ефект Томсона

Ефект Томсона описує тепловi явища в однорiдному провiднику з
градiєнтом температури, крiзь який протiкає електричний струм.
Видiлення або поглинання тепла в цьому випадку дорiвнює:

q = τ · I · dT
dx

,

де τ — коефiцiєнт Томсона [В/К], dT
dx — градiєнт температури.

2.6. Термоелектрична добротнiсть

Ефективнiсть термоелектричних матерiалiв оцiнюють за безрозмiр-
ним параметром термоелектричної добротностi :

ZT =
S2σT

κ
,

де σ — електропровiднiсть, κ — теплопровiднiсть, T — абсолютна
температура. Чим бiльше значення ZT , тим вища ефективнiсть ма-
терiалу. Для практичного використання бажано, щоб ZT > 1, але
сучаснi науковi дослiдження вже наближаються до ZT ≈ 3−4 у ла-
бораторних зразках.

Коефiцiєнт корисної дiї термоелектричного генератора

Можна показати, що термоелектрична добротнiсть ZT — безрозмiр-
на величина, що характеризує ефективнiсть термоелектричного ма-
терiалу i визначає максимально можливий коефiцiєнт корисної дiї
термоелектричного перетворювача.
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Коефiцiєнт корисної дiї η термоелектричного пристрою визнача-
ється вiдношенням енергiї, переданої навантаженню за час t, до пов-
ної теплової енергiї, поглинутої контактом за цей же час. Оскiльки
в електричному колi максимальну потужнiсть на зовнiшньому на-
вантаженнi отримується у випадку, коли опiр навантаження дорiв-
нює внутрiшньому опору джерела, то у формулi для η в чисельнику
можна записати максимальну джоулеву енергiя в термоелементi –
1
4U

2t/R, де U — термоелектрична напруга (U = S∆T ), а опiр про-
вiдника з питомим опором ρ, довжиною ∆l та площею перерiзу A
становить R = ρ∆l

A = ∆l
σA . В знаменнику η мiститься енергiя, яка

дорiвнює добутку теплового потоку q = κ∆T
∆l , площi перерiзу A, ча-

су t та рiзницi температур. Таким чином, з точнiстю до постiйного
коефiцiєнта 1

4 :

η =
U 2t/R

κ∆T
∆l At

=
S2σ∆T

κ
,

де σ = 1/ρ — питома електропровiднiсть матерiалу термоелемента,
S — коефiцiєнт Зеєбека, κ — теплопровiднiсть матерiалу.

Величина
Z =

S2σ

κ
(2.6)

називається термоелектричною добротнiстю матерiалу. Вона
характеризує ефективнiсть термоелектричного пристрою i має роз-
мiрнiсть обернену до температури ([Z] = 1/K). Коефiцiєнт Зеєбе-
ка, електропровiднiсть i теплопровiднiсть залежать вiд температури.
Це означає, що при проєктуваннi термоелектричних генераторiв по-
трiбно враховувати оптимальний робочий дiапазон температур. Для
прикладу:

• Bi2Te3 — оптимальна робоча температура близько 300K (кiм-
натна температура);

• PbTe — працює ефективно у дiапазонi 500−900K;

• оксиди кобальту — понад 1000K.
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Залежнiсть вiд температури добротностi вiдомих напiвпровiдни-
кових матерiалiв наведена на рис. 2.3. З рисунка видно, що кожний
матерiал має високу добротнiсть лише в певному температурному
дiапазонi.

Рис. 2.3. Залежнiсть термоелектричної добротностi вiдомих термо-
електричних матерiалiв вiд температури [8]

Часто використовують безрозмiрну термоелектричну добротнiсть

ZT =
S2σT

κ
. (2.7)

Безрозмiрна термоелектрична добротнiсть сучасних напiвпровiд-
никових матерiалiв досягає величини 2 . . . 3. Для того щоб термо-
електричнi пристрої стали конкурентоспроможними у порiвняннi з
iншими технологiями вiдновлюваної енергетики (наприклад, соня-
чною або геотермальною), необхiдно досягти значень ZT > 4.

На жаль, для металiв цей показник добротностi виявляється дуже
малим: при робочих температурах термоелектричних пристроїв вiн
становить лише порядку 10−3 – 10−4.

Приклад розрахунку добротностi Z для мiдi
Для мiдi при кiмнатнiй температурi характернi такi параметри:

S ≈ 1.5 · 10−6 В/К, σ ≈ 5.8 · 107 См/м, κ ≈ 400Вт/(м*К).
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Пiдставляючи значення, отримаємо:

Z =
(1.5 · 10−6)2 · (5.8 · 107)

400
≈ 3.3 · 10−7 К−1.

Висновки

• Отримане значення термоелектричної добротностi для мiдi є
надзвичайно низьким.

• При кiмнатнiй температурi маємо ZT ≈ 10−4, що робить мiдь
непридатною для використання як активний матерiал у термо-
електричних перетворювачах.

• Метали (зокрема мiдь) застосовують лише як електроди та кон-
такти, тодi як ефективнi термоелектричнi матерiали — це на-
пiвпровiдники з великим коефiцiєнтом Зеєбека та малою тепло-
провiднiстю.

Очевидно, що для пiдвищення ефективностi термоелектричного
пристрою слiд:

• збiльшувати коефiцiєнт Зеєбека матерiалу;

• збiльшувати його електропровiднiсть;

• зменшувати ґраткову теплопровiднiсть.

Як ми вже бачили, коефiцiєнт Зеєбека в металах є дуже малим
через велику концентрацiю електронiв i вiдповiдно велику енергiю
Фермi. Водночас електрони забезпечують металам високу електро-
провiднiсть. Але метали також мають i високу теплопровiднiсть.

Електропровiднiсть металу жорстко пов’язана з електронним вне-
ском у теплопровiднiсть законом Вiдемана–Франца:

κe

σT
= L,
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де L — стала Лоренца. Тобто збiльшення електропровiдностi призво-
дить до зростання теплопровiдностi.

Окрiм електронiв, тепло в металi переноситься також ґраткою.
Її внесок κp при кiмнатних температурах може бути значним, тому
повна теплопровiднiсть становить:

κ = κe + κp.

Таким чином, пiдвищення ефективностi термоелектричних при-
строїв на практицi зводиться до оптимiзацiї трьох параметрiв: збiль-
шення коефiцiєнта Зеєбека S, збiльшення електропровiдностi σ та
зменшення ґраткової теплопровiдностi κp.

2.7. Сучаснi матерiали та технологiї

Класичнi напiвпровiдниковi сполуки

Першi ефективнi термоелектричнi матерiали з’явилися у серединi
XX столiття. Найбiльш вiдомими стали:

• Bi2Te3 — телурид вiсмуту, ефективний у дiапазонi температур
250−400K.

• PbTe — телурид свинцю, застосовується при 500−900K.

• SiGe — кремнiй-германiєвi сплави, використовуються при тем-
пературах понад 1000K.

Цi матерiали стали основою для промислових термоелектричних ге-
нераторiв, що працювали в космiчних апаратах i системах охолодже-
ння.

Наноструктурованi матерiали

Останнi десятилiття показали, що наноструктуризацiя матерiалу мо-
же суттєво пiдвищити його ефективнiсть. До таких методiв нале-
жать:
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1. Квантовi точки — наночастинки розмiром кiлька нанометрiв,
якi розсiюють фонони та зменшують теплопровiднiсть.

2. Суперґратки — перiодичнi шари рiзних напiвпровiдникiв тов-
щиною у кiлька нанометрiв.

3. Нанопористi структури — матерiали з високим вмiстом на-
нопор, що зменшують теплопровiднiсть без суттєвого впливу
на електропровiднiсть.

Дослiдження показали, що наноструктурованi Bi2Te3 можуть дося-
гати значень ZT > 2 у кiмнатному дiапазонi температур.

Топологiчнi iзолятори

Топологiчнi iзолятори — це новий клас матерiалiв, якi мають iзо-
ляцiйний об’єм i провiдну поверхню. Вони демонструють унiкальнi
електроннi властивостi, що можуть призвести до значного пiдвище-
ння коефiцiєнта Зеєбека. Прикладом є легованi сполуки на основi
Bi2Te3 та Sb2Te3.

Оксиднi матерiали

Оксиди металiв (наприклад, Ca3Co4O9) мають високу термiчну ста-
бiльнiсть i можуть працювати при температурах понад 1000K. Їх
основна перевага — хiмiчна стiйкiсть i екологiчна безпечнiсть, що
робить їх перспективними для промислових печей та енергетичних
установок.

Органiчнi термоелектрики

Органiчнi провiднi полiмери, такi як полiанiлiн та полi(3,4-етилендiокситiофен)
(PEDOT), мають низьку теплопровiднiсть i гнучку механiчну стру-
ктуру. Це дозволяє створювати гнучкi термоелектричнi генератори,
що iнтегруються у тканини та переносну електронiку.
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Приклади промислового впровадження

• Автомобiльнi компанiї тестують термоелектричнi модулi для
утилiзацiї тепла вихлопних газiв.

• У Японiї встановлюють термоелектричнi панелi на гарячих тру-
бопроводах, щоб живити датчики без батарейок.

• NASA використовує радiоiзотопнi термоелектричнi генератори
на зондах Voyager, Curiosity та Perseverance.

2.8. Висновки

Термоелектрика, поєднуючи фундаментальнi фiзичнi принципи з iн-
новацiйними матерiалами, має значний потенцiал для вирiшення енер-
гетичних та екологiчних проблем XXI столiття. Подальшi дослiдже-
ння у галузi наноструктур, топологiчних матерiалiв та iнтеграцiйних
енергетичних систем вiдкривають шлях до досягнення ZT > 3 у про-
мислових умовах.
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Роздiл 3

КОМП’ЮТЕРНА ФIЗИКА

3.1. Вступ

Комп’ютерна фiзика — це напрям прикладної фiзики, що використо-
вує методи чисельного аналiзу та комп’ютерного моделювання для
розв’язання фiзичних задач, якi неможливо або надто складно ви-
рiшити аналiтичними методами. Сучаснi обчислювальнi технологiї
дозволяють моделювати системи будь-якої складностi — вiд атомiв i
молекул до клiмату планети.

Методи комп’ютерного моделювання

• Метод скiнченних рiзниць — апроксимацiя похiдних у ди-
ференцiальних рiвняннях кiнцевими рiзницями.

• Метод скiнченних елементiв — розбиття областi на елемен-
ти простої форми та розв’язання рiвнянь у кожному з них.

• Метод Монте-Карло — статистичне моделювання процесiв
за допомогою випадкових чисел.

• Метод молекулярної динамiки — чисельне вiдтворення ру-
ху великої кiлькостi частинок з урахуванням взаємодiй.

• Спектральнi методи — розклад функцiй у ряди та викори-
стання швидких перетворень Фур’є.

45
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Iнструменти комп’ютерної фiзики

Для реалiзацiї чисельних методiв використовують:

• спецiалiзованi програмнi пакети (COMSOL Multiphysics, ANSYS,
Matlab, Origin);

• мови програмування (Python, C++, Fortran);

• бiблiотеки чисельних обчислень (NumPy, SciPy, Matplotlib, TensorFlow);

• суперкомп’ютери та обчислювальнi кластери для складних ба-
гатофакторних моделей.

COMSOL Multiphysics — це програмний пакет для комп’ютерного
моделювання фiзичних процесiв методом скiнченних елементiв. Вiн
дозволяє будувати математичнi моделi та симулювати явища у фiзи-
цi, хiмiї, бiологiї та iнженерiї. COMSOL має модулi для електрома-
гнетизму, теплопередачi, механiки, гiдродинамiки, акустики, кванто-
вих i наноструктурних задач. У ньому можна розв’язувати системи
рiвнянь у частинних похiдних (PDE), що описують фiзичнi про-
цеси, та поєднувати рiзнi фiзичнi ефекти (так званий multiphysics
пiдхiд). COMSOL широко застосовується у науцi та промисловостi
для проєктування сенсорiв, наноструктур, енергетичних пристроїв,
антен тощо.

ANSYS — iнший потужний програмний комплекс для iнже-
нерного моделювання. Вiн орiєнтований на задачi механiки, мiцно-
стi, теплопередачi, гiдродинамiки та електромагнiтних розрахункiв.
ANSYS також базується на методi скiнченних елементiв (FEM), ме-
тодi об’ємiв (FVM) та iнших чисельних методах. До складу паке-
та входять спецiалiзованi модулi: ANSYS Mechanical (механiка i мi-
цнiсть конструкцiй), ANSYS Fluent (гiдродинамiка, газодинамiка),
ANSYS HFSS (високочастотна електродинамiка та антени). ANSYS
активно використовується у машинобудуваннi, авiацiї, автомобiльнiй
промисловостi, енергетицi для розрахунку конструкцiй i оптимiзацiї
виробiв.

Коротке порiвняння:
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• COMSOL — унiверсальний i зручний для наукових дослiджень,
орiєнтований на фiзикiв та дослiдникiв, якi будують власнi мо-
делi.

• ANSYS — iнженерний комплекс, орiєнтований на промислове
проєктування та перевiрку конструкцiй.

Origin — це програмний пакет для обробки та вiзуалiзацiї експе-
риментальних даних. Вiн спецiалiзується на побудовi графiкiв, ста-
тистичному аналiзi та апроксимацiї експериментальних результатiв.
Origin надає зручнi iнструменти для створення публiкацiйної якостi
графiкiв, виконання регресiйного аналiзу, аналiзу Фур’є, обробки ве-
ликих масивiв даних та автоматизацiї обчислень.

Застосування у прикладнiй фiзицi

Комп’ютерне моделювання використовується у:

• Аеродинамiцi — розрахунок обтiкання лiтакiв, автомобiлiв,
турбiн.

• Молекулярнiй фiзицi — моделювання структури бiлкiв, на-
номатерiалiв.

• Астрофiзицi — симуляцiї формування галактик, еволюцiї зi-
рок.

• Клiматологiї — прогнозування клiматичних змiн.

• Енергетицi — оптимiзацiя роботи реакторiв, вiтрових i соня-
чних установок.

• Медичнiй фiзицi — моделювання поширення ультразвуку та
лазерного випромiнювання в тканинах.
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Висновок

Комп’ютерна фiзика поєднує фундаментальнi закони фiзики, мате-
матичнi методи та обчислювальнi технологiї. Вона дозволяє вирi-
шувати задачi, якi ранiше були недоступнi, скорочує час i вартiсть
дослiджень, забезпечує можливiсть вивчення систем у широкому дi-
апазонi масштабiв — вiд нанометрiв до космiчних вiдстаней.

3.2. Алгоритми та графiчний спосiб їх опису

Алгоритм — це чiтко визначена, скiнченна послiдовнiсть iнструкцiй
або дiй, яку виконавець (людина чи комп’ютер) має виконати для
розв’язання задачi або досягнення конкретного результату. Iншими
словами, алгоритм задає правило обробки вхiдних даних з метою
отримання очiкуваного виходу.

У програмуваннi алгоритми вiдiграють ключову роль, проте во-
ни не залежать вiд конкретної мови реалiзацiї. Алгоритм визначає
порядок виконання дiй i може включати умови, цикли та операцiї
з даними. Завдяки цьому програми працюють ефективно, забезпе-
чуючи оптимальне розв’язання поставлених задач. Один алгоритм
може бути реалiзований у виглядi рiзних програм на будь-якiй мо-
вi програмування. Це пiдкреслює унiверсальнiсть алгоритмiв, якi не
залежать вiд конкретних засобiв реалiзацiї.

Умiння створювати алгоритми є фундаментальною навичкою про-
грамiста. Воно дозволяє:

• аналiзувати складнi завдання та розбивати їх на простiшi;

• знаходити ефективнi рiшення й оптимiзувати процеси;

• пiдвищувати продуктивнiсть програм i зменшувати навантаже-
ння на систему;

• структурувати мислення й приймати обґрунтованi рiшення пiд
час проєктування коду.

Алгоритмiчне мислення розвиває не лише логiку, а й творчий
пiдхiд: воно допомагає вдосконалювати iснуючi методи й створювати
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iнновацiйнi програмнi рiшення. Формування цих навичок потребує
часу та практики, проте зусилля окупаються, вiдкриваючи широкi
можливостi для професiйного зростання.

Алгоритмiчне мислення – це здатнiсть аналiзувати проблеми
та розробляти логiчнi рiшення, використовуючи алгоритми. Воно вi-
дiграє важливу роль у програмуваннi, оскiльки дозволяє розбивати
складнi завдання на простiшi кроки та послiдовно їх вирiшувати.

Ось деякi ключовi аспекти алгоритмiчного мислення:

• Декомпозицiя задачi: Розбивайте складне завдання на дрi-
бнiшi завдання. Це допомагає зробити процес вирiшення бiльш
керованим. Починайте iз загального опису завдання та послi-
довно розбивайте його на простiшi кроки, кожен з яких може
бути вирiшений окремо.

• Абстракцiя: Вмiння видiляти основнi аспекти завдання та
iгнорувати непотрiбнi деталi допомагає спростити розробку ал-
горитму. Зосередьтеся на ключових кроках та логiцi рiшення,
не торкаючись деталей, якi не впливають на результат.

• Логiчнi правила: Розумiння та застосування умов (if-else)
та циклiв (for, while) допомагає керувати ходом виконання
алгоритму. Умови дозволяють виконувати певнi дiї залежно вiд
заданих умов, а цикли — повторювати дiї до виконання умови.

• Аналiз та покращення алгоритмiв: Розвивайте навичку
оцiнки та аналiзу алгоритмiв. Усвiдомлюйте, якi алгоритми
ефективнi, а якi можна покращити. Порiвнюйте рiзнi пiдходи
до вирiшення задачi та вибирайте найбiльш оптимальнi.

Базовi поняття алгоритмiв:

• Вхiднi данi — iнформацiя, яка подається на вхiд алгоритму
(числа, рядки, об’єкти тощо).

• Вихiднi данi — результат роботи алгоритму пiсля його викона-
ння.
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• Послiдовнiсть дiй — порядок операцiй, що визначає логiку
розв’язання задачi.

Властивостi алгоритмiв

• Визначенiсть: Алгоритм повинен бути однозначним, що ви-
ключає довiльнiсть тлумачення будь-якого розпорядження та
заданого порядку виконання.

• Результативнiсть: Реалiзацiя обчислювального процесу по-
винна через певне число крокiв привести до видачi результату
або повiдомлення про неможливiсть розв’язання задачi.

• Масовiсть: Один алгоритм можна застосовувати для розв’язання
однотипних задач з рiзними початковими даними. Це дозволяє
створювати типовi програми для рiзних варiантiв завдань.

• Дискретнiсть: Алгоритм обчислювального процесу можна роз-
членувати на окремi етапи або елементарнi операцiї.

Способи та форми опису алгоритмiв

Основнi способи опису алгоритмiв:

1. Словеснi.

2. Словесно-формульнi.

3. Графiчнi (схеми, блок-схеми).

4. Однiєю з мов програмування.

Алгоритм може бути виражений словесно, записаний у виглядi
тексту (з використанням спецiальної навчальної алгоритмiчної мови)
або зображений у виглядi схеми.

Словесний опис використовується для формулювання правила
чи плану. Словесно-формульний опис передбачає застосування
певних обчислень або спiввiдношень.
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Схема — це графiчне зображення алгоритму за допомогою гео-
метричних блокiв, якi позначають команди. Схема дозволяє наочно
простежити процес виконання алгоритму.

Елементи схеми:

• Графiчнi фiгури, що вiдображають окремi етапи рiшення зада-
чi i мiстять текст вiдповiдної команди.

• Лiнiї зi стрiлками, якi вказують послiдовнiсть виконання ета-
пiв.

Блок-схема алгоритму — графiчне зображення логiчної стру-
ктури алгоритму. Кожний етап вiдображається геометричною фiгу-
рою (блоком) певної форми залежно вiд характеру операцiї. Блоки
з’єднуються стрiлками, якi визначають порядок виконання операцiй
i формують логiчну структуру алгоритму.

Основнi структури алгоритмiв:

• Слiдування (послiдовнiсть крокiв).

• Розгалуження (умовнi команди, if-else).

• Повторення (цикли for, while).

Команда — записаний в алгоритмi наказ виконавцю. Блок-
схема — наочне графiчне зображення алгоритму, де окремi дiї зо-
бражуються блоками, а зв’язки мiж ними позначенi стрiлками.

План складання алгоритму

1. Уважно прочитати умову задачi.

2. Визначити:

• що дано (аргументи);
• що потрiбно знайти (результати);
• у якому виглядi представленi аргументи i результати (ти-

пи).
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3. Записати заголовок алгоритму.

4. Визначити шляхи вирiшення задачi та необхiднi промiжнi ве-
личини.

5. Записати алгоритм алгоритмiчною мовою.

6. Перевiрити правильнiсть складання алгоритму на конкретних
значеннях аргументiв.

Iснує державний стандарт на виконання графiчного запису ал-
горитму. Графiчний запис алгоритму є найбiльш наглядним. Пере-
лiк умовних графiчних символiв, їх найменування, форма, розмiри
i функцiї, що вiдображаються,встановлюються державним стандар-
том ДСТУ ISO 5807:2016.

Алгоритми мають певну класифiкацiю, що вiдображає особливо-
стi їх реалiзацiї. Загалом iснує три типи алгоритмiв:

• лiнiйний,

• розгалужений,

• циклiчний.

Блок-схеми алгоритмiв

Використання схем дозволяє представляти алгоритм в наочнiй фор-
мi, тому вони найчастiше використовуються. В блок-схемах зобра-
жаються рiзнi типи елементiв програми рiзними фiгурами. Обчислю-
вальнi блоки є прямокутником, в якому записуються розрахунковi
формули. Причому формули повиннi бути записанi таким чином, що
злiва, яка обчислюється, розмiщується змiнна, далi йде знак := або
знак = (оператор присвоєння, вiн означає, що змiннiй злiва надається
значення виразу, записаного справа), далi — розрахункова формула.

Якщо в алгоритмi використовується розгалуження за допомо-
гою умови, то ця умова записується в ромбi, який має два виходи:
один — для випадку, якщо умова iстинна (Так), iнший — якщо умо-
ва хибна (Нi). Операцiї введення i виведення даних позначаються
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Початок

Введення

V := вираз

Умова? Дiя при ТакДiя при Нi

Кiнець

ТакНi

Рис. 3.1. Приклад блок-схеми.

паралелограмами з вiдповiдними написами «Введення» або «Виве-
дення». Початок i кiнець процесу зображаються як овали з написами
«Початок» або «Кiнець».

Якщо пояснення не може бути розмiщене в центрi блоку, то ви-
користовують додатковий коментар зовнi блокiв за допомогою пун-
ктирних лiнiй, так як зображено на рисунку.

Коментар

Лiнiйнi алгоритми

Найпростiшими для алгоритмiзацiї є задачi, в яких перетворення iн-
формацiї вiдбувається послiдовно за певними формулами. Такi ал-
горитми називають лiнiйними.
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Для представлення такого алгоритму використовується алгори-
тмiчна конструкцiя слiдування (послiдовного виконання), яка перед-
бачає послiдовне виконання дiй в тому порядку, в якому вони запи-
санi в текстi програми. Представлення цiєї конструкцiї у блок-схемах
здiйснюється послiдовнiстю блокiв :

Оператор

Приклад 1. Розглянемо лiнiйний алгоритм розрахунку складного
виразу: z = sin2(x2+ y2)+cos3(x2+ y2) для заданих значень змiнних
x та y.

Початок

Ввести x, y

Обчислити t = x2 + y2

Обчислити z = sin2(t) + cos3(t)

Вивести z

Кiнець

Рис. 3.2. Схема лiнiйного алгоритму.

Приклад 2. Визначити площу трикутника за формулою Герона:

S =
√

p(p− a)(p− b)(p− c), де p =
a+ b+ c

2
- пiвпериметр трику-

тника, a, b, c, - сторони трикутника.
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Початок

Введення a, b, c

p =
a+ b+ c

2

S =
√

p(p− a)(p− b)(p− c)

Виведення S

Кiнець

Рис. 3.3. Блок-схема розрахунку площi трикутника.

Лiнiйний алгоритм, поданий на рисунку 3.3, не завжди працю-
ватиме коректно, оскiльки в ньому вiдсутня перевiрка вхiдних да-
них. Може виникнути ситуацiя, коли введенi значення довжин сто-
рiн a, b, c не утворюють жодного трикутника (наприклад, у випадку
c > a + b). Тому для побудови унiверсального алгоритму необхiдно
передбачити перевiрку правильностi вхiдних даних. Залежно вiд ре-
зультатiв такої перевiрки подальше виконання програми може вiдрi-
знятися. Iншими словами, алгоритм повинен мiстити розгалуження.

Розгалуженi алгоритми

Розгалуженi алгоритми використовуються у випадках, коли обробка
iнформацiї може вiдбуватися за рiзними схемами залежно вiд вла-
стивостей вхiдних даних або промiжних результатiв. У таких алго-
ритмах передбачаються всi можливi варiанти обробки, кожен з яких
реалiзується як окрема гiлка. Вибiр конкретної гiлки здiйснюється на
основi перевiрки умови, що вiдображає властивостi даних, якi обро-
бляються.
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Для представлення розгалужених алгоритмiв застосовують алго-
ритмiчнi конструкцiї вибору. Ця структура дозволяє в залежностi вiд
результату перевiрки умови обрати один з альтернативних шляхiв
виконання алгоритму. Кожен шлях веде до спiльного виходу, якщо
одна з гiлок не завершує виконання програми ранiше. Структура
розгалуження буває рiзна:

• повне розгалуження;

• неповне розгалуження;

• складне розгалуження;

• багатоварiантний вибiр;

Повне розгалуження. Дана алгоритмiчна структура передбачає ви-
конання дiй i у разi виконання, i у разi невиконання заданої умови.
Графiчне представленням такої структури має вигляд, наведений на
рис. 3.4:

умова

Оператор 1 Оператор 2

Так Нi

Рис. 3.4. Схема повного розгалуження

Неповне розгалуження. Дана алгоритмiчна структура передба-
чає виконання дiй тiльки у разi виконання, або у разi невиконання
заданої умови. Тобто, одна iз її гiлок взагалi не передбачає нiяких
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умова

Оператор 1

Так Нi

Рис. 3.5. Схема неповного розгалуження.

дiй. Графiчне представленням таких структур у блок-схемах має ви-
гляд, наведений на рис. 3.5:

У лiнiйному алгоритмi розрахунку площi трикутника, який на-
ведений на рис.3.3, добавимо перевiрку коректностi вхiдних даних.
Некоректними можуть виявитися такi данi, за яких довжина однiєї
зi сторiн бiльша за суму двох iнших. Для прямої перевiрки цього по-
трiбно було б створити кiлька умов для змiнних a, b, c. Зручнiшим
способом є перевiрка того, щоб пiдкореневий вираз у формулi Герона
не був вiд’ємним.

Удосконалена блок-схема з урахуванням цiєї перевiрки подана на
рис. 3.6.

Залежно вiд того, на скiльки гiлок розгалужується алгоритм, вiн
може бути простим або складним. Для простого розгалуженого про-
цесу перевiряється одна умова, для складного — двi чи бiльше умов
(рис. 3.7). Збiльшуючи кiлькiсть умовних блокiв можна досягнути
довiльної кiлькостi розгалужень. При перевiрцi n умов отримується
n + 1 розгалужень. Використання великої кiлькостi умовних блокiв
значно ускладнює алгоритм. Для потреби великої кiлькостi розгалу-
жень зручнiше використовувати умови з багатоварiантним вибором
(рис. 3.8 та рис. 3.9). У першому випадку розгалуження реалiзується
у залежностi вiд значення певної змiнної, а в другому – у результатi
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послiдовної перевiрки ряду умов.

Початок

Введення:
a, b, c

p =
a+ b+ c

2

D = p(p− a)(p− b)(p− c)

D ≥ 0? S =
√
D

Виведення SВиведення:
“Данi некоректнi”

Кiнець

ТакНi

Рис. 3.6. Блок-схема з перевiркою коректностi даних для обчислення
площi трикутника.

Приклади алгоритмiв зi складним розгалуженням

Нижче наведемо кiлька прикладiв алгоритмiв, у яких використову-
ються складнi розгалуження.
1. Визначення типу трикутника за довжинами сторiн (рiв-

ностороннiй, рiвнобедрений, рiзностороннiй).
На вхiд подаються три числа — довжини сторiн трикутника.
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Перевiрка умови 1

Дiя 1 Перевiрка умови 2

Дiя 2 Дiя 3

Так Нi

Так

Нi

Рис. 3.7. Схема складного розгалуження з двома умовами.

• Спочатку перевiряється, чи iснує трикутник (кожна сторона мен-
ша вiд суми двох iнших, або перевiрка за допомогою формули
Герона, як у попереднiй задачi). Якщо умова не виконується,
алгоритм завершується з повiдомленням «трикутник не iснує».

• Якщо трикутник iснує, то:
– якщо всi три сторони рiвнi — трикутник рiвностороннiй;
– якщо рiвнi тiльки двi сторони — трикутник рiвнобедрений;
– iнакше — трикутник рiзностороннiй.

Це приклад алгоритму, де одна з гiлок може завершувати викона-
ння достроково.

2. Розрахунок оплати за електроенергiю за тарифними зо-
нами.
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На вхiд подається кiлькiсть спожитої електроенергiї (кВт·год).

• Якщо споживання менше 100 кВт·год — застосовується пiль-
говий тариф.

• Якщо споживання вiд 100 до 300 кВт·год — першi 100 опла-
чуються за пiльговим тарифом, решта — за стандартним.

• Якщо споживання бiльше 300 кВт·год — розрахунок здiйсню-
ється за трьома зонами: першi 100 — пiльговий тариф, насту-
пнi 200 — стандартний, решта — пiдвищений тариф.

Тут використовується багаторiвневе розгалуження з кiлькома умо-
вами.

3. Визначення дiй студента за результатами iспиту.
На вхiд подається оцiнка студента (0–100 балiв).

• Якщо оцiнка нижча за 50 — студент не склав iспит:

– якщо оцiнка вiд 35 до 49 — дозволяється перездача;
– якщо нижче 35 — потрiбно повторне вивчення курсу.

• Якщо оцiнка вiд 50 до 100 — iспит складено.

– оцiнка вiд 90 до 100 — вiдмiнно, "A".
– оцiнка вiд 80 до 89 — добре, "B".
– оцiнка вiд 70 до 79 — добре, "C".
– оцiнка вiд 60 до 69 — задовiльно, "D".
– оцiнка вiд 50 до 59 — задовiльно, "E".

Цей приклад мiстить вкладенi перевiрки умов i кiлька можливих
сценарiїв розвитку подiй.

Складнi умови

У процесi побудови алгоритмiв часто виникають ситуацiї, коли необ-
хiдно перевiряти не одну, а кiлька умов одночасно. Для цього засто-
совуються складнi умови, якi будуються з простiших за допомогою
логiчних операцiй. Основнi з них такi:
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• Логiчне множення (кон’юнкцiя) AND — позначається сим-
волом ∧. Умовний вираз A∧B iстинний тодi й тiльки тодi, коли
iстиннi обидвi умови A i B.

• Логiчне додавання (диз’юнкцiя) OR — позначається сим-
волом ∨. Вираз A ∨ B iстинний, якщо iстинна хоча б одна з
умов A або B.

• Заперечення (NOT) — позначається символом !. Якщо умо-
ва A iстинна, то !A є хибною, i навпаки.

• Виключене додавання (XOR) — позначається символом ⊕.
Вираз A⊕B iстинний тодi, коли iстинне тiльки одне з вислов-
лювань A або B, але не обидва одночасно.

• Заперечене множення (NAND) — позначається символом ↑
або записом !(A ∧ B). Вираз A NAND B iстинний тодi, коли
A∧B хибний, тобто iстинний у всiх випадках, крiм обох iстин-
них одночасно.

• Заперечене додавання (NOR) — позначається символом ↓
або записом !(A∨B). Вираз A NOR B iстинний тодi, коли оби-
двi умови A i B хибнi.

A B !A A ∧B A ∨B A⊕B A ↑ B A ↓ B
1 1 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 0
0 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1

Табл. 3.1. Таблиця iстинностi для основних логiчних операцiй.

Примiтка. Позначення стрiлка вгору для NAND пояснюється
тим, що це комбiнацiя двох символiв ! та ∧. Аналогiчно для NOR
– комбiнацiя символiв ! та ∨ нагадує стрiлку вниз.

Складнi умови дозволяють комбiнувати кiлька перевiрок в один
логiчний вираз. У такому виразi, як i в арифметицi, операцiї мають
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прiоритет, тобто порядок, у якому вони виконуються, якщо не ви-
користанi дужки.

1. NOT (заперечення, !) — має найвищий прiоритет. Виконує-
ться першим. Приклад:

!A ∧B

спочатку обчислюється !A, а потiм результат кон’юнкцiї з B.

2. AND (кон’юнкцiя, ∧) — має середнiй прiоритет, виконується
пiсля NOT, але перед OR та XOR. Приклад:

A ∧B ∨ C

обчислюється як (A ∧B) ∨ C.

3. OR (диз’юнкцiя, ∨) та XOR (виключне додавання, ⊕)
— мають нижчий прiоритет, нiж AND i NOT. Приклад:

A ∨B ∧ C

обчислюється як A ∨ (B ∧ C).

4. NAND (↑) та NOR (↓) — у схемах та програмуваннi їх ча-
сто трактують як єдиний оператор, який вже включає NOT.
Прiоритет:

• NAND = NOT AND ⇒ спочатку AND, потiм NOT
• NOR = NOT OR ⇒ спочатку OR, потiм NOT

Загальне правило: Дужки завжди мають перевагу над прiорите-
том. Якщо сумнiваєтесь, ставте дужки, щоб явно визначити порядок
обчислень.
Приклади складних умов, якi можуть бути використанi у блок-схемах:

(x ≥ 1) ∧ (x ≤ 10), (x < 0) ∨ (x > 100), !(x = 0).

У блок-схемах такi вирази розмiщуються замiсть умови. Вони так
само як проста умова повертають значення "Так" або "Нi".



РОЗДIЛ 3. КОМП’ЮТЕРНА ФIЗИКА 63

Циклiчнi алгоритми

У багатьох алгоритмах виникає необхiднiсть багаторазового викона-
ння певної послiдовностi дiй. Такi алгоритми називають циклiчними,
а повторювану частину — тiлом циклу.

Побудова циклiчного алгоритму передбачає:
1. визначення дiй, якi необхiдно виконати перед входом у цикл ;

2. визначення операцiй, що становлять тiло циклу;

3. формулювання умови, за якої здiйснюється вихiд iз циклу.
Для подання циклiчних алгоритмiв використовують алгоритмi-

чнi конструкцiї повторення. Вони можуть реалiзовуватися рiзними
способами.

Простi цикли з параметром. Якщо у процесi обробки даних
є змiнна, значення якої змiнюється за вiдомим правилом або у вi-
домих межах, то можна заздалегiдь визначити кiлькiсть повторень
тiла циклу. Таку змiнну називають параметром циклу, а сам цикл —
циклом з параметром (або арифметичним циклом). Графiчне пред-
ставленням циклу з параметром подане на (рис. 3.10).

Як параметр циклу можна використовувати змiнну, яка нале-
жить до оброблюваної iнформацiї; iндексну змiнну, якщо оброблю-
вана iнформацiя є масивом; коефiцiєнти, що змiнюються за законом
арифметичної прогресiї. Наприклад, алгоритм обчислення значення
функцiї при змiнi аргументу з певним кроком:

y =
x

1 + x2

при x = 1.0, 1.1, 1.2, ...3. Тут за параметр циклу можна обрати змiнну
x, яка змiнюється вiд значення x1 = 1 до значення x2 = 3 з кроком
h = 0.1.

Iтерацiйнi цикли. У багатьох задачах кiлькiсть повторень ци-
клу неможливо визначити заздалегiдь. Це стосується, зокрема, розв’язання
систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з великою кiлькiстю невiдо-
мих, пошуку коренiв алгебраїчних та трансцендентних рiвнянь, розв’язання
систем диференцiальних рiвнянь, задач iнтерполяцiї та екстраполя-
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цiї, обчислення функцiй за допомогою рядiв чи наближеного iнтегру-
вання. У таких випадках застосовуються iтерацiйнi цикли, якi реа-
лiзують процес багаторазового повторення дiй до досягнення певної
умови завершення.

Оскiльки кiлькiсть повторень iтерацiй наперед невiдома, необхi-
дно чiтко сформулювати умову виходу з циклу, яка визначається
особливостями конкретної задачi.

Розрiзняють два основних типи iтерацiйних циклiв:
• Цикл з передумовою — умова перевiряється перед викона-

нням кожної iтерацiї. Якщо умова iстинна, тiло циклу викону-
ється; якщо нi — робота циклу завершується (рис. 3.11).

• Цикл з постумовою — умова перевiряється пiсля виконання
тiла циклу. Це гарантує виконання хоча б однiєї iтерацiї неза-
лежно вiд початкових даних (рис. 3.12).

Поєднання елементарних алгоритмiчних конструкцiй, що розгля-
нутi вище, дозволяє формувати алгоритми довiльної складностi. Цьо-
го набору структур цiлком достатньо для реалiзацiї навiть найскла-
днiших обчислювальних процедур.

Алгоритм розрахунку суми нескiнченного збiжного ряду

Задача. Розрахувати суму ряду:

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · .

У сумi врахувати усi доданки, якi бiльшi за задане значення ε.

Алгоритм розрахунку суми елементiв числового масиву

Задача. Задано масив A, який мiстить n чисел. Необхiдно скласти
блок-схему розрахунку суми всiх елементiв масиву:

У розглянутих вище циклах з передумовою та постумовою мiстя-
ться два обов’язковi елементи: блок перевiрки завершення циклу та
розрахунковий блок, у якому змiнюється iтератор або параметр. У
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блок-схемах циклiв з iтератором чи параметром цi елементи можна
об’єднати в один спецiальний блок, який називають блоком моди-
фiкацiї циклу. Вiн одночасно виконує перевiрку умови та змiну па-
раметра, роблячи схему бiльш компактною й наочною. Наприклад,
розглянемо цикл, в якому розраховуються значення функцiї y = x2

починаючи з x = x0 до x = xn з кроком ∆x.

Алгоритми зi структурою вкладених циклiв

У деяких алгоритмах одна команда циклу мiстить iншi команди ци-
клу. Такi цикли називають вкладеними. Цикл, який мiстить iншi ци-
кли, називають зовнiшнiм, а той, що знаходиться всерединi — вну-
трiшнiм.

Пiд час органiзацiї вкладених циклiв важливо пам’ятати:

• Зовнiшнiй цикл керує загальним процесом виконання.

• Внутрiшнiй цикл виконується повнiстю для кожного кроку зов-
нiшнього циклу.

• Параметри зовнiшнього циклу можуть впливати на параметри
внутрiшнього.

• Внутрiшнiй цикл повнiстю помiщається всерединi зовнiшнього.

Вкладенi цикли часто використовують для обробки двовимiрних
структур даних, таких як матрицi. Це дозволяє ефективно реалiзо-
вувати алгоритми, що потребують доступу до елементiв у рядках i
стовпцях.

Введення елементiв матрицi

Нехай матриця A має n рядкiв i m стовпцiв. Кожен її елемент визна-
чається двома iндексами: перший вiдповiдає номеру рядка, другий —
номеру стовпця. Наприклад, елемент A[2, 3] розташований у другому
рядку та третьому стовпцi.
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Щоб повнiстю задати матрицю, потрiбно ввести значення всiх її
елементiв. Елемент матрицi позначають як A[i, j], де i змiнюється
вiд 1 до n, а j — вiд 1 до m.

Кожен рядок матрицi можна розглядати як окремий одновимiр-
ний масив. Тому для введення елементiв матрицi застосовують вкла-
денi цикли:

• зовнiшнiй цикл керує номером рядка (i),

• внутрiшнiй цикл — введенням елементiв цього рядка, тобто пе-
ребором iндексiв стовпцiв (j).

При переходi до нового рядка iндекс j знову встановлюється рiв-
ним 1. У внутрiшньому циклi пiсля введення кожного елемента зна-
чення j збiльшується, доки не буде заповнено весь рядок. Коли умова
для продовження внутрiшнього циклу (блок 7) порушується, у бло-
цi 8 збiльшується номер рядка i, i починається введення наступного
рядка. Зовнiшнiй цикл повторюється, поки не будуть введенi всi n
рядкiв, i завершується лише тодi, коли i > n.

Блок-схема алгоритму

Блок-схема алгоритму уведення матрицi A може бути спрощена.
якщо використати блоки модифiкацiї циклiв. Запис i = 1, n, 1 у блоцi
модифiкацiї означає, що у вiдповiдному циклi iтератор i змiнюється
зi значення 1 до значення n з кроком 1.

Пiдпорядкованi алгоритми. Пiдпрограми.

У процесi розв’язання складних задач часто виникає потреба в ба-
гаторазовому виконаннi одного й того самого набору дiй. Щоб уни-
кнути дублювання коду, такi дiї оформлюють у виглядi окремого
пiдпорядкованого алгоритму, який називають пiдалгоритм, а в про-
грамуваннi — пiдпрограма. , який називається пiдпрограмою.

Використання пiдпрограм дозволяє:
• спростити структуру програми;

• пiдвищити її читабельнiсть;
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• забезпечити повторне використання коду.
У блок-схемах пiдпрограми позначаються спецiальним графiчним

елементом — прямокутником з подвiйними бiчними сторонами.
Задача. Скласти алгоритм обчислення числа сполучень. Форму-

ла для розрахунку має вигляд: Cm
n = n!

m!(n−m)! . Обчислення факторi-
алу слiд оформити у виглядi окремої пiдпрограми.

У цiй задачi необхiдно тричi обчислити факторiал: n!, m! i (n −
m)!. Для розрахунку факторiала розроблено окремий пiдалгоритм
(пiдпрограму). Замiсть повного запису послiдовностi блокiв обчисле-
ння факторiалiв, якi мали б повторюватися тричi в основнiй схемi,
використовуються спецiальнi блоки виклику пiдпрограми розрахун-
ку факторiала.

Застосування пiдпрограм широко використовується в алгоритмi-
чнiй практицi та є одним iз найважливiших i найефективнiших при-
йомiв. Умiння аналiзувати складнi задачi та розбивати їх на простiшi
— фундаментальна навичка програмiста.

Пiдпрограми приймають вхiднi параметри, виконують над ними
певнi операцiї та повертають вихiднi значення у виглядi змiнних, що
змiнюються в процесi виконання. Якщо пiдпрограма повертає лише
одне значення, її зручно оформлювати як пiдпрограму-функцiю, яка
повертає результат у мiсцi виклику — аналогiчно до математичних
функцiй, таких як sin(x) або exp(x).

Рекурсiя. Рекурсивнi алгоритми

Якщо пiдпрограма-функцiя для обчислення свого значення при пев-
ному параметрi викликає сама себе з iншим значенням параметра,
то така функцiя називається рекурсивною, а сам процес — рекурсiєю.
Найпростiший приклад рекурсiї можна продемонструвати в рекур-
сивному алгоритмi обчислення факторiала.

Рекурсивний алгоритм обчислення факторiала. Назвемо
пiдпрограму-функцiю fact(n). Оскiльки обчислення факторiала чи-
сла n можна записати як добуток n · (n − 1)!, тобто зводиться до
обчислення факторiала числа (n − 1), то функцiя fact(n) буде ви-
кликати fact(n − 1), i так далi. У рекурсивних функцiях важливо
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забезпечити умову завершення рекурсiї. У випадку факторiала це
досягається при виклику fact(1), для якого заздалегiдь визначено
значення: fact(1) = 1. Блок-схема алгоритму наведена на рис. 3.19.

Рекурсивний алгоритм обчислення визначника матрицi
Iншим прикладом рекурсивного алгоритму є обчислення визна-

чника матрицi A. Визначник квадратної матрицi розмiрностi n × n
можна виразити через визначники матриць меншої розмiрностi. Згi-
дно з формулою Лапласа, визначник матрицi A обчислюється як:

det(A) =
n∑

j=1

(−1)1+j · a1,j · det(A1,j),

де a1,j — елемент першого рядка та j-го стовпця, а A1,j (мiнор) —
матриця, отримана шляхом видалення першого рядка та j-го стов-
пця з A.

Цей пiдхiд дозволяє реалiзувати рекурсивну функцiю det(A), яка
викликає сама себе для обчислення визначникiв мiнорiв, поки не бу-
де досягнуто базового випадку — матрицi розмiром 1 × 1, для якої
det(A) = a1,1.

Блок-схема рекурсивного алгоритму наведена на рис. 3.20.

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Задано координати точки P (x, y). Скласти алгоритм перевiр-
ки того, чи потрапляє ця точка в одиничне коло з центром у
початку координат.

2. Задано координати точки P (x, y). Скласти алгоритм перевiрки
того, чи потрапляє ця точка у квадрат зi стороною 2 та центром
у початку координат.

3. Удосконалити алгоритми попереднiх задач для випадку, коли
задано масив з n точок.

4. Задано координати точки P (x, y). Скласти алгоритм визначе-
ння номера координатної чвертi, в яку потрапляє ця точка.
Якщо точка розташована на осi, то вказати назву цiєї осi.
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5. Скласти алгоритм розв’язку квадратного рiвняння за задани-
ми коефiцiєнтами a, b, c.

6. Скласти алгоритм розрахунку суми елементiв масиву A[1..n].

7. Скласти алгоритм розрахунку середнього зросту студентiв у
групi.

8. Скласти алгоритм розрахунку факторiалу n!.

9. Скласти алгоритм розрахунку суми ряду

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · .

У сумi врахувати усi доданки, якi бiльшi за задане значення ε.

10. Скласти алгоритм визначення можливостi утворення трику-
тника з заданими довжинами його сторiн a, b, c.
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Визначення k

Аналiз змiнної вибору k

Дiя 1

Дiя 2

Дiя n

Дiя n+ 1

k = a1

k = a2

k = an

В iнших випадках

Рис. 3.8. Блок-схема багатоварiантного вибору за значенням змiнної.
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Аналiз виконання
послiдовних умов

Дiя 1

Дiя 2

Дiя n

Дiя n+ 1

умова 1

умова 2

умова n

В iнших випадках

Рис. 3.9. Блок-схема багатоварiантного вибору за послiдовною пере-
вiркою ряду умов.
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Iнiцiалiзацiя параметра циклу

Умова повтору

Тiло циклу

Змiна параметра циклу

Так

Нi

Рис. 3.10. Блок-схема циклу з параметром.

Умова повтору

Тiло циклу

Так

Нi

Рис. 3.11. Цикл з передумовою (перевiрка умови перед iтерацiєю)
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Тiло циклу

Умова повтору Так

Нi

Рис. 3.12. Цикл з постумовою (перевiрка умови пiсля iтерацiї)
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Початок

Введення x, ε

S = 0, p = 1, i = 1

p = p · x/i

p ≥ ε

S = S + p

i = i+ 1

Виведення S

Кiнець

Нi

Так

Рис. 3.13. Блок-схема алгоритму розрахунку суми ряду
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Початок

Ввести n
масив A[1..n]

sum = 0
i = 1

i ≤ n?

sum = sum + A[i]
i = i+1 Вивести sum

Кiнець

Так

Нi

Рис. 3.14. Блок-схема алгоритму розрахунку суми елементiв масиву
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початок

Введення
x0, xn,∆x

x = x0, xn,∆x

y = x2

Виведення (x, y)

Кiнець

Рис. 3.15. Блок-схема алгоритму обчислення y = x2 iз застосуванням
блоку модифiкацiї циклу.
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1. Початок

2. Введення n, m

3. i = 1

4. j = 1

5. Введення A[i, j]

6. j = j + 1

7. j ≤ m?

8. i = i+ 1

9. i ≤ n

10. Кiнець

Так Нi

ТакНi

Рис. 3.16. Блок-схема алгоритму введення елементiв матрицi.
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Початок

Введення
n,m

i = 1, n, 1

j = 1,m, 1

Введення A[i, j]

Кiнець

Рис. 3.17. Блок-схема алгоритму введення матрицi з використанням
блокiв модифiкацiї циклiв.
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Початок

Введення n, m

Пiдпрограма: n!

Пiдпрограма: m!

Пiдпрограма:
(n−m)!

Cm
n =

n!

m!(n−m)!

Виведення Cm
n

Кiнець

Пiдпрограма N!

вхiд

Введення
N

P = 1

i = 2, N, 1

P = P ∗ i
Виведення

P

вихiд

Рис. 3.18. Блок-схема алгоритму розрахунку числа сполучень (бiно-
мiальних коефiцiєнтiв) з використанням пiдпрограми факторiалу.
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fact(n)

n > 1? Повернути 1

r = n· fact(n-1)

Повернути r

Нi

Так

Рис. 3.19. Рекурсивна пiдпрограма-функцiя розрахунку факторiалу.
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det(A)

n = розмiр A

n == 1? r = a1,1

Повернути r

Кiнець

r = 0

j = 1, n, 1

створення мiнора
M=minor(A,1,j)

r = r + (−1)1+j · a1,j · det(M)

Так

Нi

Рис. 3.20. Рекурсивна пiдпрограма-функцiя розрахунку визначника.



Роздiл 4

РОЗВ’ЯЗКИ ТИПОВИХ ФIЗИЧНИХ
ЗАДАЧ

У цьому роздiлi наведено задачi на закони збереження (лiнiйного iм-
пульсу, енергiї, моменту iмпульсу, рiвняння Бернуллi, рiвняння Цiол-
ковського) з детальними аналiтичними виведеннями. Кожна задача
супроводжується коментарем щодо застосування вiдповiдних законiв
та поясненням кожного кроку розрахунку.

Довiдник формул: Кiнематика

1. Рiвномiрний рух

Означення. Середньою швидкiстю руху матерiальної точки на про-
мiжку часу ∆t називається вiдношення пройденого шляху ∆S за цей
час до його тривалостi:

vсер =
∆S

∆t
.

У випадку, коли тiло рухалось половину всього часу з швидкiстю
v1, а другу половину часу з швидкiстю v2, то середня швидкiсть
дорiвнює середнiй арифметичнiй швидкостi: vсер = v1+v2

2

82



РОЗДIЛ 4. РОЗВ’ЯЗКИ ТИПОВИХ ФIЗИЧНИХ ЗАДАЧ 83

2. Рiвноприскорений прямолiнiйний рух

Величина Формула

Прискорення a = v−v0
t

Швидкiсть у момент часу t v = v0 + at

Перемiщення (через час) s = v0t+
1
2at

2

Перемiщення (без часу) s = v2−v20
2a

Середня швидкiсть vср = v0+v
2

Шлях через середню швидкiсть s = vср · t

3. Тiло, кинуте вертикально вгору (без опору повiтря)

Величина Формула

Закон руху (координата) y = v0t− 1
2gt

2

Швидкiсть у момент часу t v = v0 − gt

Час пiдйому t = v0
g

Максимальна висота hmax =
v20
2g

Повний час польоту (вверх/вниз) T = 2v0
g

4.1. Рiвномiрний рух. Середня швидкiсть

Задача.1 Тiло долає однакову вiдстань у два етапи з рiзними ста-
лими швидкостями v1 та v2. 1) У першому сценарiї воно проходить
першу половину шляху зi швидкiстю v1, а другу — зi швидкiстю v2.
2) У другому сценарiї воно рухається першу половину часу зi швид-
кiстю v1, а другу — зi швидкiстю v2. Знайти середнi швидкостi в обох
сценарiях i визначити, у якому випадку середня швидкiсть бiльша.
Розв’язок.
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1) Половини шляху. Нехай загальна вiдстань дорiвнює S. Тодi

t1 =
S

2v1
, t2 =

S

2v2
, t = t1 + t2 =

S

2

(
1

v1
+

1

v2

)
.

Середня швидкiсть

vшлях =
S

t
=

S

S
2

(
1
v1
+ 1

v2

) =
2v1v2
v1 + v2

(гармонiйне середнє v1 i v2).

2) Половини часу. Нехай загальний час дорiвнює T . Тодi пройде-
ний шлях

S =
T

2
v1 +

T

2
v2 =

T

2
(v1 + v2),

а середня швидкiсть

vчас =
S

T
=

v1 + v2
2

(арифметичне середнє v1 i v2).

Порiвняння. Потрiбно показати, що

2v1v2
v1 + v2

≤ v1 + v2
2

(v1, v2 > 0).

Домножимо обидвi частини на 2(v1 + v2) > 0:

4v1v2 ≤ (v1+v2)
2 = v21+2v1v2+v22 ⇐⇒ 0 ≤ v21−2v1v2+v22 = (v1−v2)

2.

Остання нерiвнiсть iстинна завжди, а рiвнiсть досягається тодi й ли-
ше тодi, коли v1 = v2.

Висновок. Середня швидкiсть є бiльшою у другому сценарiї (ко-
ли половину часу рухаються зi швидкiстю v1, а половину — зi швид-
кiстю v2). Рiвнiсть середнiх швидкостей має мiсце лише за умови
v1 = v2.
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4.2. Рiвномiрний рух. Три задачi про рiчку

Модель i позначення. Координати: вiсь x вздовж течiї (додатний
напрямок — вниз за течiєю), вiсь y — поперек рiчки. Береги: y = 0
та y = L. Швидкiсть течiї стала u > 0. Човен має сталу швидкiсть
вiдносно води v i тримає курс пiд кутом β до додатного напрямку
осi x (рахуємо проти годинникової стрiлки). Тодi швидкiсть човна
вiдносно берега дорiвнює векторнiй сумi V⃗ = u⃗ + v⃗ i має наступнi
компоненти:

Vx = u+ v cos β,

Vy = v sin β.

Задача 1. Прямо навпроти. Пiд яким кутом до напрямку
швидкостi течiї u⃗ потрiбно плисти, щоб вийти на протилежному бе-
резi точно навпроти старту. Знайти кут i час.

Розв’язання. Потрiбно Vx = 0 ⇒ u+ v cos β = 0, тобто

cos β = −u
v (v ≥ u), β = arccos(−u

v ) ∈ (π2 , π).

Цей розв’язок легко отримати на основi рисунка 4.1.

sin(α) = sin(β − π/2) = − cos β = u
v

Тодi sin β =
√

1− u2

v2 i t = L
v sinβ = L√

v2−u2
.

Як видно з отриманої формули, що задача має розв’язок лише у
випадку v > u.

Задача 2. Найменший час. Переплисти якнайшвидше. На яку
вiдстань течiя знесе при найшвидшому переплиттi рiчки?

Розв’язання. Для найшвидшого переплиття, потрiбно плисти в
перпендикулярному до берегiв напрямку.

Тодi tmin = L/v, знос вздовж берега

d = u tmin =
uL

v
.
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Рис. 4.1. Схема вибору напрямку руху для компенсацiї зносу

Рис. 4.2. Схема вибору напрямку руху для мiнiмального часу

Задача 3. З мiнiмальною швидкiстю потрапити у задану
точку на протилежному березi нижче за течiєю.

Нехай рiчка має ширину L i рiвномiрно тече зi швидкiстю u. Чо-
вен стартує з точки A на одному березi i повинен дiстатися точки B
на протилежному березi, яка розташована на вiдстанi d вниз за течi-
єю вiд точки, що лежить навпроти A. З якою мiнiмальною швидкiстю
та в якому напрямку потрiбно плисти щоб досягти точки B.
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Геометричний розв’язок. Позначимо вектор течiї u⃗. За час
перепливання t вектори перемiщення задовольняють

−→
AB = V⃗ t =

u⃗ t+ v⃗ t, тобто вектори
−→
AB та V⃗ паралельнi. Отже, до вектора u⃗ по-

трiбно додати такий вектор v⃗, щоб результуючий вектор задовольняв
цю умову. Початок вектора v⃗ сумiстимо з кiнцем вектора u⃗, а кiнець
вектора v⃗ повинен лежати на вiдрiзку AB. Найменша довжина ве-
ктора v⃗ буде у випадку, якщо вiн буде перпендикулярним до

−→
AB.

Геометрично положення кiнця вектора v⃗ та його довжину можна
знайти побудовою кола з центром в точцi C та дотичним до вiдрiзка
AB.

Рис. 4.3. Схема вибору напрямку руху для мiнiмальної швидкостi

З рисунка видно, що v = u sinα = u L√
d2+L2

. β = α + π/2

4.3. Рiвномiрний рух. Задача про перехрестя

Задача 1. Два автомобiлi рухаються рiвномiрно вздовж двох вза-
ємно перпендикулярних дорiг у напрямку до перехрестя. Швидкостi
автомобiлiв становлять v1 та v2 вiдповiдно. У початковий момент
часу перший автомобiль знаходиться на вiдстанi a, а другий — на
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Рис. 4.4. Схема руху автомобiлiв.

вiдстанi b вiд точки перетину дорiг. Визначити мiнiмальну вiдстань
мiж автомобiлями в процесi їх руху.

Розв’язання (аналiтичний пiдхiд)

Нехай t — час, що минув вiд початку спостереження. Тодi координа-
ти автомобiлiв у момент часу t:

Перший автомобiль: x1(t) = a− v1t

Другий автомобiль: x2(t) = b− v2t

Вiдстань мiж автомобiлями:

D(t) =
√
(a− v1t)2 + (b− v2t)2

Щоб знайти мiнiмум, розглянемо квадрат вiдстанi:

D2(t) = (a− v1t)
2 + (b− v2t)

2
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Знайдемо похiдну:

dD2

dt
= 2(a− v1t)(−v1) + 2(b− v2t)(−v2)

Прирiвнюємо до нуля:

−2v1(a− v1t)− 2v2(b− v2t) = 0 ⇒ v1(a− v1t) + v2(b− v2t) = 0

Розв’язуємо вiдносно t:

t =
v1a+ v2b

v21 + v22

Пiдставляємо у формулу D(t):

Dmin = d =
√

(a− v1t)2 + (b− v2t)2

Розв’язання (геометричний пiдхiд)

Використаємо принцип вiдносностi руху. Розглянемо рух другого ав-
томобiля вiдносно першого. Для цього вважаємо, що перший авто-
мобiль нерухомий, а другий має додатковий вектор швидкостi −⃗v1
(див рис.4.5). Напрямок руху другого авто буде вiдбуватись вздовж
вiдрiзка BC (пiд кутом α). Найменша вiдстань мiж автомобiлями
визначається як вiдстань вiд точки до прямої, тобто вздовж пер-
пендикуляра. Враховуючи, що кут CAD рiвний куту α, вiдстань d
визначається через гiпотенузу |AC|:

d = |AC| · cosα = (b · tanα− a) · cosα

Враховуючи tanα = v1/v2 a cosα = 1√
1+tan2 α

отримаємо:

d =
(b · v1 − a · v2)√

v21 + v22
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Рис. 4.5. Геометрична схема розв’язку.

Висновок

Мiнiмальна вiдстань мiж автомобiлями:

Dmin =
|av2 − bv1|√

v21 + v22

Час, коли ця вiдстань досягається:

t =
v1a+ v2b

v21 + v22

4.4. Рiвноприскорений одновимiрний рух

Задача 1. Лiфт, пiднiмаючись рiвноприскорено протягом першого
промiжку часу t1 = 2 с, досягає швидкостi v1 = 4 м/с, з якою про-
довжує рух протягом другого промiжку часу t2 = 4 с. Потiм лiфт
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рухається рiвносповiльнено i до кiнця третього промiжку t3 = 3 с
зупиняється. Визначити висоту пiдйому лiфта. Розв’язати задачу та-
кож графiчно.

Розв’язання. Висота пiдйому лiфта дорiвнює

h = h1 + h2 + h3,

де h1, h2, h3 — шляхи, пройденi лiфтом за промiжки часу t1, t2, t3
вiдповiдно.

Оскiльки протягом першого i третього промiжкiв лiфт рухався
з рiвноприскореним та рiвносповiльненим рухом, середнi швидкостi
на цих дiлянках дорiвнюють

vcp1 =
0 + v1

2
=

v1
2
, vcp3 =

v1 + 0

2
=

v1
2
.

Тодi шляхи на дiлянках t1 i t3 дорiвнюють

h1 = vcp1t1 =
v1t1
2

, h3 = vcp3t3 =
v1t3
2

.

За час t2, рухаючись рiвномiрно, лiфт пройшов шлях

h2 = v1t2.

Таким чином, повна висота пiдйому лiфта

h =
v1t1
2

+ v1t2 +
v1t3
2

=
v1
2
(t1 + 2t2 + t3).

Пiдставивши значення:

h =
4

2
(2 + 2 · 4 + 3) = 2 · 13 = 26 м.

Для графiчного методу розв’язку задачi побудуємо графiк зале-
жностi швидкостi вiд часу v(t). Очевидно, що висота пiдйому лiфта
дорiвнює його перемiщенню у вертикальному напрямку. У випадку
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Рис. 4.6. Графiчний метод розв’язку

швидкостi, залежної вiд часу перемiщення можна розрахувати через
iнтеграл :

h =

∫ t2

t1

v(t) dt.

Значення iнтеграл дорiвнює площi фiгури, що утворена вiссю Ox
та лiнiєю v(t). Ця площа також дорiвнює 26. Отже, висота пiдйому
лiфта дорiвнює 26 м.

4.5. Рух тiла, кинутого пiд кутом до горизонту

Подвiйний пострiл гармати

Гармата може вистрiлити снаряд iз початковою швидкiстю v0 так,
що цiль на горизонтальнiй вiдстанi L вiд гармати може бути уражена
двома снарядами, що летять двома рiзними траєкторiями («висока»
i «низька»). Нехтуючи опором повiтря, визначити:

1. якою має бути затримка ∆t мiж двома пострiлами (час, на
який треба вiдкласти другий пострiл вiдносно першого), щоб



РОЗДIЛ 4. РОЗВ’ЯЗКИ ТИПОВИХ ФIЗИЧНИХ ЗАДАЧ 93

два снаряди — випущенi пiд вiдповiдними кутами, що дають
однакову дальнiсть L — влучили в цiль одночасно;

2. умовy здiйсненностi (якi параметри мають виконуватись, щоб
задача мала розв’язок).

Розв’язок.
Кути, пiд якими роблять пострiли на однакову дальнiсть L, мо-

жна знайти з формули визначення дальностi

L =
v20
g
sin(2θ), тобто sin(2θ) =

gL

v20
.

Вiдомо, що sinα = sin(π − α) . Звiдси випливає, що однакову даль-
нiсть польоту з однаковою початковою швидкiстю можна досягнути
при пострiлах з двома рiзними кутами θ i θ′ = π

2 − θ . Час польоту
снаряда при пострiлах пiд кутом θ та θ′ = π

2 − θ визначаються за
часом руху у вертикальному напрямку за вiдповiдними формулами:

t1 =
2v0 sin θ

g
, t2 =

2v0 sin(
π
2 − θ)

g
=

2v0 cos θ

g
.

Нас цiкавить

∆t = |t1 − t2| =
2v0
g

| sin θ − cos θ|.

Щоб позбутися кута θ у цьому виразi, пiднесемо до квадрата:

∆t2 =
4v20
g2

(sin θ − cos θ)2

Враховуючи

(sin θ + cos θ)2 = sin2 θ + cos2 θ − 2 sin θ cos θ = 1− sin(2θ)

та спiввiдношення sin(2θ) = Lg/v20. отримаємо

∆t2 =
4v20
g2

(1− Lg/v20)
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Отже : ∆t =
2

g

√
v20 − gL

(Зауважимо, що ця формула має сенс лише за умови v20 ≥ gL — тобто
цiль досяжна двома траєкторiями; при v20 = gL обидвi траєкторiї
збiгаються i ∆t = 0).
Числовий приклад. Для g = 9.8м/с2, v0 = 200м/с, L = 3000м:

v20 − gL = 40000− 29430 = 10570 (м2/с2),

∆t =
2

9.8

√
10570 ≈ 2

9.8
· 102.815 ≈ 21 с.

Коментар. Формула дає просту iнтерпретацiю: якщо рiзниця ква-

Рис. 4.7. Висока та низька траєкторiя польоту снарядiв, що попада-
ють в одну цiль

драта початкової швидкостi та величини gL велика, то треба довше
чекати мiж пострiлами, щоб довша (висока) траєкторiя встигла на-
здогнати коротшу у цiлi одночасно.
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Максимальна дальнiсть на похилiй площинi

Тiло кинуто з початковою швидкiстю v0 пiд кутом β до горизонту з
точки, що лежить на похилiй площинi, нахиленiй до горизонту пiд
кутом α. Знайти кут β, при якому дальнiсть польоту вздовж похилої
площини буде максимальною, та обчислити цю найбiльшу дальнiсть
Lmax. Опором повiтря знехтувати. Розглянути два варiанти напрям-
ку кидання: в сторону максимального пiдйому та максимального спу-
ску похилої площини
Розв’язання. Розглянемо спочатку випадок кидання в сторону пiд-

Рис. 4.8. Траєкторiя руху тiла, кинутого пiд кутом до горизонту

йому. Вiсь Ox направимо горизонтально, тодi параметричнi рiвняння
руху (параметром слугує час польоту):

x(t) = v0 cos β t, y(t) = v0 sin β t− 1

2
gt2. (4.1)

Виразимо t через x:
t =

x

v0 cos β
.

Пiдставимо в y(t), отримаємо траєкторiю:

y(x) = x tan β − g

2v20 cos
2 β

x2 . (4.2)
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Ця траєкторiя має вигляд параболи, яка проходить через початок
координат. Рiвняння профiлю похилої площини має вигляд прямої.
яка також проходить через початок координат y(x) = x tanα.

Точка падiння (xp, yp) визначається з умови перетину параболи з
прямою:

xp tan β − g

2v20 cos
2 β

x2p = xp tanα.

Квадратне рiвняння

xp(tan β − tanα)− g

2v20 cos
2 β

x2p = 0

має два розв’язки : тривiальний (xp = 0) та нетривiальний

xp =
2v20 cos

2 β(tan β − tanα)

g
. (4.3)

Вiдстань вздовж похилої площини вiд початку координат до то-
чки падiння:

L =
xp

cosα
=

2v20 cos
2 β(tan β − tanα)

g cosα
. (4.4)

Щоб знайти βmax, максимiзуємо L(β):

L(β) =
2v20 cos

2 β(tan β − tanα)

g cosα
. (4.5)

Цю функцiю зручно перетворити до наступного вигляду

L(β) =
v20

g cosα
(sin 2β − (1 + cos 2β) tanα). (4.6)

Для знаходження кута кидання, при якому L максимальна, роз-
глянемо функцiю:

f(β) = sin 2β − (1 + cos 2β) tanα.
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Максимум знаходиться з умови:

df

dβ
= 2 cos 2β + 2 sin 2β tanα = 0.

Отримуємо рiвняння:

tan 2βmax = − cotα,

яке внаслiдок перiодичностi функцiї тангенс має безлiч розв’язкiв.
Пiсля перетворення − cotα = tanα + π/2, отримаємо

βmax =
1

2
(α + π/2 + nπ).

Лише розв’язок при n = 0 задовiльняє умову задачi. Тому, кут ки-
дання для максимальної вiдстанi:

βmax =
π

4
+

α

2
.

Пiдставляючи βmax у формулу 4.6, можна обчислити максималь-
ну вiдстань Lmax:

Lmax =
2v20

g cosα
(sin 2βmax − (1 + cos 2βmax) tanα).

Lmax =
2v20

g cosα
(cosα− (1− sinα) tanα).

Пiсля спрощення отримаємо остаточний вираз:

Lmax =
v20

g(1 + sinα)
, (4.7)

де вважаємо 0 < α < π
2 .

При α = 0 отримаємо β = 45◦ i максимальна дальнiсть для зада-
ної початкової швидкостi Lmax =

v20
g .
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У випадку α = 90◦ отримаємо β = 90◦, що вiдповiдає тiлу ки-
нутого вертикально вгору зi швидкiстю v0. Довжина Lmax дорiвнює
висотi пiдйому тiла Lmax = H = v20

2g . Випадок кидання тiла у на-
прямку спуску буде отримано, якщо у наведених формулах замiсть
α пiдставити −α . У цьому випадку кут кидання для максимальної
вiдстанi:

βmax =
π

4
− α

2
,

а максимальна дальнiсть

Lmax =
v20

g(1− sinα)
. (4.8)

Як видно з формули (4.8) при α = 90◦ Lmax = ∞.

Рис. 4.9. Траєкторiя руху тiла, кинутого пiд кутом до горизонту у
напрямку спуску
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Кулька стрибає по похилiй площинi

Кулька стрибає по похилiй площинi. В один з моментiв вiдскоку
кулька мала швидкiсть v0 пiд кутом β до нахиленої площини, яка
утворює з горизонтом кут α. Визначити час польоту до наступно-
го зiткнення та максимальну висоту вiдскоку вiд похилої площини
(максимальне вiддалення вiд площини). Опором повiтря знехтувати.

Розв’язання. Початок координат O вiзьмемо в точцi кидання.
Вiсь Ox спрямуємо вздовж похилої площини донизу, вiсь Oy — по
нормалi до площини. У такiй системi координат падiння кульки опи-
сується рiвноприскореним рухом вздовж обох осей. Величина при-
скорення вздовж осi Ox та Oy визначається вiдповiдними проєкцiями
:

ax = g sinα, ay = − g cosα. (4.9)

Рис. 4.10. Рух кульки, що пiдстрибує по похилiй площинi

Початковi проєкцiї швидкостi:

v0x = v0 cos β, v0y = v0 sin β.

Кiнематичнi рiвняння руху (при x(0) = y(0) = 0):

x(t) = v0 cos β t+
g sinα

2
t2, y(t) = v0 sin β t− g cosα

2
t2.
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Час польоту tf знайдемо з умови y(tf) = 0 :

v0 sin β tf −
g cosα

2
t2f = 0 ⇒ tf =

2v0 sin β

g cosα
.

(tf = 0 - тривiальний розв’язок). Максимальне вiддалення вiд пло-
щини досягається, коли vy(t) = 0:

vy(t) = v0 sin β − g cosα t, th =
v0 sin β

g cosα
.

Пiдставляючи th у y(t), дiстаємо

ymax = v0 sin β th −
g cosα

2
t2h =

(v0 sin β)
2

2g cosα
.

Отже,

tf =
2v0 sin β

g cosα
, ymax =

v20 sin
2 β

2g cosα
.

4.6. Рух тiла по похилiй площинi

Модель i позначення. Розглядаємо тiло маси m, що рухається
по похилiй площинi пiд кутом α до горизонту. Координати: вiсь x
— уздовж площини, вiсь y — перпендикулярно до площини. Сила
тяжiння m⃗g розкладається на компоненти:

mgx = mg sinα, mgy = mg cosα.

Задача 1. Рух без тертя. Тiло маси m починає рухатися з верх-
ньої точки похилої площини довжиною L без початкової швидкостi.
Знайти час спуску та кiнцеву швидкiсть.

Розв’язання. Якщо не враховувати силу тертя, то на тiло дiють
лише двi сили: сила тяжiння, яка напрямлена вертикально вниз, та
сила реакцiї, яка перпендикулярна до похилої площини. Рух вiдбу-
вається вздовж похилої площини пiд дiєю рiвнодiйної сили F , яка
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дорiвнює проекцiї сили тяжiння на напрям руху F = ma = mg sinα.
Отже, прискорення: a = g sinα. Час спуску можна знайти з формули
L = at2

2 = gt2 sinα
2 .

Отримаємо: t =
√

2L
g sinα .

Кiнцева швидкiсть: v = at =
√
2gL sinα.

Рис. 4.11. Сили на похилiй площинi без тертя

Задача 2. Рух з тертям. Тiло маси m ковзає вниз по похи-
лiй площинi з коефiцiєнтом тертя µ. Знайти прискорення та умову
початку руху.

Розв’язання.
Прискорення знайдемо з рiвнодiйної сили F⃗ = ma⃗ = mg⃗ + N⃗ +

F⃗тер, де сила тертя: Fтер = µN = µmg cosα. Отже, прискорення:

a = g(sinα− µ cosα).

Рух почнеться, якщо mg sinα > µmg cosα, тобто

tanα > µ.
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Рис. 4.12. Сили на похилiй площинi з тертям

4.7. Cкочування цилiндра по похилiй площинi

Однорiдне тiло масою m, радiусом r та моментом iнерцiї I = kmr2

скочується без ковзання з похилої площини довжиною L, нахиленої
пiд кутом α до горизонту. Початкова швидкiсть тiла дорiвнює нулю.

Визначити: 1) швидкiсть v центра мас у кiнцi спуску; 2) час t
спуску; 3) прискорення a центра мас.

Рис. 4.13. Сили, що дiють на цилiндр, що скочується з похилої пло-
щини
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Розв’язок методом закону збереження енергiї

Початкова енергiя: лише потенцiальна

Π = mgL sinα (4.10)

Кiнцева енергiя: кiнетична поступальна + кiнетична обертальна

T =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2 (4.11)

Оскiльки рух без ковзання: ω = v
r , I = kmr2, маємо:

mgL sinα =
1

2
mv2 +

1

2
kmr2 ·

(v
r

)2

=
1

2
mv2(1 + k)

Звiдси:

v =

√
2gL sinα

1 + k
(4.12)

Розв’язок методом другого закону Ньютона

Розглянемо сили, що дiють на цилiндр вздовж похилої площини. Згi-
дно з другим законом Ньютона:

mg sinα− fтер = ma (4.13)

Сила тертя fтер, що входить у це рiвняння, — це сила тертя спо-
кою, яка забезпечує умову скочування без ковзання. Вона повинна
бути меншою або рiвною максимально можливому значенню:

fтер ≤ µN = µmg cosα (4.14)

Щоб знайти її величину, скористаємося рiвнянням моменту сили
вiдносно осi цилiндра. Сила тертя створює обертальний момент:

fтер · r = I · ε (4.15)

Оскiльки рух без ковзання, маємо зв’язок мiж кутовим i лiнiйним
прискоренням:
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ε =
a

r

Пiдставимо момент iнерцiї I = kmr2:

fтер = kmr2 · a
r
= kma

Таким чином, сила тертя, необхiдна для забезпечення скочування
без ковзання, дорiвнює:

fтер = kma

Пiдставимо це значення в рiвняння (4.13):

mg sinα− kma = ma

a =
g sinα

1 + k
(4.16)

Примiтка. Це прискорення вiдповiдає умовi скочування без ков-
зання. Якщо умова 4.14 не виконується, то виникає ковзання, i тiло
зiсковзуватиме вниз без обертання.

Використовуючи вираз для прискорення 4.16 знайдемо час спуску
з спiввiдношення: L = 1

2at
2

t =

√
2L

a
=

√
2L(1 + k)

g sinα
(4.17)

Швидкiсть:

v = at =
g sinα

1 + k
·

√
2L(1 + k)

g sinα
=

√
2gL sinα

1 + k
(4.18)
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Порiвняння для рiзних тiл

Тiло I k Швидкiсть Час

Суцiльний цилiндр 1
2mr2 1

2

√
4gL sinα

3

√
3L

g sinα

Порожнiй цилiндр mr2 1
√
gL sinα

√
4L

g sinα

Сфера 2
5mr2 2

5

√
10gL sinα

7

√
14L

5g sinα

Висновок. Чим менший приведений момент iнерцiї тiла, тобто
менше значення коефiцiєнта

k =
I

mr2
,

тим бiльша його кiнцева швидкiсть при скочуваннi без ковзання. На-
приклад, масивна сфера (k = 2

5) скочується швидше, нiж суцiльний
цилiндр (k = 1

2), а порожнистий цилiндр (k = 1) — найповiльнiше.
Якщо цилiндр заповнений рiдиною, яка не бере участi в обертаннi

(тобто не має моменту iнерцiї вiдносно осi обертання), i маса рiди-
ни значно перевищує масу оболонки, то ефективний момент iнерцiї
системи стає дуже малим, тобто k ≈ 0. У цьому випадку кiнцева
швидкiсть наближається до значення для ковзання без тертя:

v =
√

2gh,

що вiдповiдає максимальному можливому прискоренню при русi вниз
похилою площиною.

Розв’язання методом миттєвої осi обертання

Такий же вираз для прискорення можна отримати iншим методом.
При скочуваннi без проковзування миттєва швидкiсть точки дотику
з площиною дорiвнює нулю. Отже, рух можна розглядати як чисте
обертання цилiндра вiдносно цiєї точки.

Момент сили тяжiння вiдносно точки дотику дорiвнює

M = mg sinα · r. (4.19)
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Момент iнерцiї вiдносно точки дотику знаходимо за теоремою
Гюйгенса–Штейнера:

Iт. д. = Iцентр +mr2 = kmr2 +mr2 = (1 + k)mr2. (4.20)

З рiвняння динамiки обертального руху:

M = Iт. д. · ε, (4.21)

де ε — кутове прискорення.
Звiдси:

mgr sinα = (1 + k)mr2 · ε, ε =
g sinα

(1 + k)r
. (4.22)

Прискорення центра мас:

a = εr =
g sinα

1 + k
. (4.23)

4.8. Задача про пружину

До стелi пiдвiшена пружина жорсткiстю k, до кiнця якої прикрiплено
гумову нитку, другий кiнець якої вiльно звисає на вiдстанi L вiд
пiдлоги. Яку силу потрiбно прикласти до кiнця гумової нитки, щоб
дотягнути його до пiдлоги. Залежнiсть видовження гумової нитки
x(F ) вiд сили F наведено на рисунку 4.14. (k = 14 Н/м, L = 1 м)

Розв’язок

Оскiльки пружина та нитка з’єднанi послiдовно, загальне видовже-
ння системи дорiвнює

∆x(F ) = xпруж(F ) + xгум(F ) =
F

k
+ x(F ),

де x(F ) — видовження гумової нитки, яке зчитується з графiка, а
xпруж(F ) = F/k — видовження пружини.
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Рис. 4.14. Деформацiйна характеристика гумової нитки

Умова задачi: кiнець нитки повинен змiститися вниз на L = 1 м.
Тому рiвняння для сили має вигляд

F

14
+ x(F ) = 1.

Розв’язання графiчним методом: на полi графiка x(F ) будуємо
пряму, що задається правою частиною рiвняння

x(F ) = 1− F

14
,

i знаходимо точку перетину кривої x(F ) з цiєю прямою. Пряма про-
ходить через такi двi точки: (0, 1) та (14, 0) i при F ≈ 7 Н пряма
перетинає криву. Отже, шукане значення сили:

F ≈ 7 Н



РОЗДIЛ 4. РОЗВ’ЯЗКИ ТИПОВИХ ФIЗИЧНИХ ЗАДАЧ 108

4.9. Прямий одновимiрний пружний удар

Задача про зiткнення куль. Двi кулi масами m1 i m2 рухаються
по однiй прямiй у взаємно протилежних напрямках. Перед ударом

m1 = 0.5 кг, v1i = +6м/с,
m2 = 1.0 кг, v2i = −2м/с.

Удар вважається iдеально пружним. Знайти швидкостi v1f i v2f пiсля
удару. Iндекси i та f означають initial та finish вiдповiдно.

Аналiтичне виведення

Для пружного зiткнення зберiгаються сумарний лiнiйний iмпульс P
та сумарна кiнетична енергiя K системи:

Pi = m1v1i +m2v2i, Pf = m1v1f +m2v2f , (4.24)
Ki =

1
2m1v

2
1i +

1
2m2v

2
2i, Kf = 1

2m1v
2
1f +

1
2m2v

2
2f . (4.25)

З умов збереження маємо систему двох рiвнянь невiдомих v1f , v2f :

m1v1i +m2v2i = m1v1f +m2v2f , (4.26)
1
2m1v

2
1i +

1
2m2v

2
2i =

1
2m1v

2
1f +

1
2m2v

2
2f . (4.27)

Стандартно для 1D пружного удару зручно скористатися вiдомими
аналiтичними формулами, що отримуються iз розв’язання системи
(4.26)–(4.27) або через перетворення в системi вiдлiку центра мас
(виведення див. нижче):

v1f =
m1 −m2

m1 +m2
v1i +

2m2

m1 +m2
v2i, (4.28)

v2f =
2m1

m1 +m2
v1i +

m2 −m1

m1 +m2
v2i. (4.29)

Числовi розрахунки

Для v1f за формулою (4.28) отримаємо:

v1f =
0.5− 1.0

1.5
·6+2 · 1.0

1.5
·(−2) =

−0.5

1.5
·6+ 2

1.5
·(−2) = − 3

1.5
− 4

1.5
= −14

3
.
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Отже v1f = −14
3 м/с ≈ −4.67м/с.

Аналогiчно для v2f за (4.29):

v2f =
2 · 0.5
1.5

·6+1.0− 0.5

1.5
·(−2) =

1

1.5
·6−0.5

1.5
·2 =

6

1.5
− 1

1.5
=

5

1.5
=

10

3
м/с.

Отже v2f ≈ 3.33м/с.

Коментар. Знак мiнус у v1f означає, що пiсля удару перша куля
рухається в протилежному напрямку щодо свого початкового руху.

Розв’язок задачi через систему центра мас

Розглянемо задачу про пружний одновимiрний удар в системi центра
мас (СЦМ), а потiм повернемося в лабораторну систему.

1. Швидкiсть центра мас Швидкiсть центра мас визначається
з формули для сумарного iмпульсу системи часток

Vцм =
m1v1i +m2v2i

m1 +m2
.

Пiдставляємо числовi значення:

Vцм =
0.5 · 6 + 1.0 · (−2)

0.5 + 1.0
=

3− 2

1.5
=

1

1.5
=

2

3
м/с ≈ 0.6667 м/с.

2. Перехiд у СЦМ: початковi швидкостi в СЦМ Швидкостi
тiл у СЦМ:

u1 = v1i − Vцм, u2 = v2i − Vцм.

Тому

u1 = 6−2

3
=

16

3
≈ 5.3333 м/с, u2 = −2−2

3
= −8

3
≈ −2.6667 м/с.

Перевiрка: дiйсно m1u1 +m2u2 = 0.5 · 16
3 + 1.0 · (−8

3) =
8
3 −

8
3 = 0.
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3. Пружний удар у СЦМ Для абсолютно пружного 1D зiткне-
ння в СЦМ модулi швидкостей зберiгаються, а напрямки мiняються
на протилежнi (доведення див. нижче). Отже

u′1 = −u1 = −16

3
м/с, u′2 = −u2 =

8

3
м/с.

4. Повернення в лабораторну систему Додаємо назад Vцм:

v1f = u′1 + Vцм = −16

3
+

2

3
= −14

3
м/с ≈ −4.6667 м/с,

v2f = u′2 + Vцм =
8

3
+

2

3
=

10

3
м/с ≈ 3.3333 м/с.

5. Виведення формул через систему центра мас Щоб отри-
мати стандартнi формули для v1f , v2f через m1,m2, v1i, v2i, скориста-
ємося виразом

v1f = −(v1i − Vцм) + Vцм = −v1i + 2Vцм.

Пiдставляючи Vцм =
m1v1i +m2v2i

m1 +m2
, маємо

v1f = −v1i + 2
m1v1i +m2v2i

m1 +m2
=

(−(m1 +m2) + 2m1)v1i + 2m2v2i
m1 +m2

,

v1f =
(m1 −m2)v1i + 2m2v2i

m1 +m2
.

Аналогiчно для другого тiла:

v2f =
(m2 −m1)v2i + 2m1v1i

m1 +m2
.
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6. Чисельна перевiрка збереження iмпульсу i енергiї Су-
марний iмпульс до взаємодiї:

Pi = m1v1i +m2v2i = 0.5 · 6 + 1.0 · (−2) = 1кг · м/с.

Сумарний iмпульс пiсля взаємодiї:

Pf = 0.5 · (−14
3 ) + 1.0 · 10

3
= −7

3 +
10
3 = 3

3 = 1кг · м/с.

Сумарна кiнетична енергiя до:

Ki =
1
2m1v

2
1i+

1
2m2v

2
2i =

1
2 ·0.5·6

2+1
2 ·1.0·(−2)2 = 0.25·36+0.5·4 = 9+2 = 11 Дж.

Пiсля:

Kf = 1
2 ·0.5·

(
−14

3

)2

+1
2 ·1.0·

(
10
3

)2

= 0.25·1969 +0.5·1009 = 49
9 +

50
9 = 99

9 = 11 Дж.

Отже перевiрки пiдтверджують збереження iмпульсу та кiнетичної
енергiї.

Висновок. Через симетрiю та те, що в СЦМ сумарний iмпульс до-
рiвнює нулю, пружний 1D удар у СЦМ виглядає як вiдбиття швид-
костей (замiна знака). Повернення в лабораторну систему дає звичнi
формули

v1f =
(m1 −m2)v1i + 2m2v2i

m1 +m2
, v2f =

(m2 −m1)v2i + 2m1v1i
m1 +m2

,

якi для наведених чисел дають v1f = −14
3 м/с ≈ −4.67 м/с та v2f =

10
3 м/с ≈ 3.33 м/с.

Доведення: збереження модулiв швидкостей у СЦМ при
пружному 1D зiткненнi

Нехай у системi центра мас (СЦМ) двi частинки мают швидкостi
u1, u2 до удару i u′1, u′2 пiсля удару. У СЦМ сумарний iмпульс дорiв-
нює нулю як до, так i пiсля удару:

m1u1 +m2u2 = 0, (4.30)
m1u

′
1 +m2u

′
2 = 0. (4.31)
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З рiвностi (4.30) маємо
u2 = −m1

m2
u1,

а з (4.31) аналогiчно
u′2 = −m1

m2
u′1.

Для пружного зiткнення зберiгається сумарна кiнетична енергiя.
Запишемо її в СЦМ до i пiсля удару:

1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2 =

1

2
m1u

′
1
2
+

1

2
m2u

′
2
2
.

Пiдставимо вирази для u2 та u′2:

1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2

(
− m1

m2
u1

)2

=
1

2
m1u

′
1
2
+

1

2
m2

(
− m1

m2
u′1

)2

.

Пiсля спрощення:

1

2
m1

(
1 +

m1

m2

)
u21 =

1

2
m1

(
1 +

m1

m2

)
u′1

2
.

Скорочуємо однаковi множники 1
2m1

(
1 + m1

m2

)
i отримуємо

u21 = u′1
2
.

Отже
|u′1| = |u1|.

Аналогiчно випливає |u′2| = |u2|.
Тепер потрiбно вибрати знак. Рiвнiсть квадратiв дає два варiанти:

u′1 = u1 або u′1 = −u1 (i вiдповiдно для u2). Пояснимо фiзично:

• Випадок u′1 = u1, u′2 = u2 означав би, що швидкостi не змiни-
лись — тобто жодної взаємодiї не вiдбулося (наприклад випа-
док коли частинки рухались не назустрiч, а в напрямку одна
вiд одної). Це тривiальний випадок не вiдповiдає умовi задачi.
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• Для нетривiального пружного зiткнення маємо змiну напрям-
кiв руху в СЦМ: тiла, що рухалися назустрiч, пiсля удару розлi-
таються у протилежнi сторони з тими ж модулями швидкостей.
Отже фiзично реалiстичний варiант:

u′1 = −u1, u′2 = −u2.

Таким чином, iз поєднання законiв збереження iмпульсу i енергiї
випливає, що у СЦМ модулi швидкостей зберiгаються, а їх напрямки
змiнюються на протилежнi (тобто вiдбувається замiна знака).

4.10. Непружний удар (злипання)

Задача про непружний удар. Двi платформи масами m1 = 200 кг
i m2 = 300 кг рухаються назустрiч по горизонтальнiй поверхнi без
тертя зi швидкостями

v1i = +4м/с, v2i = −1м/с.

Пiсля зiткнення вони злипаються i рухаються разом. Знайти спiльну
швидкiсть vf пiсля зiткнення i втрату кiнетичної енергiї в процесi.

Аналiтичне виведення

При абсолютно непружному зiткненнi (злипання) кiнетична енергiя
не зберiгається, але зберiгається сумарний iмпульс системи. Тому:

(m1 +m2)vf = m1v1i +m2v2i. (4.32)

Отже
vf =

m1v1i +m2v2i
m1 +m2

. (4.33)

Кiнетична енергiя до i пiсля даються виразами:

Ki =
1
2m1v

2
1i +

1
2m2v

2
2i, (4.34)

Kf = 1
2(m1 +m2)v

2
f . (4.35)

Втрачена енергiя:
∆K = Ki −Kf .
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Пiдстановка i обчислення

Обчислимо чисельне значення швидкостi (4.33):

vf =
m1v1i +m2v2i

m1 +m2
=

200 · 4 + 300 · (−1)

500
= 1м/с.

Обчислимо енергiї до зiткнення за (4.34):

Ki =
1
2 ·200 ·4

2+ 1
2 ·300 · (−1)2 = 1

2(3200+300) = 1
2 ·3500 = 1750Дж.

Пiсля зiткнення за (4.35):

Kf = 1
2 · 500 · 1

2 = 250Дж.

Отже втрата енергiї

∆K = 1750− 250 = 1500Дж.

Коментар

Приклад iлюструє, що навiть якщо iмпульс зберiгається, iстотнi втра-
ти кiнетичної енергiї можливi при непружних процесах.

4.11. Падiння тонкого ланцюжка на стiл

Задача 1. Тонкий гнучкий однорiдний ланцюжок довжиною L i ма-
сою M утримують за верхнiй кiнець над горизонтальним столом так,
що нижнiй кiнець ледь торкається стола. У момент t = 0 ланцюжок
вiдпускають; далi вiн вiльно падає i без вiдскоку нашаровуються на
столi. Знайти залежнiсть сили F (t), з якою ланцюжок дiє на стiл, i
визначити її максимальне значення.

Розв’язок. Позначимо лiнiйну густину ланцюжка λ =
M

L
. Нехай

x(t) — довжина частини ланцюжка, що вже лежить на столi, а v(t) —
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швидкiсть ланок, якi саме досягають столу в момент часу t. Оскiльки
будь-яка ланка падає вiльно з нуля, то її закон падiння:

x(t) =
1

2
gt2, v(t) = ẋ(t) = gt,

доки не впаде весь ланцюг (тобто для 0 ≤ t ≤ T =
√

2L
g ).

Сила, що дiє ланцюжком на стiл, має двi складовi:

1. Вага вже розмiщеної на столi частини:

Fв = (λ · x)g = λ · 1
2
gt2 · g =

1

2
λg2t2.

2. Динамiчна складова вiд зупинки падаючих ланок.
За час ∆t на стiл падає маса ∆m з швидкiстю v . Пiсля падiн-
ня швидкiсть змiнюється до нуля. Змiна iмпульсу цiєї частини
ланцюжка дорiвнює iмпульсу сили (добутку сили на час її дiї)
Fiмп∆t = ∆m · v . Враховуючи ∆m = λv∆t, отримаємо

Fiмп = λv2 = λg2t2.

Разом для 0 ≤ t < T :

F (t) = Fв + Fiмп =
3

2
λg2t2 =

3Mg2

2L
t2.

Коли весь ланцюг упав (t ≥ T ), рух припиняється i сила дорiвнює
вазi:

F (t) = Mg, t ≥ T.

Отже, залежнiсть є кусочно-заданою:

F (t) =


3Mg2

2L
t2, 0 ≤ t < T,

Mg, t ≥ T.
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Максимальне значення сили. Безпосередньо перед падiнням
останньої ланки (t → T )

Fmax =
3Mg2

2L
T 2 =

3Mg2

2L
· 2L
g

= 3Mg .

Пiсля завершення падiння сила стрибкоподiбно зменшується до Mg.

4.12. Рiвняння реактивного руху (рiвняння Цiол-
ковського)

Ракета має початкову (повну) масу з паливом M0 = 20000 кг, а маса
порожньої конструкцiї (кiнцева) Mf = 5000 кг. Швидкiсть викиду
вiдпрацьованих газiв вiдносно ракети u = 3000м/с. Знайти макси-
мально можливий прирiст швидкостi ∆v у мiжпланетному просторi
(не враховуючи зовнiшнiх сил).

Виведення рiвняння Цiолковського

Розглянемо момент, коли ракета має масу M i швидкiсть v. Пiсля то-
го, як маса палива dm вiдкидається з вiдносною швидкiстю u (вiд-
носно ракети), маса ракети зменшується на dm i ї ї швидкiсть змi-
нюється на dv. Закон збереження iмпульсу для цього нескiнченно
малого процесу:

Mv = (M − dM)(v + dv) + dM(v − u). (4.36)

Розкриємо праву частину i нехтуватимемо добутками малих величин
порядку dm dv:

Mv = Mv +Mdv − vdM − dM dv + vdM − udM

≈ Mv +Mdv − udM.

Пiсля спрощення отримуємо

M dv = u dM.
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Звернiть увагу, що тут dM — це вiд’ємна величина (маса ракети
зменшується), тому для зручностi випишемо в iнтегральнiй формi iз
врахуванням знакiв:

dv = −u
dM

M
.

Iнтегруємо вiд початкової маси M0 до кiнцевої Mf :

∆v = vf − vi = −u

∫ Mf

M0

dM

M
= u

∫ M0

Mf

dM

M
= u ln

M0

Mf
.

Пiдстановка чисел

∆v = 3000м/с · ln 20000

5000
= 3000 · ln 4 ≈ 3000 · 1.38629 ≈ 4158.9м/с.

Коментар

Рiвняння показує логарифмiчну залежнiсть приросту швидкостi вiд
коефiцiєнта вiдношення мас i гарантує, що для значного приросту
швидкостi потрiбна експоненцiальна кiлькiсть палива.

4.13. Закони збереження

Обертання диску. Тонкий диск iз моментом iнерцiї I1 = 0.02 кг·м2

обертається зi швидкiстю ω1 = 50 рад/с. На ту саму вiсь насаджує-
ться кiльце з моментом iнерцiї I2 = 0.01 кг·м2, яке спочатку не обер-
тається. При вiдсутностi зовнiшнiх моментiв iмпульсу знайти кiнцеву
кутову швидкiсть ωf i змiну кiнетичної енергiї обертання.

Розв’язок

За законом збереження моменту iмпульсу:

I1ω1 + I2 · 0 = (I1 + I2)ωf . (4.37)
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Вiдтак

ωf =
I1

I1 + I2
ω1. (4.38)

Кiнетична енергiя обертання до i пiсля:

Ki =
1
2I1ω

2
1, (4.39)

Kf = 1
2(I1 + I2)ω

2
f . (4.40)

Числовi розрахунки

Кiнцева кутова швидкiсть

ωf =
0.02

0.03
· 50 =

2

3
· 50 = 33.3 рад/с.

Початкова кiнетична енергiя:

Ki =
1
2 · 0.02 · 50

2 = 0.01 · 2500 = 25Дж.

Кiнцева кiнетична енергiя:

Kf = 1
2 · 0.03 · (33.3)

2 = 0.015 · 1111.1 ≈ 16.666 . . . Дж.

Втрати кiнетичної енергiї (передано у внутрiшню енергiю):

∆K = Ki −Kf ≈ 25− 16.666 · · · = 8.333 . . . Дж.

Коментар

Втрачена енергiя з’являється через внутрiшнi сили та перетворює-
ться на тепло при тертi пiд час пришвидшення кiльця до спiльної
кутової швидкостi. Цей випадок подiбний на непружнiй удар двох
куль, якi пiсля удару рухаються разом з однаковою швидкiстю.

Збереження енергiї: похила площина та пружина. Тiло
масою m = 2 кг вiдпускають iз вершини гладкої похилої площини
висотою h = 1.5м. Внизу бiля основи похилої площини встановле-
но пружину жорсткiстю k = 800Н/м. Тертям нехтуємо. Визначити
максимальне стискання пружини xmax.
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Розв’язок

За законом збереження механiчної енергiї (без дисипацiї): потенцi-
альна енергiя тiла на висотi h перетворюється у пружну енергiю
пружини у момент найбiльшого стискання:

mgh = 1
2kx

2
max. (4.41)

звiдси

xmax =

√
2mgh

k
. (4.42)

Пiдставимо m = 2 кг, g = 9.81м/с2, h = 1.5м, k = 800Н/м:

2mgh = 2 · 2 · 9.81 · 1.5 = 58.86,

2mgh

k
=

58.86

800
= 0.073575,

xmax =
√
0.073575 ≈ 0.271м.

Рiвняння неперервностi та рiвняння Бернуллi. Через зву-
ження трубопроводу тече нестислива та нерозривна рiдина густини
ρ = 1000 кг/м3. У широкому перерiзi площа S1 = 0.02м2 швидкiсть
v1 = 1.5м/с та тиск p1 = 1.0 × 105 Па. Площа вузького перерiзу
S2 = 0.01м2. Знайти v2 i p2.

Розв’язок

Рiвняння неперервностi для нестисливої рiдини:

S1v1 = S2v2 ⇒ v2 =
S1

S2
v1. (4.43)

Рiвняння Бернуллi (по однiй лiнiї потоку, без урахування втрат):

p1 +
1
2ρv

2
1 = p2 +

1
2ρv

2
2. (4.44)

Звiдси
p2 = p1 +

1
2ρ(v

2
1 − v22). (4.45)
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Пiдстановка

За (4.43):

v2 =
0.02

0.01
· 1.5 = 3.0м/с.

Пiдставимо у (4.45):

v21 − v22 = 1.52 − 3.02 = 2.25− 9 = −6.75,
1
2ρ(v

2
1 − v22) =

1
2 · 1000 · (−6.75) = −3375Па,

p2 = 100000− 3375 = 96 625Па.

Коментар

Тиск у вузькому перерiзi зменшується порiвняно з широким перерi-
зом — класичний ефект, що пояснює, наприклад, пiднiманя крили
лiтального апарата (спрощено) або роботу струменевих насосiв.

Задача про скочування цилiндрiв

Три цилiндри однакового радiуса R скочуються без ковзання з похи-
лої площини. Перший — суцiльний цилiндр, другий — тонкостiнний
порожнистий цилiндр, третiй — цилiндр, заповнений водою (маса
води значно бiльша за масу оболонки). Який iз цилiндрiв скотиться
площини першим, а який — останнiм?

Розв’язання методом закону збереження енергiї

Для цилiндра, що скочується без ковзання, виконується закон збе-
реження енергiї: потенцiальна енергiя перетворюється в кiнетичну
енергiю поступального i обертального рухiв:

Mgh =
1

2
Mv2 +

1

2
Iω2, (4.46)

де h — висота, з якої скочується цилiндр, v — швидкiсть центра мас,
I — момент iнерцiї вiдносно осi обертання, а ω — кутова швидкiсть.
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Оскiльки немає ковзання, то

v = ωR.

Тодi з (4.46) отримуємо:

Mgh =
1

2
Mv2 +

1

2
I
v2

R2
. (4.47)

Звiдси

v2 =
2gh

1 +
I

MR2

. (4.48)

Позначимо I = λMR2, де λ — безрозмiрний коефiцiєнт (для
суцiльного цилiндра λ = 1

2 , для кiльця λ = 1 тощо). Враховую-
чи, що висота h та довжина похилої площини s зв’язанi формулою
h = s sinα та зв’язок кiнцевої швидкостi з прискоренням v2 = 2as
отримаємо

v2 =
2gs sinα

1 + λ
, a =

g sinα

1 + λ
. (4.49)

Розв’язання методом миттєвої осi обертання

Такий же вираз для прискорення можна отримати iншим методом.
При котiннi без просковзування миттєва швидкiсть точки дотику з
площиною дорiвнює нулю. Отже, рух можна розглядати як чисте
обертання цилiндра вiдносно цiєї точки.

Момент сили тяжiння вiдносно точки дотику дорiвнює

M = mg sinα ·R. (4.50)

Момент iнерцiї вiдносно точки дотику знаходимо за теоремою
Гюйгенса–Штейнера:

Iт. д. = Iцентр +mR2 = λmR2 +mR2 = (1 + λ)mR2. (4.51)
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З рiвняння динамiки обертального руху:

M = Iт. д. · ε, (4.52)

де ε — кутове прискорення.
Звiдси:

mgR sinα = (1 + λ)mR2 · ε, ε =
g sinα

(1 + λ)R
. (4.53)

Прискорення центра мас:

a = εR =
g sinα

1 + λ
. (4.54)

Висновок

В обох методах отримуємо однаковий результат:

a =
g sinα

1 + λ
,

який показує, що чим бiльший момент iнерцiї (порожнистий цилiндр,
сфера, диск тощо), тим меншим буде прискорення скочування.

Випадки:

Суцiльний цилiндр: I = 1
2MR2, тому λ = 1/2

a =
g sinα

1 + 1
2

=
2

3
g sinα.

Порожнистий цилiндр: I = MR2, тому λ = 1

a =
g sinα

1 + 1
=

1

2
g sinα.

Цилiндр, заповнений водою: Вода всерединi не обертається разом iз
оболонкою, тому вся енергiя переходить у поступальний рух оболон-
ки:

Mgh =
1

2
Mv2 ⇒ v2 = 2gh.

a = g sinα.
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Висновок:

Найшвидше донизу площини скотиться цилiндр, заповнений рiди-
ною (v =

√
2gh). Слiдом за ним – суцiльний цилiндр (v =

√
4
3gh).

Останнiм скотиться порожнистий цилiндр (v =
√
gh).

4.14. Електрика

Максимальна потужнiсть вiд джерела напруги

Задано джерело постiйної напруги з ЕРС E та внутрiшнiм опором
r . До джерела пiд’єднано зовнiшнiй опiр R . Знайти таке значення R,
за якого потужнiсть, що видiляється на навантаженнi, максимальна.

Розв’язок. Струм у колi:

I =
E

r +R
.

Потужнiсть на навантаженнi:

P = I2R =
E2

(r +R)2
R.

Залежнiсть P (R) зображена на рис. 4.15 .

Максимум залежностi P (R) з умови
dP

dR
= 0:

dP

dR
= E2 (r +R)2 − 2R(r +R)

(r +R)4
= E2 r −R

(r +R)3
= 0 ⇒ R = r.

Отже, максимум потужностi, яку можна отримати вiд джерела при
зовнiшньому опорi, що дорiвнює його внутрiшньому опору.

R = r .

Максимальна потужнiсть, яку можна отримати вiд джерела обме-
жується його внутрiшнiм опором:

Pmax =
E2

4r
.
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Рис. 4.15. Залежнiсть потужностi на навантаженi вiд величини опору
зовнiшнього навантаження

Потужнiше джерело має менший внутрiшнiй опiр.
Додатково: ККД при R = r дорiвнює 50%, бо половина поту-

жностi йде на втрати в джерелi. Для збiльшення коефiцiєнта кори-
сної дiї i зменшеннi втрат на нагрiвання джерела потрiбно зменшити
струм у колi збiльшенням опору навантаження. Розрахуємо зале-
жнiсть коефiцiєнта корисної дiї η вiд зовнiшнього опору R

η =
PR

PR+r
=

R

R + r

Графiк залежностi η(R) зображено на рис. 4.16.
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Рис. 4.16. Залежнiсть коефiцiєнта корисної дiї вiд опору навантаже-
ння



Роздiл 5

ЗБIРНИК ЗАДАЧ

5.1. Рух тiла в однорiдному полi сили тяжiння

1. Похилa площинa i час руху. Тiло маси m починає руха-
тися з нерухомого стану з вершини гладкої похилої площини
висотою h. Порiвняйте час скочування тiла по площинi з ча-
сом його вiльного падiння з тiєї ж висоти. Визначте кут нахилу
α площини, за якого час скочування буде у два рази бiльшим
за час вiльного падiння.

2. Мисливець i мавпа. Мисливець прицiлився на мавпу, яка
сидить на гiлцi дерева на висотi H та на вiдстанi L вiд ньо-
го. В момент пострiлу мавпа зiскочила з гiлки i почала вiльно
падати. Куля вилiтає зi швидкiстю v0 у напрямку лiнiї прицi-
лювання. Чи влучить куля в мавпу, якщо нехтувати опором
повiтря?

3. Кидок пiд кутом до горизонту. Тiло кинуто з поверхнi зем-
лi пiд кутом θ до горизонту зi швидкiстю v0. Визначте:

(а) максимальну висоту пiдйому тiла;

(б) дальнiсть польоту;

(в) час польоту.

126
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4. Камiнь з вежi. З вершини вежi висотою H кидають камiнь
горизонтально зi швидкiстю v0. Визначте час падiння каменя,
дальнiсть його падiння вiд основи вежi та швидкiсть при ударi
об землю.

5. Двi кулi з рiзними напрямками кидання. Двi кулi кинуто
одночасно з однiєї точки: одна вертикально вгору зi швидкiстю
v0, а iнша горизонтально з тiєю ж швидкiстю v0. Визначте, яка
з куль ранiше впаде на землю, якщо вони рухаються в однорi-
дному полi сили тяжiння i опором повiтря знехтувати.

5.2. Закони збереження iмпульсу

1. Двi кулi масами m1 = 0,5 кг та m2 = 0,3 кг рухаються назустрiч
одна однiй зi швидкостями v1 = 2м/с та v2 = −1м/с. Пiсля
пружного зiткнення знайти швидкостi обох куль.

2. Вiзок масою M = 50 кг рухається без тертя зi швидкiстю v0 =
1м/с. З нього горизонтально в напрямку протилежному до на-
прямку руху викидають тiло масою m = 10 кг зi швидкiстю
u = 2м/с вiдносно вiзка. Знайти швидкiсть вiзка пiсля вики-
дання.

3. Платформа масою 100 кг стоїть на горизонтальнiй поверхнi без
тертя. Людина масою 50 кг стоїть на платформi. З якою швид-
кiстю почне рухатись платформа, якщо людина почне йти по
нiй зi швидкiстю 1м/с вiдносно платформи?

4. Куля масою m = 20 г, що летить зi швидкiстю v = 300м/с,
влучає у дерев’яний брусок масою M = 2 кг, який лежить на
гладкiй поверхнi. Визначити швидкiсть бруска пiсля непружно-
го удару, якщо куля застрягає в ньому.

5. Два ковзанярi масами 70 кг та 80 кг вiдштовхуються один вiд
одного на льоду. Якщо швидкiсть першого ковзаняра 1,5м/с,
знайти швидкiсть другого.
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5.3. Закони збереження моменту iмпульсу

1. Льодяний ковзаняр, обертаючись з частотою f1 = 1Гц, прити-
скає руки до тiла, зменшуючи момент iнерцiї у 4 рази. Знайти
нову частоту обертання.

2. Тонкий диск з моментом iнерцiї I1 = 0,05 кг·м2 обертається зi
швидкiстю ω1 = 20 рад/с. На ту саму вiсь насаджується дру-
гий диск з моментом iнерцiї I2 = 0,02 кг·м2, який спочатку не
обертається. Знайти кiнцеву кутову швидкiсть системи.

3. Супутник масою m рухається по коловiй орбiтi радiуса R1. Дви-
гуни змiнюють його орбiту на R2 без змiни напрямку швидко-
стi. Вважаючи дiю центральних сил, визначити нову орбiталь-
ну швидкiсть.

4. Куля масою m = 0,2 кг врiзається у дверi на вiдстанi r = 0,8м
вiд осi обертання. Знайти початкову кутову швидкiсть дверей,
якщо вони мають момент iнерцiї I = 5 кг·м2 i куля застрягає в
них зi швидкiстю v = 10м/с.

5. Диск, що обертається зi швидкiстю 30 об/хв, уповiльнюється
через падiння на нього пiску, який рiвномiрно розподiляється
по краю. Як змiниться кутова швидкiсть, якщо маса пiску ста-
новитиме 0,2 маси диска?

5.4. Закон збереження енергiї

1. Тiло масою m = 1 кг ковзає без тертя з висоти h = 5м. Знайти
швидкiсть тiла внизу похилої площини.

2. Пружина з коефiцiєнтом жорсткостi k = 400Н/м стиснута на
x = 0,1м. Знайти максимальну швидкiсть тiла масою m = 2 кг,
яке вивiльняється пружиною.

3. Маятник довжиною l = 1м вiдводять на кут 30◦ вiд вертикалi
та вiдпускають. Знайти швидкiсть вантажу в найнижчiй точцi.
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4. Камiнь масою 0,5 кг падає з висоти 20м. Яку швидкiсть вiн
матиме перед ударом, якщо втрати енергiї на опiр повiтря ста-
новлять 20%?

5. Кулька масою m = 0,1 кг рухається по горизонтальнiй поверх-
нi, вдаряється в пружину та стискає її на 0,05м. Визначити
початкову швидкiсть кульки, якщо k = 500Н/м.

5.5. Рiвняння Бернуллi

1. Через горизонтальну трубу, що звужується вiд S1 = 0,02м2

до S2 = 0,01м2, тече вода зi швидкiстю v1 = 2м/с. Знайти
v2, якщо густина води ρ = 1000 кг/м3 i рiзниця тискiв мiж
перерiзами.

2. Вода витiкає з бака через отвiр дiаметром d = 2 см на глиби-
нi h = 1м пiд дiєю сили тяжiння. Використовуючи рiвняння
Бернуллi, знайти швидкiсть витiкання.

3. У вертикальнiй трубi дiаметр змiнюється з 10 см до 5 см. У
верхньому перерiзi швидкiсть рiдини v1 = 1м/с, тиск p1 =
1,2 × 105 Па, висота z1 = 2м; нижнiй перерiз знаходиться на
висотi z2 = 0. Знайти швидкiсть v2 i тиск p2.

4. Струмiнь води б’є вертикально вгору на висоту H = 2м. Яка
швидкiсть води на виходi з насадки? Знехтувати втратами.

5. Повiтря рухається по горизонтальнiй трубi вiд широкого пере-
рiзу (d1 = 10 см) до вузького (d2 = 5 см). Якщо тиск у широ-
кому перерiзi 1,05 × 105 Па i швидкiсть 5м/с, знайти тиск у
вузькому.

5.6. Рiвняння Цiолковського

1. Ракета маси m0 = 5000 кг має швидкiсть витiкання газiв u =
2000м/с. Знайти швидкiсть ракети пiсля зменшення маси на
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1000 кг.

2. Супутник-носiй стартує з орбiти, маючи масу палива, яка скла-
дає 60% вiд його початкової маси, i швидкiсть витiкання газiв
u = 2500м/с. Знайти максимально можливий прирiст швидко-
стi.

3. Мiжпланетний зонд масою m0 = 2000 кг планує виконати ма-
невр, витративши 500 кг палива зi швидкiстю витiкання u =
3000м/с. Обчислити змiну швидкостi.

4. Ракета має початкову масу m0 = 10т i швидкiсть витiкання
газiв u = 2200м/с. Яку масу палива треба спалити, щоб збiль-
шити швидкiсть на 2000м/с?

5. Космiчний апарат має залишок палива 200 кг при масi апарата
1200 кг (разом iз паливом). Швидкiсть витiкання u = 2900м/с.
Знайти максимальний можливий прирiст швидкостi.
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