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Ïåðåäìîâà

Äëÿ ÷îãî ïîòðiáíi ìàòåìàòè÷íi çìàãàííÿ? Â ïåðøó ÷åðãó äëÿ òîãî,
ùîá âiäíàéòè ñåðåä øêîëÿðiâ òèõ, õòî ñõèëüíèé äî iíòåëåêòóàëüíî¨
òâîð÷îñòi, i ïîêàçàòè ¨ì êðàñó ìàòåìàòèêè. Â ïîäàëüøîìó öå ìîæå
çàõîïèòè ó÷íÿ, i âií ïîâ'ÿæå ñâî¹ ìàéáóòí¹ ç áiëüø ñåðéîçíîþ, ñó÷à-
ñíîþ ìàòåìàòèêîþ. À ìîæëèâî âií îáåðå ñâî¨ì ìàéáóòíiì iíæåíåðíèé
àáî IT-íàïðÿìîê ÷è ïðèðîäíè÷i íàóêè, àëå íàâè÷êè íåñòàíäàðòíîãî
ìèñëåííÿ, ðîçâèíåíi ïiä ÷àñ ó÷àñòi â ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàäàõ, íåî-
äíîðàçîâî ñòàíóòü ó ïðèãîäi.

Êîæíà îëiìïiàäà â÷èòü ïðîãðàâàòè i ïåðåìàãàòè. Íàâiòü äóæå çäi-
áíèé ó÷åíü ìîæå çàçíàòè ïîðàçêè ÷èìàëî ðàçiâ, ïåðø íiæ îòðèìó¹
ñâîþ ïåðøó íàãîðîäó. Éìîâiðíî òàêîæ, ùî ñïî÷àòêó iíøi áóäóòü çäà-
âàòèñÿ íàáàãàòî êðàùèìè çà âàñ, i áóäå ñïîêóñà îïóñòèòè ðóêè. Àëå
çðåøòîþ, âè çàñâî¨òå âàæëèâèé óðîê: ùîá ñòàòè ïåðåìîæöåì, ïîòði-
áíî äîêëàñòè ÷èìàëî çóñèëü, ÿêi âàðòi äîñÿãíåííÿ îìðiÿíî¨ ìåòè.

Êðiì òîãî, áóäü-ÿêå ìàòåìàòè÷íå çìàãàííÿ � öå çíàéîìñòâî ç íîâè-
ìè ëþäüìè çi ñõîæèìè iíòåðåñàìè. Äèñêóñi¨ çi øêîëÿðàìè-ó÷àñíèêàìè
÷è ÷ëåíàìè æóði, ÿêi òàêîæ ëþáëÿòü ìàòåìàòèêó, ïîêðàùóþòü ìà-
òåìàòè÷íi íàâè÷êè, i ç ÷àñîì äàþòü çìîãó çíàéòè õîðîøèõ äðóçiâ çi
ñïiëüíèì çàõîïëåííÿì � ìàòåìàòèêîþ.

Ñàìå òîìó âæå ïðîòÿãîì äåñÿòè ðîêiâ íàóêîâî-òâîð÷å îá'¹äíàííÿ
½Ìàòåìàòè÷íà Ìàéñòåðíÿ� îðãàíiçîâó¹ ãóðòêè, öèêëè ëåêöié, ìàòåìà-
òè÷íi ôåñòèâàëi òà îëiìïiàäè, ÿêi ñòàþòü ñïðàâæíiìè ìàòåìàòè÷íè-

3



4

ìè ñâÿòàìè. ½Ìàòåìàòè÷íà Ìàéñòåðíÿ� � öå ñïiëüíîòà îäíîäóìöiâ,
óòâîðåíà íà ôàêóëüòåòi ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ×åðíiâåöüêîãî
íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, ÿêà ìà¹ íà ìå-
òi ïîïóëÿðèçàöiþ òà ðîçâèòîê ìàòåìàòèêè i ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè â
×åðíiâåöüêié îáëàñòi, ïðîïàãó¹ i ïiäòðèìó¹ ÷åñíiòü òà ïðîçîðiñòü ó
ïðîâåäåííi çìàãàíü ç ìàòåìàòèêè ñåðåä øêîëÿðiâ i îá'¹äíó¹ ëþäåé
ðiçíîãî âiêó, ïðîôåñié òà ñîöiàëüíîãî ñòàòóñó � âiä ñòàðøîêëàñíèêiâ
×åðíiâåöüêèõ øêië, ñòóäåíòiâ ¹âðîïåéñüêèõ óíiâåðñèòåòiâ, àñïiðàíòiâ
òà âèêëàäà÷iâ ×ÍÓ äî óñïiøíèõ ïiäïðè¹ìöiâ i áiçíåñìåíiâ, ÿêi é äîñi
çàõîïëþþòüñÿ ìàòåìàòèêîþ.

Ó êíèçi çiáðàíi çàâäàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä ðiçíîãî ðiâíÿ, ÿêi
ïðîâîäèëèñÿ âïðîäîâæ äåñÿòè ðîêiâ (âiä 2015-2016 äî 2024-2025 í.ð.)
äëÿ øêîëÿðiâ ×åðíiâåöüêî¨ îáëàñòi â áiëüøîñòi ïiä åãiäîþ òâîð÷î¨ ãðó-
ïè Ìàòåìàòè÷íî¨ Ìàéñòåðíi. Óñi çàäà÷i ñóïðîâîäæóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè
÷è âêàçiâêàìè, àëå ÷èòà÷i ìîæóòü ïðèäóìàòè ñâî¨, âiäìiííi âiä íàâå-
äåíèõ, ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ñïîäiâà¹ìîñÿ, ùî êîæíèé, õòî òðèìà¹ â ðóêàõ öþ êíèãó, çíàéäå
äëÿ ñåáå ùîñü êîðèñíå.

I ïàì'ÿòàéìî � ìàòåìàòèêà íå íàâ÷èòü íàñ äîäàâàòè êîõàííÿ ÷è
âiäíiìàòè íåíàâèñòü, ïðîòå âîíà äîïîìîæå çðîçóìiòè, ùî êîæíà ïðî-
áëåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.
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Óìîâè çàäà÷

II åòàï Âñåóêðà¨íñüêèõ ó÷íiâñüêèõ îëiìïiàä

2015 � 2016

7 êëàñ

¬ Äîâåäiòü, ùî
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+
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+
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+
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+

1
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+

1

18
>

1

3
.

­ Ãðàäóñíà ìiðà êóòà ABC äîðiâíþ¹ 88◦, D � äåÿêà òî÷êà ç âíó-
òðiøíüî¨ îáëàñòi öüîãî êóòà. Çíàéäiòü êóò ìiæ áiñåêòðèñàìè êó-
òiâ ABD i DBC.

® Çíàéäiòü óñi ÷îòèðèçíà÷íi ÷èñëà, ÿêi äiëÿòüñÿ íà 35 i îòðèìàíi
ç ÷èñëà 35 äîïèñóâàííÿì ñïðàâà i çëiâà ïî îäíié öèôði.

¯ Ïiñëÿ çíèæåííÿ öiíè âõiäíîãî êâèòêà íà ñòàäiîí äëÿ ïåðåãëÿäó
ôóòáîëüíîãî ìàò÷ó êiëüêiñòü ãëÿäà÷iâ çðîñëà íà 30%, à âèðó-
÷êà âiä ïðîäàæó êâèòêiâ � íà 10, 5%. Íà ñêiëüêè âiäñîòêiâ áóëà
çíèæåíà öiíà êâèòêà?

° Ó òàáëèöi ðîçìiðîì 2015× 2015 çàïèñàíi ÷èñëà òàê, ùî äîáóòîê
óñiõ ÷èñåë ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó âiä'¹ìíèé. Äîâåäiòü, ùî çíàé-
äåòüñÿ ðÿäîê, ó ÿêîìó äîáóòîê óñiõ ÷èñåë òàêîæ âiä'¹ìíèé.
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8 Ðîçäië 1. Óìîâè çàäà÷

8 êëàñ

¬ Äîäàòíi ÷èñëà a òà b òàêi, ùî a2+b2 = 12 i ab = 2. ×îìó äîðiâíþ¹
çíà÷åííÿ (a+ b)3?

­ Íà ïðîäîâæåííi ñòîðîíè AC, ÿêà ëåæèòü íàâïðîòè íàéáiëüøîãî
êóòà òðèêóòíèêà ABC, âiäêëàäåíî òàêèé âiäðiçîê CD, ùî CD =
CB. Äîâåäiòü, ùî êóò ABD íå ãîñòðèé.

® Äîðîãà äîâæèíîþ 8 êiëîìåòðiâ âiä òóðèñòè÷íîãî òàáîðó äî ãið-
ñüêîãî îçåðà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí � ïiäéîìó íà õðåáåò,
ðiâíî¨ äiëÿíêè òà ñïóñêó ç õðåáòà äî îçåðà. Òóðèñò âèòðàòèâ íà
äîðîãó âiä òàáîðó äî îçåðà i íàçàä 5 ãîäèí i 40 õâèëèí, à éîãî
ñåðåäíÿ øâèäêiñòü íà ïiäéîìàõ ñêëàäàëà 2 êì/ãîä, íà ðiâíié äi-
ëÿíöi � 3 êì/ãîä, à íà ñïóñêàõ � 4 êì/ãîä. ßêà äîâæèíà ðiâíî¨
äiëÿíêè äîðîãè ìiæ òàáîðîì òà îçåðîì?

¯ ×è ìîæíà ïîäàòè ÷èñëî 2015 ó âèãëÿäó ñóìè êâàäðàòiâ äâîõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

° Íà äíi íàðîäæåííi ó Òàðàñèêà áóëî 10 ãîñòåé, ÿêèõ iìåíèííèê
÷àñòóâàâ öóêåðêàìè. Âiäîìî, ùî ãîñòi ç'¨ëè 44 öóêåðêè. Äîâå-
äiòü, ùî çíàéäåòüñÿ õî÷à á äâî¹ ãîñòåé, ÿêi ç'¨ëè îäíàêîâó êiëü-
êiñòü öóêåðîê.

9 êëàñ

¬ ßêå ç ÷èñåë áiëüøå: 2015 · 2016 + 6050 ÷è 20172?
­ Â òðàïåöi¨ ABCD îñíîâà AD â òðè ðàçè äîâøà, íiæ BC. Òî÷êà
M ëåæèòü íà âiäðiçêó AD, ïðè÷îìó âiäðiçîê CM ïàðàëåëüíèé
äî AB, à âiäðiçêè CM i DB ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P . Çíàéäiòü
âiäíîøåííÿ CP äî MP .

® Îñòàï íà êàíiêóëàõ ãîòóâàâñÿ äî îëiìïiàäè ç ìàòåìàòèêè i ðîçâ'ÿ-
çóâàâ çàäà÷i: ñïî÷àòêó � ïðîñòiøi, à ïîòiì � ñêëàäíiøi. Êîæåí
äåíü êiëüêiñòü çàäà÷, ÿêi âií ðîçâ'ÿçàâ, çìåíøóâàëàñÿ íà äåÿêó
ñòàëó êiëüêiñòü âiäñîòêiâ. ×åðåç òðè äíi âèÿâèëîñÿ, ùî êiëüêiñòü
çàäà÷, ÿêi Îñòàï âñüîãî ðîçâ'ÿçàâ çà òðè äíi, ñòàíîâèòü 231,25%
âiä êiëüêîñòi çàäà÷, ÿêi âií ðîçâ'ÿçàâ çà ïåðøèé äåíü. Íà ñêiëü-
êè âiäñîòêiâ ùîäíÿ çìåíøóâàëàñü êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçàíèõ íèì çà-
äà÷?

¯ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

7[x] + 10{x} = 12,
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äå [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x, òîáòî, íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ÿêå
íå ïåðåâèùó¹ x, à {x} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà x, òîáòî, {x} =
x− [x].

° Â ïåðøîìó êëàñi îäíi¹¨ ç øêië êèòàéñüêîãî ìiñòà Òÿíüöçèíü
íàâ÷à¹òüñÿ 99 ó÷íiâ. Â îáiäíþ ïåðåðâó óñi äiòè ç öüîãî êëà-
ñó ñòàþòü â ðÿäîê, i äèðåêòîð øêîëè Òÿíü òà éîãî çàñòóïíèê
Öçèíü ïî ÷åðçi ïðèãîùàþòü äiòåé ïèðiæêàìè ç ðèñîì, ïðè÷î-
ìó çà îäèí ðàç êîæíèé ç íèõ ìîæå ïðèãîñòèòè îäíîãî ÷è äâîõ
ó÷íiâ, ÿêi ñòîÿòü ïîðó÷. Òîìó, õòî ïðèãîùà¹ îñòàííüîãî ó÷íÿ,
êóõàð Ïóíü çàâæäè ãîòó¹ ñìà÷íèé þàé. Êîìó äiñòàíåòüñÿ ñìà-
÷íèé þàé, ÿêùî ïåðøèì ïî÷íå ïðèãîùàòè ó÷íiâ äèðåêòîð Òÿíü?

10 êëàñ

¬ Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü

a4 + 1 ≥ a3 + a.

­ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ (3x2 − 2x)2 + 9x2 = 6x+ 4.
® Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ äðîáó

(3 + 6 + · · ·+ 99)2 − (7 + 14 + 21 + · · ·+ 147)2

(1 + 2 + 3 + · · ·+ 100) + 1000
.

¯ Òî÷êà D äiëèòü ái÷íó ñòîðîíó BC ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà
ABC ç îñíîâîþ AB íà âiäðiçêè äîâæèíîþ äîâæèíîþ 2 ñì i 6 ñì.
Çíàéäiòü äîâæèíè ñòîðií òðèêóòíèêà ABC, ÿêùî AB = AD.

° Çà êðóãëèì ñòîëîì ñèäÿòü 2015 äîðîñëèõ i 2015 äiòåé. Äîâåäiòü,
ùî ó îäíîãî ç ïðèñóòíiõ çà ñòîëîì îáèäâà ñóñiäè � äiòè.

11 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

2 cos2 x+ 5 cos
(π

2
− x
)
− 4 = 0.

­ Íåõàé a, b � äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî a+ b = 2016. Äîâåäiòü, ùî

a2 + b2 − 2ab− a+ 3b ≥ 2015.
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® Òî÷êè D i E äiëÿòü ãiïîòåíóçó AB ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà
ABC íà òðè âiäðiçêè AD, DE i EB, äîâæèíè ÿêèõ âiäíîñÿòüñÿ
ÿê 1 : 4 : 7 âiäïîâiäíî. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà ABC, ÿêùî
CD = CE.

¯ Çíàéäiòü âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü{ √
x+ 2015 = y

x+ 10 cos(πy) = 0.

° Êîæíó òî÷êó íà êîëi ðàäióñà 1 ñì ïîôàðáîâàíî ó çåëåíèé àáî
÷îðíèé êîëið. Äîâåäiòü, ùî ìîæíà âèáðàòè íà êîëi äâi òî÷êè
îäíîãî êîëüîðó òàê, ùî âiäñòàíü ìiæ íèìè

a) íå ìåíøà, íiæ
√

3 ñì; á) íå ìåíøà, íiæ 2 sin 72◦ ñì.

2016 � 2017

6 êëàñ

¬ Êîçàê Iâàí Ñiðîøàïêà äâà äíi ¨õàâ âåðõè iç ñåëà Âèøíåâå ó
Çàïîðiçüêó Ñi÷. Ïåðøîãî äíÿ âií ïðî¨õàâ 9

17 óñüîãî øëÿõó, à
äðóãîãî � ðåøòó 104 êì. ßêó âiäñòàíü ïîäîëàâ Iâàí çà äâà äíi?

­ Ïåðøà öèôðà ï'ÿòèöèôðîâîãî ÷èñëà íà 1 áiëüøà çà îñòàííþ.
Íà ñêiëüêè çìåíøèòüñÿ öå ÷èñëî, ÿêùî ïåðøó i îñòàííþ öèôðè
ïîìiíÿòè ìiñöÿìè, à iíøi íå çìiíþâàòè?

® Çíàéäiòü íàéáiëüøå øåñòèöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íàöiëî
íà 45 òà ìà¹ óñi ðiçíi öèôðè.

¯ Ïðîòÿãîì ïåðøîãî ïiâði÷÷ÿ 2016 ðîêó áóëî 25 äíiâ ç îïàäàìè, à
ðåøòà � áåç îïàäiâ. Äîâåäiòü, ùî ïðîòÿãîì âêàçàíîãî ïiâði÷÷ÿ
áóâ õî÷à á îäèí òèæíåâèé ïåðiîä (òîáòî ñiì äíiâ ïîñïiëü) áåç
îïàäiâ.

7 êëàñ

¬ Äàíî äâà äîáóòêè: 11 ·44 i 16 ·32. Íà ÿêå ÷èñëî òðåáà çáiëüøèòè
êîæíèé iç öèõ ÷îòèðüîõ ìíîæíèêiâ, ùîá íîâi äîáóòêè äîðiâíþ-
âàëè îäèí îäíîìó?

­ Îäíà ñòîðîíà ïðÿìîêóòíèêà íà 30% áiëüøà çà ñòîðîíó êâàäðà-
òà, à iíøà ñòîðîíà � íà 30% ìåíøà çà ñòîðîíó öüîãî æ êâàäðàòà.
Ñêiëüêè âiäñîòêiâ âiä ïëîùi öüîãî êâàäðàòà ñòàíîâèòü ïëîùà
òàêîãî ïðÿìîêóòíèêà?
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® Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 72016 − 32016 äiëèòüñÿ íàöiëî íà 10.
¯ Ó ìåíþ øêiëüíî¨ ¨äàëüíi ¹ 3 âèäè ïåðøèõ ñòðàâ, 4 âèäè äðó-

ãèõ ñòðàâ i 2 âèäè òðåòiõ ñòðàâ. Êîæåí ó÷åíü êëàñó âèáðàâ ñîái
íà îáiä ïîâíèé êîìïëåêñ ñòðàâ (ïî îäíié ïåðøié, äðóãié òà òðå-
òié ñòðàâi). Äîâåäiòü, ùî õî÷à á äâà ó÷íi âèáðàëè ñîái îäíàêîâi
îáiäíi êîìïëåêñè, ÿêùî ó êëàñi ¹ 25 ó÷íiâ.

8 êëàñ

¬ Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 218 − 212 + 211 − 25 êðàòíå 2016.
­ Çíàéäiòü êóòè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, ÿêùî áiñåêòðèñè äâîõ

éîãî êóòiâ ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä êóòîì 60◦.
® Çíàéäiòü íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ïðè ÿêîìó n! êðàòíå

2016 (íàãàäà¹ìî, ùî ñèìâîëîì n! ïîçíà÷à¹òüñÿ äîáóòîê ïåðøèõ
n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òîáòî, n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n).

¯ Ó êîæíîãî ìàðñiàíèíà ïî 3 ðóêè. ×è ìîæóòü 7 ìàðñiàí âçÿòèñÿ
çà ðóêè òàê, ùîá êîæíà ðóêà òðèìàëà ðiâíî îäíó iíøó ðóêó?

° Ãåðìiîíà çàäóìàëà 4 ÷èñëà i îá÷èñëèëà âñi ìîæëèâi ¨õíi ïîïàðíi
ñóìè. Âîíà ïîâiäîìèëà Ãàðði ï'ÿòü òàêèõ ñóì: 43, 60, 81, 103 i
120. ×îìó äîðiâíþ¹ øîñòà ñóìà?

9 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

(x2 + x+ 1)(x2 + x+ 2) = 12.

­ Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ç ãiïîòåíóçè AB ïðîâåäåíî
ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð, ÿêèé ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AC â òî÷öi
M òàê, ùî CM : MA = 1 : 2. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà ABC.

® Ó âiääiëi Ìàãi÷íîãî Òðàíñïîðòó Ìiíiñòåðñòâi Ìàãi¨ 20162016 ïî-
âåðõiâ, ç'¹äíàíi ìàãi÷íèì ëiôòîì. Â êàáiíi ëiôòà ¹ äâi êíîïêè:
�+15� i �−55� (ïåðøà êíîïêà ïiäíiìà¹ êàáiíó ëiôòà íà 15 ïî-
âåðõiâ, à äðóãà � îïóñêà¹ êàáiíó íà 55 ïîâåðõiâ). ×è ìîæå Ãàðði
Ïîòòåð ïðî¨õàòè ç ïåðøîãî ïîâåðõó íà òðèíàäöÿòèé?

¯ Äåÿêå ÷èñëî a ïðè äiëåííi íà 2015 i íà 2016 äà¹ îäíó i òó æ
îñòà÷ó 42. ßêó îñòà÷ó ìîæå äàâàòè ÷èñëî a ïðè äiëåííi íà 15?

° Ñóìà S äâîõ äîäàòíèõ ÷èñåë ìåíøà, íiæ ïîëîâèíà äîáóòêó öèõ
äâîõ ÷èñåë. Äîâåäiòü, ùî S > 8.
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10 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f(x) = cos 2x+ | cosx|.

­ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

747(2x− x2)− 1269(y2 + 2y) = 2016.

® Ó ðiâíîái÷íó òðàïåöiþ âïèñàíî êîëî, ðàäióñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ 12
ñì. Îäíà ç ái÷íèõ ñòîðií òðàïåöi¨ òî÷êîþ äîòèêó äiëèòüñÿ íà
âiäðiçêè, îäèí ç ÿêèõ ìà¹ äîâæèíó 16 ñì. Çíàéäiòü ïëîùó òðà-
ïåöi¨.

¯ Âiäîìî, ùî æîäíi òðè äiàãîíàëi îïóêëîãî 8-êóòíèêà íå ïåðåòèíàþòü-
ñÿ â îäíié òî÷öi (âåðøèíè íå ââàæàþòüñÿ òî÷êàìè ïåðåòèíó äi-
àãîíàëåé). Çíàéäiòü êiëüêiñòü óñiõ òî÷îê ïåðåòèíó äiàãîíàëåé
öüîãî 8-êóòíèêà.

° Íåõàé a, b, c � òàêi ðiçíi äiéñíi ÷èñëà, ùî a3 + b3 + c3 = 3abc.
Äîâåäiòü, ùî a+ b+ c = 0.

11 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

4 · 9x − 7 · 12x + 3 · 16x = 0.

­ Ó òðèêóòíèêó ABC ñòîðîíà AC äîðiâíþ¹ 6
√

3 ñì, à êóò ïðè âåð-
øèíi B äîðiâíþ¹ 60◦. Çíàéäiòü ðàäióñ êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî
òðèêóòíèêà AOC, äå O � öåíòð êîëà, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê
ABC.

® Ðîçâ'ÿçàòè â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

(x+ y + 6)2(x2 − y) = 2016.

¯ Âiäîìî, ùî æîäíi òðè äiàãîíàëi îïóêëîãî 9-êóòíèêà íå ïåðåòè-
íàþòüñÿ â îäíié òî÷öi (âåðøèíè íå ââàæàþòüñÿ òî÷êàìè ïåðå-
òèíó äiàãîíàëåé). Çíàéäiòü êiëüêiñòü âñiõ òî÷îê ïåðåòèíó äiàãî-
íàëåé öüîãî 9-êóòíèêà.

° Íåõàé a, b, c � òàêi ðiçíi äiéñíi ÷èñëà, ùî a3 − b3 + c3 + 3abc = 0.
Äîâåäiòü, ùî a− b+ c = 0.



13

2017 � 2018

6 êëàñ

¬ Ñóìà äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 700. Îäíå ç íèõ çàêií÷ó-
¹òüñÿ öèôðîþ 7. ßêùî ¨¨ çàêðåñëèòè, òî îòðèìà¹ìî äðóãå ÷èñëî.
Çíàéäiòü öi ÷èñëà.

­ Çíàéòè òàêå íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ïðè ìíîæåííi ÿêîãî
íà 2 âèõîäèòü êâàäðàò äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, à ïðè ìíî-
æåííi íà 3 � êóá äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

® Ïåðåä ôiíàëüíèì çàáiãîì ÷îòèðüîõ áiãóíiâ À, Á, Â òà Ã áóëî
âèñëîâëåíî òðè ïðîãíîçè ùîäî éîãî ðåçóëüòàòiâ: ÀÁÂÃ, ÂÀÃÁ
òà ÀÂÃÁ. Ïiñëÿ çàáiãó âèÿâèëîñÿ, ùî â æîäíîìó ïðîãíîçi äëÿ
æîäíîãî ó÷àñíèêà íå áóëî âêàçàíå õî÷à á îäíå ïðàâèëüíå ïiä-
ñóìêîâå ìiñöå. Â ÿêîìó ïîðÿäêó ôiíiøóâàëè áiãóíè?

¯ Íà äîøöi çàïèñàíi ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5 òà 6. Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹-
òüñÿ, âèáðàâøè äâà ÷èñëà, êîæíå ç íèõ çáiëüøèòè àáî çìåíøèòè
íà 1. ×è ìîæíà çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü òàêèõ êðîêiâ äîìîãòèñÿ
òîãî, ùîá óñi ÷èñëà, çàïèñàíi íà äîøöi, âèÿâèëèñÿ ðiâíèìè 2017?

7 êëàñ

¬ Âèçíà÷òå ïåðèìåòð ìíîãîêóòíèêà ABCDEFGH, çîáðàæåíîãî
íà ìàëþíêó:

­ Äëÿ ïðèãîòóâàííÿ çiëëÿ Ãàðði Ïîòòåð çiáðàâ 20 êã êîðåíiâ ìàí-
äðàãîðè. Ç íèõ 20% ïiøëî ó âiäõîäè ïðè ïiäãîòîâöi äî ñóøiííÿ,
à ïiä ÷àñ ñóøiííÿ ÷àñòèíà êîðåíiâ ìàíäðàãîðè, ùî çàëèøèëà-
ñÿ, âòðàòèëà 75% ñâî¹¨ ìàñè. Ñêiëüêè êiëîãðàìiâ ñóõèõ êîðåíiâ
ìàíäðàãîðè îòðèìàâ Ãàðði Ïîòòåð äëÿ ñâîãî çiëëÿ?

® Âêàæiòü äâi îñòàííi öèôðè ÷èñëà 2017 + 2017 + 2017.
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¯ ×è ìîæíà âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî 15 ðîçáèòè íà äâi ãðóïè
òàê, ùîáè äîáóòêè ÷èñåë êîæíî¨ ãðóïè áóëè ðiâíèìè?

8 êëàñ

¬ Çíàéäiòü çíà÷åííÿ âèðàçó
4y2 + 3xy

6x2 − xy
, ÿêùî

y

x
= 3.

­ Òî÷êà äîòèêó êîëà, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê, äiëèòü îäíó ç éîãî
ñòîðií íà âiäðiçêè äîâæèíîþ 4 ñì òà 9 ñì. Çíàéäiòü ñòîðîíè
òðèêóòíèêà, ÿêùî âiäîìî, ùî éîãî ïåðèìåòð äîðiâíþ¹ 50 ñì.

® ßêùî âiä òðèöèôðîâîãî ÷èñëà âiäíÿòè ÷èñëî, çàïèñàíå òèìè æ
öèôðàìè, àëå â îáåðíåíîìó ïîðÿäêó, òî îòðèìà¹òüñÿ 396. ßêå
öå ÷èñëî, ÿêùî ñóìà éîãî öèôð äîðiâíþ¹ 6?

¯ Â ìàãi÷íîìó çîîïàðêó æèâóòü ï'ÿòèíîãi äðàêîí÷èêè òà øåñòè-
íîãi äèíîçàâðèêè. Êîëè íà êîæíó ç öèõ òâàðèíîê ñiäà¹ ëþäèíà,
òî çàãàëüíà êiëüêiñòü íiã ñòà¹ ðiâíîþ 88. Ñêiëüêè â çîîïàðêó
äðàêîí÷èêiâ?

° Ðîçðiæòå êâàäðàò â êëiòèíêó ðîçìiðîì 4×4 íà íàéáiëüøó êiëü-
êiñòü êëiò÷àñòèõ (òîáòî, òàêèõ, ùî ñêëàäàþòüñÿ òiëüêè ç öiëèõ
êëiòèíîê) ïðÿìîêóòíèêiâ, æîäíi äâà ç ÿêèõ íå ¹ ðiâíèìè.

9 êëàñ

¬ Ñïðîñòiòü âèðàç
√

55 + 14
√

6 +

√
55− 14

√
6.

­ Çíàéäiòü ñåðåäíþ ëiíiþ ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨, ÿêùî ¨¨ äiàãîíàëü
ìà¹ äîâæèíó 20 ñì òà íàõèëåíà äî îñíîâè òðàïåöi¨ ïiä êóòîì
60◦.

® Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà a âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü

1 + a+ a2 + · · ·+ a8

1 + a3 + a6
≥ 3a.

¯ Ðîçðiæòå êâàäðàò â êëiòèíêó ðîçìiðîì 5×5 íà íàéáiëüøó êiëü-
êiñòü êëiò÷àñòèõ (òîáòî, òàêèõ, ùî ñêëàäàþòüñÿ òiëüêè ç öiëèõ
êëiòèíîê) ïðÿìîêóòíèêiâ, æîäíi äâà ç ÿêèõ íå ¹ ðiâíèìè.

° Çíàéäiòü óñi ïàðè ïðîñòèõ ÷èñåë (p, q), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-
íÿííÿ

7q2 − 7q − 111 = p− pq.
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10 êëàñ

¬ Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ ñóìè

1√
5 +
√

1
+

1√
9 +
√

5
+ · · ·+ 1√

121 +
√

117
.

­ Äîâæèíà îäíi¹¨ ái÷íî¨ ñòîðîíè òðàïåöi¨ ó 2 ðàçè ìåíøà, íiæ
äîâæèíà áiëüøî¨ îñíîâè òðàïåöi¨, à îáèäâi äiàãîíàëi òðàïåöi¨
¹ áiñåêòðèñàìè âiäïîâiäíèõ êóòiâ ïðè áiëüøié îñíîâi. Çíàéäiòü
êóòè äàíî¨ òðàïåöi¨.

® Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ x2 + 4xy + 5y2 = 2y − 1.

¯ Äîâåäiòü íåðiâíiñòü
(

1 + a+ a2 + · · ·+ a2017

1 + a+ a2 + · · ·+ a1008

)2

≥ 4a1009.

° Òàáëèöÿ ðîçìiðîì 5 × 5 çàïîâíåíà öiëèìè ÷èñëàìè ç âiäðiçêà
[0, 4]. Çà îäèí êðîê êîæíå ÷èñëî òàáëèöi çàìiíþ¹òüñÿ îñòà÷åþ
âiä äiëåííÿ íà 5 ñóìè âñiõ ÷èñåë òàáëèöi, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â îäíî-
ìó ðÿäêó àáî îäíîìó ñòîâïöi ç ÷èñëîì, êîòðå çàìiíþ¹òüñÿ. Íà-
ïðèêëàä, ÷èñëî ç ïåðøîãî ðÿäêà i ïåðøîãî ñòîâïöÿ çàìiíþ¹òüñÿ
îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ íà 5 ñóìè âñiõ ÷èñåë òàáëèöi, ÿêi çíàõîäÿ-
òüñÿ â ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi. Âiäîìî, ùî â ïî-
÷àòêîâié òàáëèöi çàïèñàíî 6 íóëiâ, à âñi ðåøòà � îäèíèöi. ×è
ìîæíà çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü îïèñàíèõ êðîêiâ ç ïî÷àòêîâî¨ òà-
áëèöi îòðèìàòè òàáëèöþ, çàïîâíåíó ëèøå íóëÿìè?

11 êëàñ

¬ Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ ñóìè

1√
5 +
√

1
+

1√
9 +
√

5
+ · · ·+ 1√

10201 +
√

10197
.

­ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ 3x3 + x2017 = 4.
® Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü 3 · 4x + 9x + 2 > 2x+13x + 2x+2.
¯ Íà êîëi ω âèáðàíî òî÷êè A, B, C i D òàê, ùî ïðîìåíi DA i CB

ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi E, ÿêà çíàõîäèòüñÿ çîâíi êîëà ω, à ïðî-
ìåíi AB i DC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi F , ÿêà òàêîæ çíàõîäèòüñÿ
çîâíi êîëà ω. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè E, F , C i A ëåæàòü íà îäíîìó
êîëi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè BD ¹ äiàìåòðîì êîëà ω.
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° Òàáëèöÿ ðîçìiðîì 7 × 7 çàïîâíåíà öiëèìè ÷èñëàìè ç âiäðiçêà
[0, 6]. Çà îäèí êðîê êîæíå ÷èñëî òàáëèöi çàìiíþ¹òüñÿ îñòà÷åþ
âiä äiëåííÿ íà 7 ñóìè âñiõ ÷èñåë òàáëèöi, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â îäíî-
ìó ðÿäêó àáî îäíîìó ñòîâïöi ç ÷èñëîì, êîòðå çàìiíþ¹òüñÿ. Íà-
ïðèêëàä, ÷èñëî ç ïåðøîãî ðÿäêà i ïåðøîãî ñòîâïöÿ çàìiíþ¹òüñÿ
îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ íà 7 ñóìè âñiõ ÷èñåë òàáëèöi, ÿêi çíàõîäÿ-
òüñÿ â ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi. Âiäîìî, ùî â ïî-
÷àòêîâié òàáëèöi çàïèñàíî 5 íóëiâ, à âñi ðåøòà � îäèíèöi. ×è
ìîæíà çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü îïèñàíèõ êðîêiâ ç ïî÷àòêîâî¨ òà-
áëèöi îòðèìàòè òàáëèöþ, çàïîâíåíó ëèøå íóëÿìè?

2018 � 2019

6 êëàñ

¬ Êâàäðàò i ïðÿìîêóòíèê ìàþòü ðiâíi ïëîùi. Çíàéäiòü ïåðèìåòð
êâàäðàòà, ÿêùî ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà äîðiâíþþòü 4 ì i 9 ì.

­ Òðè âåëåòíi ¨ëè íà îáiä êóëiø. Îäèí iç íèõ ç'¨â 120 êã êóëåøó,
äðóãèé � 8

15 òîãî, ùî ç'¨â ïåðøèé, à òðåòié � 0, 75 òîãî, ùî ç'¨â
äðóãèé. Ñêiëüêè êiëîãðàìiâ êóëåøó ç'¨ëè âåëåòíi ðàçîì?

® Ó çàïèñi 9 999 999 999 ïîñòàâòå ìiæ äåÿêèìè öèôðàìè çíàêè äî-
äàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ àáî äiëåííÿ òàê, ùîá çíà÷åííÿ
îòðèìàíîãî âèðàçó áóëî ðiâíå 2018.

¯ Òàðàñ i Ñëàâêî çàïèñóþòü îäèíàäöÿòèöèôðîâå ÷èñëî, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è òiëüêè öèôðè 1, 2 i 4. Ïåðøó öèôðó ïèøå Òàðàñ, äðóãó
� Ñëàâêî, òðåòþ � çíîâó Òàðàñ, i òàê äàëi ïî ÷åðçi. Òàðàñ õî÷å
îòðèìàòè â ðåçóëüòàòi ÷èñëî, êðàòíå 3.
1) ×è çàâæäè Ñëàâêî çìîæå çàâàäèòè éîìó öå çðîáèòè? ßêùî
òàê, òî ïîÿñíèòè, ÿê öå çðîáèòè, à ÿêùî íi, òî ïîÿñíèòè, ÿê Òà-
ðàñ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái áàæàíèé ðåçóëüòàò.
2) Äàéòå âiäïîâiäü íà ïåðøå ïèòàííÿ ó âèïàäêó, ÿêùî õëîïöi
ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå öèôðè 1, 2 i 3.

7 êëàñ

¬ Äàíî 13 ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðàìè 1×1, 1×2, . . . , 1×13. Âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ïðÿìîêóòíèê êîæíîãî âèäó ðiâíî îäèí ðàç, ñêëàäiòü
ïðÿìîêóòíèê, êîæíà ñòîðîíà ÿêîãî áiëüøà çà 1.
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­ Ó òðè ìàãàçèíè çàâåçëè 680 êã àïåëüñèíiâ. Êiëüêîñòi àïåëüñèíiâ,
çàâåçåíèõ ó ïåðøèé i äðóãèé ìàãàçèíè, âiäíîñÿòüñÿ ÿê 3 : 5, à â
òðåòié çàâåçëè íà 12% áiëüøå, íiæ ó äðóãèé. Ñêiëüêè êiëîãðàìiâ
àïåëüñèíiâ çàâåçëè â êîæíèé ìàãàçèí?

® Iç ñòàðîâèííî¨ êíèãè âèïàëà ÷àñòèíà ñòîðiíîê, ÿêi éäóòü ïî-
ñïiëü. Ïåðøà ñòîðiíêà, ùî âèïàëà, ìàëà íîìåð 437, à íîìåð
îñòàííüî¨ çàïèñàíî òèìè ñàìèìè öèôðàìè â iíøîìó ïîðÿäêó.
ßêèé íîìåð îñòàííüî¨ ñòîðiíêè, ùî âèïàëà?

¯ Ãàðði Ïîòòåð ïîâèíåí ïåðåíåñòè ìàãi÷íi êàìiíöi, ÿêi ðîçìiùåíi â
äâîõ êóïêàõ: â îäíié êóïöi ¹ 2018 ñiðèõ êàìiíöiâ, à â iíøié � 2019
áiëèõ. Ïîêè â îáîõ êóïêàõ ðàçîì ¹ áiëüøå îäíîãî êàìiíöÿ, âií
ïîâèíåí áðàòè ïî 2 ÿêèõîñü êàìiíöi (îäíîãî ÷è ðiçíèõ êîëüîðiâ),
à êîëè çàëèøèòüñÿ îäèí îñòàííié êàìiíåöü, òî âií éîãî çàáèðà¹
îäíîãî. Ïðè öüîìó, êîæåí ðàç, êîëè Ãàðði áåðå 2 êàìiíöi îäíîãî
êîëüîðó, òî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ 1 íîâèé êàìiíåöü ó êóïöi ñiðèõ êàìiíöiâ,
à êîëè áåðå 2 êàìiíöi ðiçíèõ êîëüîðiâ, òî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ 1 íîâèé
êàìiíåöü ó êóïöi áiëèõ.
1) Êàìiíåöü ÿêîãî êîëüîðó çàáåðå Ãàðði îñòàííiì?
2) Ñêiëüêè âñüîãî ìàãi÷íèõ êàìiíöiâ ïåðåíåñå Ãàðði?

8 êëàñ

¬ Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî áiñåêòðèñó BL. ×åðåç âåðøèíó A
ïðîâåäåíî ïðÿìó, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî BL i ïåðåòèíà¹ ñòî-
ðîíó BC â òî÷öi K. Äîâåäiòü, ùî AL = LK.

­ Âiäîìî, ùî ìàãi÷íi iñòîòè Øâèäêîðîñëèêè äóæå øâèäêî ðî-
ñòóòü. Íàïðèêëàä, øâèäêîðîñëèê Åíäi âèðîñòà¹ çà ðiê íà 1 ìåòð,
à øâèäêîðîñëèê Áàíäi � íà 2 ìåòðè. Âiäîìî, ùî 6 ðîêiâ òîìó
Áàíäi áóâ â îäèíàäöÿòü ðàçiâ äîâøèé çà Åíäi, à 4 ðîêè òîìó �
â äåâ'ÿòü ðàçiâ äîâøèé. ßêèé çðiñò çàðàç ìàþòü Åíäi òà Áàíäi?

® Ôàêòîðiàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçèâà¹òüñÿ äîáóòîê âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1 äî n âêëþ÷íî (ïîçíà÷à¹òüñÿ öåé äîáó-
òîê ñèìâîëîì n!). Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî

2017! + 2018! + 2019!
äiëèòüñÿ íàöiëî íà 20192.

¯ Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îá÷èñëèëè ñóìó éîãî öèôð òà âiäíÿëè
¨¨ âiä ñàìîãî ÷èñëà. Ó ÷èñëà, ÿêå ïðè öüîìó îòðèìàëîñÿ, çíîâó
îá÷èñëèëè ñóìó öèôð i ïîçíà÷èëè ¨¨ ÷åðåç m. Çíàéäiòü âñi òàêi
íàòóðàëüíi ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ m = 10.
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° Â êðà¨íi Äiàãîíàëi¨ ¹ n ìiñò (ãåîãðàôàì òî÷íî âiäîìî, ùî n ≥ 5),
ÿêi ðîçòàøîâàíi íà êîëi, ïðè÷îìó âñi âiäñòàíi ìiæ ñóñiäíiìè
ìiñòàìè ðiâíi. Âiäîìî, ùî âñi íåñóñiäíi ìiñòà ç'¹äíàíi ïðÿìè-
ìè äîðîãàìè, ÿêi ìiñöåâi ìåøêàíöi íàçèâàþòü �äiàãîíàëÿìè�
(òàê âæå iñòîðè÷íî ñêëàëîñÿ). Çíàéäiòü íàéáiëüøó òà íàéìåíøó
êiëüêiñòü îäíàêîâèõ çà äîâæèíîþ äiàãîíàëåé.

9 êëàñ

¬ Ôàêòîðiàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçèâà¹òüñÿ äîáóòîê âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1 äî n âêëþ÷íî (ïîçíà÷à¹òüñÿ öåé äî-
áóòîê ñèìâîëîì n!). Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 2017! + 2018! äiëèòüñÿ
íàöiëî íà 2019.

­ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ x3 + 3x = 4.
® Â òðèêóòíèêó ABC íà ñòîðîíi AB âèáðàíî òî÷êó D, íà ñòîðîíi
BC � òî÷êó E òàê, ùî BD = BE. Íà ñòîðîíi AC âèáðàíî òî÷êó
F òàê, ùî CE = CF . Âiäîìî, ùî ∠DEF = 40◦. Çíàéäiòü ∠BAC.

¯ Çàäà÷à 8-5.
° Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îá÷èñëèëè ñóìó éîãî öèôð òà âiäíÿëè

¨¨ âiä ñàìîãî ÷èñëà. Ó ÷èñëà, ÿêå ïðè öüîìó îòðèìàëîñÿ, çíîâó
îá÷èñëèëè ñóìó öèôð i ïîçíà÷èëè ¨¨ ÷åðåç m. Çíàéäiòü âñi òàêi
íàòóðàëüíi ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ m = 100.

10 êëàñ

¬ ×è iñíó¹ çðîñòàþ÷à ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ, ó ÿêî¨ ïåðøi 100 ÷ëå-
íiâ ¹ öiëèìè ÷èñëàìè, à âñi ðåøòà ÷ëåíiâ íå ¹ öiëèìè ÷èñëàìè?

­ Ðîçâ'ÿæiòü â öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

xy + 2018x− 2018 y = 2019 · 2017.

® Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü√
x+ 4

√
x− 4 > x− 8.

¯ Â îïóêëîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD ñòîðîíè AB i CD ìàþòü
îäíàêîâó äîâæèíó, à âiäðiçêè, ÿêi ñïîëó÷àþòü ñåðåäèíè ïðîòè-
ëåæíèõ ñòîðií ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä ïðÿìèì êóòîì. Äîâåäiòü, ùî
AD‖BC.
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° Äåíèñ i Ìàêñèì ãðàþòü ó ãðó. Âîíè ïî ÷åðçi çàôàðáîâóþòü êëi-
òèíêè òàáëèöi ðîçìiðîì 6× 6. Ñïî÷àòêó îäíó êëiòèíêó çà ñâî¨ì
âèáîðîì çàôàðáîâó¹ Äåíèñ, ïîòiì îäíó êëiòèíêó çà ñâî¨ì âèáî-
ðîì çàôàðáîâó¹ Ìàêñèì, i òàê äàëi. Ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ, ÿêùî ó òà-
áëèöi ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíî äâà ðÿäêè, à ãðàâåöü, ÿêèé çðîáèâ
îñòàííié õiä, âèãðà¹ ãðó. ×è ìîæå õòîñü ç ãðàâöiâ çàáåçïå÷èòè
ñîái âèãðàø?

11 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

9x + 1 = 10 · 3x−1.

­ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ â íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñëàõ

2018x = y2 + y − 1.

® Â îïóêëîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD äiàãîíàëi AC i BD ¹ áiñå-
êòðèñàìè êóòiâ ÷îòèðèêóòíèêà ïðè âåðøèíàõ A i D âiäïîâiäíî.
Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ìîæíà
îïèñàòè êîëî i ñòîðîíà AD ìà¹ âäâi÷i áiëüøó äîâæèíó, íiæ ñòî-
ðîíà BC. Çíàéäiòü êóòè ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.

¯ Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü

3 cos x+ cos (2x) + sin2 x ≥ |x|
π

+
4π

|x|
.

° Äåíèñ i Ìàêñèì ãðàþòü ó ãðó. Âîíè ïî ÷åðçi çàôàðáîâóþòü êëi-
òèíêè òàáëèöi ðîçìiðîì 7× 7. Ñïî÷àòêó îäíó êëiòèíêó çà ñâî¨ì
âèáîðîì çàôàðáîâó¹ Äåíèñ, ïîòiì îäíó êëiòèíêó çà ñâî¨ì âè-
áîðîì çàôàðáîâó¹ Ìàêñèì, i òàê äàëi. Ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ, ÿêùî
ó òàáëèöi ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíî õî÷à á îäèí ðÿäîê, à ãðàâåöü,
ÿêèé çðîáèâ îñòàííié õiä, âèãðà¹ ãðó. ×è ìîæå õòîñü ç ãðàâöiâ
çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø?



20 Ðîçäië 1. Óìîâè çàäà÷

2019 � 2020

6 êëàñ

¬ Ó äåÿêîìó ìiñÿöi òðè íåäiëi ïðèïàëè íà ïàðíi ÷èñëà. ßêèì äíåì
òèæíÿ áóëî 24 ÷èñëî öüîãî ìiñÿöÿ? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

­ Âàñèëüêî íàìàãàâñÿ ðîçêëàñòè ãîðiõè íà ðiâíi êóïêè, àëå ùîðà-
çó, êîëè âií ðîçêëàäàâ ¨õ ïî 4, ïî 5 àáî ïî 6, îäèí ãîðiõ çàëè-
øàâñÿ çàéâèì. Ñêiëüêè ãîðiõiâ áóëî ó Âàñèëüêà, ÿêùî âiäîìî,
ùî ¨õ áóëî ìåíøå ñòà? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

® Ó 2019 ðîöi ó÷íåâi âèïîâíþ¹òüñÿ òàêà êiëüêiñòü ðîêiâ, ÿêà äîðiâ-
íþ¹ ïîòðî¹íié ñóìi öèôð éîãî ðîêó íàðîäæåííÿ. Ñêiëüêè ðîêiâ
âèïîâíþ¹òüñÿ öüîìó ó÷íåâi â 2019 ðîöi? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

¯ ×è ìîæíà ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðîì 7 × 4 ðîçðiçàòè íà ñiì Ò-
ïîäiáíèõ ôiãóðîê ç ÷îòèðüîõ êëiòèíîê? (Ò-ïîäiáíi ôiãóðêè çî-
áðàæåíi íà ìàëþíêó) Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

7 êëàñ

¬ Ïåðèìåòð ïðÿìîêóòíèêà äîðiâíþ¹ 76 ñì. Çíàéäiòü ïëîùó öüîãî
ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî éîãî ñòîðîíè ïðîïîðöiéíi ÷èñëàì 15 i 4.

­ Äîâåäiòü, ùî ñóìà ÷èñåë ab, bc i ca êðàòíà 11 (çàïèñ xy îçíà÷à¹
äåñÿòêîâå ÷èñëî, çàïèñàíå öèôðàìè x òà y).

® Âêàæiòü ÷îòèðè îñòàííi öèôðè ÷èñëà 2019 + 2019. Âiäïîâiäü
îá ðóíòóéòå.

¯ ×è ìîæíà êâàäðàò ðîçìiðîì 6×6 ðîçðiçàòè íà äåâ'ÿòü Ã-ïîäiáíèõ
ôiãóðîê ç ÷îòèðüîõ êëiòèíîê? (Ã-ïîäiáíi ôiãóðêè çîáðàæåíi íà
ìàëþíêó) Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.
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8 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

x

3 + 1
1+ x

1−x

= 1

­ Â òðèêóòíèêó ABC êóò ∠B = 155◦. Íà ñòîðîíi AC âiäìi÷åíî
òî÷êè P,Q, à íà ñòîðîíi BC âiäìi÷åíî òî÷êó R òàê, ùî AB =
BP = PR = RQ = QC. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà ABC.

® Â îëiìïiàäi ç ìàòåìàòèêè áåðóòü ó÷àñòü 37 âîñüìèêëàñíèêiâ. �ì
ïðîïîíó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè 5 çàäà÷, çà êîæíó ç ÿêèõ âîíè ìîæóòü
îòðèìàòè âiä 0 äî 7 áàëiâ. Äîâåäiòü, ùî ïiñëÿ ïåðåâiðêè ðî-
áiò çíàéäóòüñÿ äâî¹ ó÷àñíèêiâ îëiìïiàäè, ÿêi íàáðàëè îäíàêîâó
êiëüêiñòü áàëiâ.

¯ ×è iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî â äåñÿòêîâîìó çàïèñi ÷è-
ñëà 2019k êîæíà ç öèôð 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9 çóñòði÷à¹òüñÿ ðiâíî 2018
ðàçiâ, à öèôðè 3, 6 i 7 íå çóñòði÷àþòüñÿ âçàãàëi?

° (a) Ðîçðiæòå êâàäðàò 8×8 íà îäèí êâàäðàòèê ðîçìiðîì 2×2 òà
ïðÿìîêóòíèêè ðîçìiðàìè 1× 5 i 5× 1.

(á) Äîâåäiòü, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó ðîçðiçàííi êâàäðàòó 8 × 8 íà
îäèí êâàäðàòèê ðîçìiðîì 2×2 òà ïðÿìîêóòíèêè ðîçìiðàìè 1×5
i 5 × 1, êâàäðàòèê 2 × 2 íå ìîæå ìàòè ñïiëüíî¨ ìåæi ç ìåæåþ
êâàäðàòó 8× 8.

9 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

x2

1 + 1
1+ x

1−x

=
9

5

­ Íà ñòîðîíàõ AC i BC òðèêóòíèêà ABC ç êóòîì ABC = 144◦

âiäìi÷åíi òî÷êè P,R i Q,S, âiäïîâiäíî, òàê, ùî AB = BP =
PQ = QR = RS = SC. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà ABC.

® Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë x òà y ñïðàâåäëèâà
íåðiâíiñòü

πx2 +
2019

2018
y2 +

3

x2
+

1

y2
≥ 8.
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¯ Çíàéäiòü âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

2019n+ (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) = n4 + 2020.

° (a) Ðîçðiæòå êâàäðàò 8×8 íà îäèí êâàäðàòèê ðîçìiðîì 2×2 òà
ïðÿìîêóòíèêè ðîçìiðàìè 1× 5 i 5× 1.

(á) Äîâåäiòü, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó ðîçðiçàííi êâàäðàòó 8 × 8 íà
îäèí êâàäðàòèê ðîçìiðîì 2×2 òà ïðÿìîêóòíèêè ðîçìiðàìè 1×5
i 5 × 1, êâàäðàòèê 2 × 2 íå ìîæå ìàòè ñïiëüíî¨ ìåæi ç ìåæåþ
êâàäðàòó 8× 8.

10 êëàñ

¬ Ôóíêöiÿ f ¹ òàêîþ, ùî f(0) = 1 i f(x+2) = f(x)
5f(x)−1 äëÿ êîæíîãî

x ∈ R. Çíàéäiòü f(50).
­ Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü

x19 + 1 > x10 + x9.

® Ðîçâ'ÿæiòü â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ:

4x2 + y2 = 75− 4x− 6y.

¯ Ó òðèêóòíèêó ìåäiàíà, ïðîâåäåíà äî îäíi¹¨ ñòîðîíè òðèêóòíè-
êà, ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð îïèñàíîãî íàâêîëî öüîãî òðèêóòíèêà
êîëà, à ¨¨ äîâæèíà äîðiâíþ¹ äîâæèíi iíøî¨ ñòîðîíè. Çíàéäiòü
êóòè òðèêóòíèêà.

° Çà îäèí êðîê çàìiñòü n-öèôðîâîãî ÷èñëà A = a1a2 . . . an, çàïè-
ñàíîãî íà äîøöi, çàïèñóþòü ÷èñëî f(A) = a1a2 . . . an−1 + an, äå
n ≥ 2 � êiëüêiñòü öèôð ÷èñëà A i a1, a2, . . . , an � öèôðè éîãî
çàïèñó â äåñÿòêîâié ñèñòåìi.

à) Äîâåäiòü, ùî ç äîâiëüíîãî áàãàòîöèôðîâîãî ÷èñëà, ïîñëiäîâíî
çàñòîñîâóþ÷è îïèñàíó âèùå îïåðàöiþ, ìîæíà îäåðæàòè îäíîöè-
ôðîâå ÷èñëî.

á) Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó íà äîøöi çàïèñàíî 2019-öèôðîâå
÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç 1010 îäèíèöü i 1009 äâiéîê, çàïèñàíèõ ó
äåÿêîìó ïîðÿäêó. ßêå îäíîöèôðîâå ÷èñëî îäåðæèòüñÿ íà äîøöi
ïiñëÿ áàãàòîðàçîâîãî çàñòîñóâàííÿ îïèñàíî¨ âèùå îïåðàöi¨?
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11 êëàñ

¬ Ôóíêöiÿ f ¹ òàêîþ, ùî f(0) = 1 i f(x+2) = f(x)
5f(x)−1 äëÿ êîæíîãî

x ∈ R. Çíàéäiòü f(100).
­ Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü:

19x > 3x + 5x + 11x.

® Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ:

1009 cos2 πx
3 + 1010 cos2 πx

673 = 2019.

¯ Ó òðèêóòíèêó ABC ìåäiàíà AD ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð êîëà,
îïèñàíîãî íàâêîëî öüîãî òðèêóòíèêà. Çíàéòè ïåðèìåòð òðèêó-
òíèêà ABC, ÿêùî AD = 13 ñì i AB = 10 ñì.

° Çà îäèí êðîê çàìiñòü n-öèôðîâîãî ÷èñëà A = a1a2 . . . an, çàïè-
ñàíîãî íà äîøöi, çàïèñóþòü ÷èñëî f(A) = a1a2 . . . an−1 + an, äå
n ≥ 2 � êiëüêiñòü öèôð ÷èñëà A i a1, a2, . . . , an � öèôðè éîãî
çàïèñó ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi.

à) Äîâåäiòü, ùî ç äîâiëüíîãî áàãàòîöèôðîâîãî ÷èñëà, ïîñëiäîâíî
çàñòîñîâóþ÷è îïèñàíó îïåðàöiþ, ìîæíà îäåðæàòè îäíîöèôðîâå
÷èñëî.

á) Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó íà äîøöi çàïèñàíî çëiâà íàïðà-
âî âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî 2019 i â ðåçóëüòàòi îäåðæàíî
îäíå ÷èñëî 123456789 . . . 2019. ßêå îäíîöèôðîâå ÷èñëî îäåðæè-
òüñÿ íà äîøöi ïiñëÿ áàãàòîðàçîâîãî çàñòîñóâàííÿ îïèñàíî¨ âèùå
îïåðàöi¨?

2020 � 2021

8 êëàñ

¬ Íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà çàïèñàíî ÷îòèðè íàòóðàëüíèõ ÷èñëà. Ó
êîæíié âåðøèíi êâàäðàòà çàïèñàíî ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ äîáóòêó
÷èñåë, çàïèñàíèõ íà ñòîðîíàõ, äëÿ ÿêèõ öÿ âåðøèíà ¹ ñïiëüíîþ.
Ñóìà ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó âåðøèíàõ, äîðiâíþ¹ 91. Çíàéäiòü ñóìó
÷èñåë, çàïèñàíèõ íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà.
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­ Íåõàé A � äîâiëüíå òðèöèôðîâå ÷èñëî, ó ÿêîãî ïåðøà öèôðà
ïåðåâèùó¹ îñòàííþ ùîíàéìåíøå íà 2, à B � ÷èñëî, çàïèñàíå
òèìè æ öèôðàìè, ùî é A, àëå â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç C ðiçíèöþ A − B, à ÷åðåç D � ÷èñëî çàïèñàíå òèìè æ
öèôðàìè, ùî é C, àëå â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Äîâåäiòü, ùî C +
D = 1089.

® Â ðiâíîái÷íié òðàïåöi¨ ái÷íà ñòîðîíà äîðiâíþ¹ ìåíøié îñíîâi i
âäâi÷i ìåíøà, íiæ áiëüøà îñíîâà. Çíàéäiòü êóòè òðàïåöi¨.

¯ Íà äîøöi íàïèñàíî âèðàçè 2a + 3 i b + 4. Äîçâîëÿ¹òüñÿ çàïèñà-
òè ñóìó, ðiçíèöþ àáî äîáóòîê áóäü-ÿêèõ äâîõ ç óæå íàïèñàíèõ
âèðàçiâ. ×è ìîæå íà äîøöi ç'ÿâèòèñÿ âèðàç

2a2 + 3b2 − ab+ 2a− b+ 2021?

° Ó êóïöi ëåæàòü 6 îäíàêîâèõ íà âèãëÿä ìîíåò, òðè ç ÿêèõ âàæàòü
ïî 11 ã, à òðè � ïî 10 ã. Òàêîæ ¹ ùå îäíà ìîíåòà, ùî âàæèòü
àáî 11 ã, àáî 10 ã. Çà ÿêó íàéìåíøó êiëüêiñòü çâàæóâàíü íà
øàëüêîâèõ òåðåçàõ áåç ãèðü ìîæíà äiçíàòèñÿ ¨¨ âàãó?

9 êëàñ

¬ Âiäîìî, ùî îáèäâà êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + 572x + q = 0 ¹ öiëèìè
÷èñëàìè. Çíàéäiòü ÷èñëî q, ÿêùî âiäîìî, ùî âîíî ïðîñòå.

­ Çíàéäiòü âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (a, b), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè:

� a < 300;

� ÷èñëî a â ÷îòèðè ðàçè áiëüøå, íiæ ñóìà öèôð ÷èñëà b;

� ÷èñëî b â òðè ðàçè áiëüøå, íiæ ñóìà öèôð ÷èñëà a;

® Íà ñòîðîíàõ AB i BC ïàðàëåëîãðàìà ABCD ïîçà íèì ïîáó-
äîâàíî ðiâíîñòîðîííi òðèêóòíèêè ABM i BCK. Äîâåñòè, ùî
òðèêóòíèê MKD ðiâíîñòîðîííié.

¯ Íà äîøöi íàïèñàíî ìíîãî÷ëåíè 2x+3 i x+4. Äîçâîëÿ¹òüñÿ çàïè-
ñàòè ñóìó, ðiçíèöþ àáî äîáóòîê áóäü-ÿêèõ äâîõ ç óæå íàïèñàíèõ
ìíîãî÷ëåíiâ. ×è ìîæå íà äîøöi ç'ÿâèòèñÿ ìíîãî÷ëåí

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1?

° Çàäà÷à 8-5.
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10 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

1 + 2 + 22 + · · ·+ 22020 = 2x2 + 4x+ 1.

­ Ôóíêöiÿ f òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü

f(x+ 1) =
√

2f(x)− f(x− 1).

Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ïåðiîäè÷íîþ.
® Çíàéäiòü óñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b òàêèõ, ùî ÷èñëî a ¹

ó äâà ðàçè áiëüøèì, íiæ ñóìà öèôð ÷èñëà b, à ÷èñëî b ¹ ó òðè
ðàçè áiëüøèì, íiæ ñóìà öèôð ÷èñëà a.

¯ Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC âèáðàíà òî÷êà M òàêà, ùî
ðàäióñè êië, îïèñàíèõ íàâêîëî òðèêóòíèêiâAMB,BMC i CMA,
ðiâíi. Äîâåñòè, ùî òî÷êà M ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó âèñîò òðèêóòíè-
êà ABC.

° Â îëiìïiàäi ç ìàòåìàòèêè áåðóòü ó÷àñòü 298 ó÷íiâ, ïðè÷îìó êî-
æåí ó÷àñíèê îëiìïiàäè ìà¹ íå áiëüøå äâîõ çíàéîìèõ ñåðåä ií-
øèõ ó÷àñíèêiâ. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä ó÷àñíèêiâ îëiìïiàäè çíàéäå-
òüñÿ 100 ó÷íiâ, ÿêi ïîïàðíî íåçíàéîìi ìiæ ñîáîþ. ×è çàëèøè-
òüñÿ âiðíèì òâåðäæåííÿ çàäà÷i äëÿ 297 ó÷àñíèêiâ îëiìïiàäè?

11 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

1 + 3 + 32 + · · ·+ 32021 = 4x3 + 6x2 + 3x.

­ Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü íà ïðîìiæêó [0, 2π]:

sin x+ sin (2x) + sin(3x) ≥ cos x+ cos (2x) + cos(3x).

® Çíàéäiòü óñi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêi â ï'ÿòü ðàçiâ áiëüøå ñóìè
ñâî¨õ öèôð.

¯ Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC âèáðàíà òî÷êà M òàêà, ùî
ðàäióñè êië, îïèñàíèõ íàâêîëî òðèêóòíèêiâAMB,BMC i CMA,
ðiâíi. Äîâåñòè, ùî òî÷êà M ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó âèñîò òðèêóòíè-
êà ABC.
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° Â îëiìïiàäi ç ìàòåìàòèêè áåðóòü ó÷àñòü 5n − 4 ó÷íiâ, ïðè÷îìó
êîæåí ó÷àñíèê îëiìïiàäè ìà¹ íå áiëüøå 4-õ çíàéîìèõ ñåðåä ií-
øèõ ó÷àñíèêiâ. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä ó÷àñíèêiâ îëiìïiàäè çíàéäå-
òüñÿ n ó÷íiâ, ÿêi ïîïàðíî íåçíàéîìi ìiæ ñîáîþ. ×è çàëèøèòüñÿ
âiðíèì òâåðäæåííÿ çàäà÷i äëÿ 5n− 5 ó÷àñíèêiâ îëiìïiàäè?

2021 � 2022

6 êëàñ

¬ Â ñîöìåðåæi �ÒóêÒóê� ïðè ðå¹ñòðàöi¨ íîâîãî àêàóíòó îáîâ'ÿçêîâî
âêàçó¹òüñÿ êîëið âîëîññÿ. Ðóäi êîðèñòóâà÷i ñòàíîâëÿòü 10% çà-
ãàëüíî¨ êiëüêîñòi êîðèñòóâà÷iâ ìåðåæi, ñåðåä íèõ 30% ìàþòü
íiê, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ëiòåðîþ �T�. Ñêiëüêè âñüîãî êîðèñòóâà÷iâ
ñîöìåðåæi, ÿêùî ðóäèõ êîðèñòóâà÷iâ ç íiêîì íà ëiòåðó �T� çà-
ðå¹ñòðîâàíî 12324?

­ ×îòèðè ïðÿìîêóòíi ôîòîãðàôi¨ îäíàêîâîãî ðîçìiðó ìîæíà ðîç-
ìiñòèòè â òðè ðiçíi ôîòîðàìêè ñïîñîáàìè, ÿê ïîêàçàíî íà ìà-
ëþíêàõ. Âiäîìî, ùî ïåðèìåòð îäíi¹¨ ç öèõ ôîòîðàìîê 98 ñì.
Çíàéäiòü ïåðèìåòðè iíøèõ äâîõ, ÿêùî ïåðèìåòð ôîòîãðàôi¨ 44
ñì.

® Ìàìà Êàðiíà, Âëàäèê òà Ñàøêî éäóòü â ìàãàçèí. Ïîêè ìàìà
Êàðiíà ðîáèòü 4 êðîêè, Âëàäèê ðîáèòü 7 êðîêiâ. Ïîêè Âëàäèê
ðîáèòü 4 êðîêè, Ñàøêî ðîáèòü 7 êðîêiâ. Äîðîãîþ äî ìàãàçèíó
Âëàäèê i Ñàøêî ïîðàõóâàëè, ùî ðàçîì âîíè çðîáèëè 462 êðîêè.
Ñêiëüêè êðîêiâ çðîáèëà ìàìà Êàðiíà? Ïîÿñíiòü ñâîþ âiäïîâiäü.
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¯ Çàôàðáóéòå êëiòèíêè òàáëèöi 8×8 ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîþ êiëü-
êiñòþ ðiçíèõ êîëüîðiâ òàê, ùîá êîæíà êëiòèíêà ìàëà õî÷à á äâi
ñóñiäíi äî íå¨ (ïî ñòîðîíi) êëiòèíêè ¨¨ êîëüîðó. Êîæíó êëiòèíêó
ìîæíà çàôàðáóâàòè òiëüêè îäíèì êîëüîðîì. Îá ðóíòóéòå, ÷îìó
íå ìîæíà ðîçôàðáóâàòè òàáëèöþ áiëüøîþ êiëüêiñòþ êîëüîðiâ.

7 êëàñ

¬ Ðîì÷èê ïîãàíî â÷èâ ìàòåìàòèêó ó âåðåñíi òà æîâòíi, òîìó â éî-
ãî ùîäåííèêó îäíà äâiéêà, äâi òðiéêè, äâi ÷åòâiðêè, îäíà ï'ÿòiðêà,
òðè ñiìêè i íàâiòü îäíà âiñiìêà. Ó ëèñòîïàäi âií çiáðàâñÿ ç ñèëà-
ìè i ïî÷àâ îòðèìóâàòè òiëüêè äåñÿòêè. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü
äåñÿòîê ïîòðiáíî çàðîáèòè Ðîì÷èêó, ùîá éîãî ñåðåäíié áàë ç ìà-
òåìàòèêè â êiíöi ñåìåñòðó ñòàâ ðiâíèé 8?

­ Âiäîìî, ùî ìiñòåðó Àóòîôåéäæó áiëüøå 9 ðîêiâ i ìåíøå 100
ðîêiâ. Îäíîãî ëèñòîïàäîâîãî âå÷îðà âií íàïèñàâ íà ñåðâåòöi ñâié
âiê òðè÷i ïîñïiëü. Äîâåäiòü, ùî îòðèìàíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íàöiëî
íà 7.

® Çíàéäiòü êóòè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, ÿêùî áiñåêòðèñè äâîõ
éîãî êóòiâ ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä êóòîì 50◦.

¯ Çàäà÷à 6-4.

8 êëàñ

¬ Ó âèðàçi (x3−2)2+(x2+∗)2 çàìiíiòü ∗ íà îäíî÷ëåí òàê, ùîá ïiñëÿ
ðîçêðèòòÿ äóæîê òà çâåäåííÿ ïîäiáíèõ äîäàíêiâ çàëèøèëîñÿ 4
äîäàíêè.

­ Íàâåäiòü ïðèêëàä òðèçíà÷íîãî ÷èñëà, ÿêå íå äiëèòüñÿ íàöiëî
íà 114, àëå âèïèñàíå 12 ðàçiâ ïîñïiëü äà¹ ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ
íàöiëî íà 114. Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

® Íàñòàëà îñiíü. Íà äåðåâi âèñÿòü çåëåíi, æîâòi òà ÷åðâîíi ëèñòî-
÷êè. Çåëåíi ëèñòî÷êè ìîæóòü ïîæîâòiòè àáî ïî÷åðâîíiòè.Æîâòi
òà ÷åðâîíi ëèñòî÷êè òðîõè ïîâèñÿòü, à ïîòiì âiäïàäàþòü. Â÷îðà
íà äåðåâi çåëåíèõ ëèñòî÷êiâ áóëî ñòiëüêè æ, ñêiëüêè ÷åðâîíèõ,
à æîâòèõ � ó 9 ðàçiâ áiëüøå, íiæ ÷åðâîíèõ. Ñüîãîäíi íà äåðåâi
ïîðiâíó çåëåíèõ òà æîâòèõ ëèñòî÷êiâ, à ÷åðâîíèõ � â 9 ðàçiâ
áiëüøå, íiæ æîâòèõ. Äîâåäiòü, ùî çà íi÷ êiëüêiñòü ëèñòî÷êiâ íà
äåðåâi çìåíøèëàñÿ õî÷à áè â 5 ðàçiâ.

¯ ×è iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà a, b, c, d, ùî ÷èñëà a−b, b−c, c−d, d−
a, âèïèñàíi â äåÿêîìó ïîðÿäêó, áóäóòü ÷îòèðìà ïîñëiäîâíèìè
öiëèìè ÷èñëàìè?
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° Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî áiñåêòðèñó AE. Çíàéäiòü êóòè
òðèêóòíèêà ABC, ÿêùî AC = 2AB i AE = EC.

9 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

x
√

2 +
√

5

x
√

2−
√

5
+
x
√

2−
√

5

x
√

2 +
√

5
=

14x

2x2 − 5
.

­ Äîâæèíà ñòîðîíè êâàäðàòà ABCD äîðiâíþ¹ 2. Íà ñòîðîíàõ AB,
BC i CD âèáðàëè òî÷êè U , V i W âiäïîâiäíî. Âiäîìî, ùî

AU +DW = BU + CW = 2CV.

Çíàéäiòü ïëîùó òðèêóòíèêà UVW .
® Çíàéäiòü âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a òà b, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü

ðiâíiñòü
a2 = 2021 + b2.

¯ Äåñÿòêîâi çàïèñè êîæíîãî ç äâîõ ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B
ñêëàäàþòüñÿ ç ðiçíèõ öèôð i, êðiì òîãî, öi çàïèñè íà ìàþòü
ñïiëüíèõ öèôð. Äîâåñòè, ùî ñóìà öèõ ÷èñåë íàöiëî äiëèòüñÿ íà
9.

° Ó òàáëèöi ðîçìiðîì 6×6 ðîçìiñòèëè n äîäàòíèõ ÷èñåë i n âiä'¹ìíèõ
÷èñåë òàê, ùî â êîæíîìó ðÿäêó i êîæíîìó ñòîâïöi íåìà¹ ÷èñåë
ðiçíèõ çíàêiâ. Äëÿ ÿêîãî íàéáiëüøîãî n ìîæíà öå çðîáèòè?

10 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

x2 + 6

x
+

x

x2 + 6
=

26

5
.

­ Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ç ïðÿìèì êóòîì ïðè âåðøèíi
C ïðîâåäåíî âèñîòó CD. Çíàéòè êóòè òðèêóòíèêà, ÿêùî

CD2 = BD2 − 6AD2.

® Çíàéäiòü âñi òðiéêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b òà c, ÿêi çàäîâiëü-
íÿþòü ðiâíiñòü

25a2 − 2bc = 2021 + b2 + c2.
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¯ Äåñÿòêîâi çàïèñè êîæíîãî ç äâîõ ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B
ñêëàäàþòüñÿ ç ðiçíèõ öèôð i, êðiì òîãî, öi çàïèñè íà ìàþòü
ñïiëüíèõ öèôð. Äîâåñòè, ùî ñóìà êóáiâ öèõ ÷èñåë íàöiëî äiëè-
òüñÿ íà 9.

° Ó òàáëèöi ðîçìiðîì 8 × 8 ðîçìiñòèëè n ÷èñåë 1 i n ÷èñåë −1
òàê, ùî â êîæíîìó ðÿäêó i êîæíîìó ñòîâïöi íåìà¹ ÷èñåë ðiçíèõ
çíàêiâ. Äëÿ ÿêîãî íàéáiëüøîãî n ìîæíà öå çðîáèòè?

11 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

9x+1 − 4 · 25x = 5 · 15x.

­ Çíàéäiòü êóòè ðîìáà, ÿêùî
√

3 · d1d2 = 16r2,

äå d1 i d2 � äîâæèíè äiàãîíàëåé ðîìáà, à r � ðàäióñ êîëà, âïè-
ñàíîãî â ðîìá.

® Çíàéäiòü âñi òðiéêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b òà c, ÿêi çàäîâiëü-
íÿþòü ðiâíiñòü

81a2 − 2bc = 2021 + b2 + c2.

¯ Äåñÿòêîâi çàïèñè êîæíîãî ç äâîõ ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B
ñêëàäàþòüñÿ ç ðiçíèõ öèôð i, êðiì òîãî, öi çàïèñè íà ìàþòü
ñïiëüíèõ öèôð. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n ñóìà An +Bn íàöiëî äiëèòüñÿ íà 9. ×è îáîâÿçêîâî
÷èñëî A2 +B2 íàöiëî äiëèòüñÿ íà 9?

° Ó òàáëèöi ðîçìiðîì 8 × 8 ðîçìiñòèëè n ÷èñåë 1 i n ÷èñåë −1
òàê, ùî â êîæíîìó ðÿäêó i êîæíîìó ñòîâïöi íåìà¹ ÷èñåë ðiçíèõ
çíàêiâ.

(à) Äëÿ ÿêîãî íàéáiëüøîãî n ìîæíà öå çðîáèòè?

(á) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìiñòèòè ÷èñëà â òàáëèöi äëÿ
íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ n?
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2022 � 2023

6 êëàñ

¬ Àíäðiéêî ïðîâîäèòü êîæíîãî äíÿ 2 7
12 ãîäèíè, ãðàþ÷è íà êîìï'þòåði.

Ñêiëüêè ÷àñó ïðèñâÿòèâ Àíäðiéêî êîìï'þòåðíèì iãðàì ïðîòÿ-
ãîì æîâòíÿ?

­ Ó äÿäå÷êà Âàñèëÿ i òiòîíüêè Íàäi¨ òðî¹ äiòåé. Àíäðiéêîâi òà
Áîãäàíó ðàçîì 19 ðîêiâ, Àíäðiéêîâi òà Îëåíöi ðàçîì 14 ðîêiâ,
à ìîëîäøèì ðàçîì 7 ðîêiâ. Ñêiëüêè ðîêiâ êîæíîìó ç äiòåé äÿ-
äå÷êà Âàñèëÿ i òiòîíüêè Íàäi¨? Ïîÿñíiòü ñâîþ âiäïîâiäü.

® Ïåðèìåòð êâàäðàòà ABCD (äèâ. ìàëþíîê) äîðiâíþ¹ 1600 ìiëi-
ìåòðiâ, à ïåðèìåòð êâàäðàòà K1 � 5, 6 äåöèìåòðiâ. ×îìó äîðiâ-
íþ¹ ïåðèìåòð ôiãóðè F , ÿêùî ôiãóðà K2 � öå êâàäðàò?

¯ Äÿäå÷êî Âàñèëü ìà¹ ìîòóçêó äîâæèíîþ 100 ñì, ç ÿêî¨ âií çáè-
ðà¹òüñÿ âèðiçàòè 6 øìàòêiâ äîâæèíîþ 1, 2, 4, 10, 17, 24 i 40 ñì.
×è ìîæå òiòîíüêà Íàäiÿ ðîçðiçàòè ìîòóçêó íà äâi ÷àñòèíè (íå
îáîâ'ÿçêîâî öiëî¨ äîâæèíè) òàê, ùîá äÿäå÷êî Âàñèëü íå çìiã
âèðiçàòè ïîòðiáíi éîìó 7 øìàòêiâ? Íå çàáóäüòå ïîÿñíèòè ñâîþ
âiäïîâiäü.

7 êëàñ

¬ Äî íîâîði÷íèõ ñâÿò äÿäå÷êî Âàñèëü âàæèâ 91, 5 êã, à òiòîíüêà
Íàäiÿ 72, 4 êã. Íà ñêiëüêè êiëîãðàìiâ çìiíèëàñÿ ñóìà ¨õíiõ âàã
ïiñëÿ íîâîði÷íèõ ñâÿò, ÿêùî äÿäå÷êî Âàñèëü ñòàâ âàæ÷èì íà 2

61
ñâî¹¨ ïîïåðåäíüî¨ âàãè, à òiòîíüêà Íàäiÿ ñõóäëà íà 0, 05% òîííè?

­ Ïåðèìåòð êâàäðàòà ABCD (äèâ. ìàëþíîê) äîðiâíþ¹ 16000 ìi-
ëiìåòðiâ, à ïåðèìåòð êâàäðàòà K1 � 5, 6 äåöèìåòðiâ. ×îìó äî-
ðiâíþ¹ ïåðèìåòð ôiãóðè F , ÿêùî ôiãóðà K2 � öå êâàäðàò, à
äîâæèíà CL � 10 ñàíòèìåòðiâ?
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® Äÿäå÷êî Âàñèëü ìà¹ ìîòóçêó äîâæèíîþ 150 ñì, ç ÿêî¨ âií çáè-
ðà¹òüñÿ âèðiçàòè 8 øìàòêiâ äîâæèíîþ 1, 2, 3, 5, 12, 26, 39 i 60 ñì.
×è ìîæå òiòîíüêà Íàäiÿ ðîçðiçàòè ìîòóçêó íà äâi ÷àñòèíè (íå
îáîâ'ÿçêîâî öiëî¨ äîâæèíè) òàê, ùîá äÿäå÷êî Âàñèëü íå çìiã
âèðiçàòè ïîòðiáíi éîìó 8 øìàòêiâ? Íå çàáóäüòå ïîÿñíèòè ñâîþ
âiäïîâiäü.

¯ Àëiñà ðîçôàðáîâó¹ ëèñòî÷îê â êëiòèíêó 6× 6 äâîìà êîëüîðàìè
çàâæäè ãàðíî � òîáòî òàê, ùî êîæíà êëiòèíêà ëèñòî÷êà ìà¹ ñó-
ñiäíþ çà ñòîðîíîþ êëiòèíêó òàêîãî æ êîëüîðó. Çëèé ÷àðiâíèê
Îñêàð ìîæå ïåðåôàðáóâàòè îäèí ðÿäîê ÷è îäèí ñòîâï÷èê íà
ëèñòî÷êó òàê, ùî êîëið êîæíî¨ êëiòèíêè çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîòè-
ëåæíèé. Ïðèäóìàéòå ïðèêëàä ãàðíîãî ðîçôàðáóâàííÿ, ÿêå ïðè
ïåðåôàðáóâàííi Îñêàðîì áóäü ÿêîãî ðÿäêà ÷è ñòîâï÷èêà ïåðå-
ñòà¹ áóòè ãàðíèì.

8 êëàñ

¬ Íà ïîøèòòÿ îäíi¹¨ ìàíòi¨ òà ÷îòèðüîõ ìàãiñòåðñüêèõ øàïî÷îê
ïðîôåñîðêà Ìàê îíå åë âèòðàòèëà 9 ìåòðiâ ÷àðiâíî¨ òêàíèíè.
Âiäïî÷èâøè, âîíà ïîøèëà ùå òðè òàêi ìàíòi¨ òà âiñiì òàêèõ ñà-
ìèõ øàïî÷îê i âèòðàòèëà íà öå 21 ìåòð ÷àðiâíî¨ òêàíèíè. Ñêiëü-
êè ìåòðiâ ÷àðiâíî¨ òêàíèíè âèòðàòèëà ïðîôåñîðêà Ìàê îíå åë
íà êîæíó ìàíòiþ òà êîæíó øàïî÷êó îêðåìî?

­ Êóò A â òðèêóòíèêó ABC äîðiâíþ¹ 49◦, à êóò B äîðiâíþ¹ 71◦.
Çíàéäiòü êóò ìiæ âèñîòîþ òà áiñåêòðèñîþ òðèêóòíèêà, ïðîâå-
äåíèìè ç âåðøèíè C.

® Øèðèíà i äîâæèíà ïðÿìîêóòíî¨ êîðîáêè äîðiâíþþòü ïî 1 ñì,
îá'¹ì äîðiâíþ¹ 2022 ñì3, à âèñîòà êîðîáêè ìà¹ âèãëÿä

(x3 + 333x2 − 334x) ñì.

Çíàéäiòü çíà÷åííÿ x, ÿêùî âiäîìî, ùî âîíî ¹ öiëèì ÷èñëîì.
¯ Çàäà÷à 7-4.
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° Ç ïåðøèõ äåñÿòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 1, 2, . . . , 10 âèáðàëè ï'ÿòü
÷èñåë òàê, ùî êîæíå ç âèáðàíèõ ÷èñåë íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà êî-
æíå ç ðåøòè ÷îòèðüîõ âèáðàíèõ ÷èñåë. ×è ìîæå ñåðåä âèáðàíèõ
÷èñåë áóòè ÷èñëî 3?

9 êëàñ

¬ Âñòàíîâiòü, ÿêå ç íàñòóïíèõ äâîõ ÷èñåë ¹ áiëüøèì: 20222022 ·
20212021 ÷è 20222021 · 20212022?

­ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ (x2 + x)2 − x2 − 2 = x.
® Íà ãiïîòåíóçi AB òà êàòåòàõ AC i BC ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà
ABC âèáðàíî òî÷êè Q, P i R òàê, ùî ÷îòèðèêóòíèê CPQR ¹
êâàäðàòîì. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà ABC, ÿêùî AP = 3BR.

¯ Ñåðåä ÷èñåë âèãëÿäó n4 + 4, äå n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
çíàéäiòü âñi ïðîñòi ÷èñëà.

° Çàäà÷à 8-5.

10 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ x4 + 331x2 = 2022.
­ Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i m âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü
nn ·mm ≥ nm ·mn.

® Çàäà÷à 9-4.
¯ Íà ñòîðîíi BC êâàäðàòà ABCD âèáðàëè òî÷êóM i ïîáóäóâàëè

êâàäðàò BKLM . Âèÿâèëîñÿ, ùî AC = AL. Çíàéäiòü ∠CAL.
° Ç ïåðøèõ äâàäöÿòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 1, 2, . . . , 20 âèáðàëè äå-

ñÿòü ÷èñåë òàê, ùî êîæíå ç âèáðàíèõ ÷èñåë íå äiëèòüñÿ íàöiëî
íà êîæíå ç ðåøòè äåâ'ÿòè âèáðàíèõ ÷èñåë. ×è ìîæå ñåðåä âè-
áðàíèõ ÷èñåë áóòè ÷èñëî 3?

11 êëàñ

¬ Çàäà÷à 10-1.
­ Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a i b âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
aa · bb ≥ ab · ba.

® Çíàéäiòü âñi öiëi ÷èñëà x i y, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

y3 − y = cos(πx) + 5.
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¯ Íàòóðàëüíå ÷èñëî n ìà¹ ðiâíî äâà ðiçíi íåïàðíi äiëüíèêè. Äî-
âåäiòü, ùî ñåðåä äîâiëüíèõ òðüîõ äiëüíèêiâ ÷èñëà n îáîâ'ÿçêîâî
çíàéäóòüñÿ äâà äiëüíèêè òàêi, ùî îäèí ç íèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà
iíøèé.

° PQ � äiàìåòð êîëà ç ðàäióñîì 1. Õîðäà AB ïåðåòèíà¹ äiàìåòð
PQ â òî÷öi C ïiä êóòîì 45◦. Äîâåäiòü, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó
AC2 + BC2 íå çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ òî÷êè C, i çíàéäiòü öå
çíà÷åííÿ.

2023 � 2024

6 êëàñ

¬ Â ÷àðiâíié êðà¨íi Ïåëüìåíiÿ çãîëîäíiëà ïiñëÿ óðîêiâ Äàðèíêà
õî÷å êóïèòè ïîðöiþ ïåëüìåíiâ, ÿêà êîøòó¹ 1 êíåäëèê, i ïðîäà-
¹òüñÿ â àâòîìàòi �Ïåëüìåíi�. Àâòîìàò ïðèéìà¹ ìîíåòè òiëüêè
ïî 5 àáî 7 êíåäëèêiâ, òà âèäà¹ ðåøòó òiëüêè òàêèìè ìîíåòà-
ìè. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü êíåäëèêiâ ïîâèííà äàòè Äàðèíöi
¨¨ ìàìà, ùîá äiâ÷èíêà êóïèëà ïîðöiþ ïåëüìåíiâ i ïðèíåñëà ìàìi
ïîâíiñòþ âñþ ðåøòó?

­ Íà áåçëþäíèé îñòðiâ âèíåñëî 3 ÿùèêà ç ñîëîäîùàìè. Â îäíîìó
ç íèõ çíàõîäèòüñÿ òiëüêè çåôiðêè, â iíøîìó � òiëüêè øîêîëàä,
à â òðåòüîìó � i çåôiðêè, i øîêîëàä. Êîæíèé ÿùèê çàêðèòèé
i ïîçíà÷åíèé ñòiêåðîì. Íà îäíîìó ñòiêåði íàïèñàíî �Çåôið�, íà
iíøîìó ñòiêåði íàïèñàíî �Øîêîëàä�, à íà òðåòüîìó � �Çåôið i
øîêîëàä�, àëå æîäíèé ÿùèê íå ïîçíà÷åíèé ïðàâèëüíî. Ðîáií-
çîí ìà¹ ìîæëèâiñòü âèòÿãòè i îãëÿíóòè òiëüêè îäèí ñìàêîëèê
òiëüêè ç îäíîãî ÿùèêà. ßê âií ïîâèíåí öå çðîáèòè, ùîá ïiñëÿ
òîãî ïðàâèëüíî ïåðåêëå¨òè âñi ñòiêåðè?

® ×è ìîæíà çi ñìóæîê 1 × 1, 1 × 2, 1 × 3, . . . , 1 × 13 ñêëàñòè
ïðÿìîêóòíèê, îáèäâi ñòîðîíè ÿêîãî áiëüøi çà 1?

¯ Íà äîøöi çàïèñàíî òðè äâîçíà÷íèõ ÷èñëà, îäíå ç ÿêèõ ïî÷èíà-
¹òüñÿ öèôðîþ 5, äðóãå � öèôðîþ 6, à òðåò¹ � öèôðîþ 7. Â÷è-
òåëüêà ïîïðîñèëà òðüîõ ó÷íiâ âèáðàòè ñîái ïî äâà ðiçíèõ ÷èñëà
i äîäàòè ¨õ. Ó ïåðøîãî ó÷íÿ âèéøëî 147, à ó äðóãîãî i òðåòüîãî
� ðiçíi òðèçíà÷íi ÷èñëà, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ íà 12. ßêi ÷èñëà áóëè
íàïèñàíi íà äîøöi? Ïîÿñíiòü ñâîþ âiäïîâiäü.
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7 êëàñ

¬ Âëàñíèê ïiöåði¨ íà ïî÷àòêó ñi÷íÿ çíèçèâ âàðòiñòü ïiöè �×îòèðè
ñèðè� íà 20% i íàçâàâ ¨¨ â ìåíþ �Òðè ñèðè�. Ïîòiì ó êâiòíi çíèçèâ
âàðòiñòü ïiöè �Òðè ñèðè� íà 25% i íàçâàâ ¨¨ �Äâà ñèðè�, à ó ñåðïíi,
àáè ïðèâàáèòè áiëüøå âiäâiäóâà÷iâ � çíèçèâ âàðòiñòü ïiöè �Äâà
ñèðè� íà 50%, i âêëþ÷èâ ¨¨ äî ìåíþ ïiä íàçâîþ �Ñèð�. Íà ñêiëüêè
âiäñîòêiâ ïiöà �Ñèð� äåøåâøà, íiæ ïiöà �×îòèðè ñèðè�?

­ Çàäà÷à 6-2.
® Äâà äâîçíà÷íèõ ÷èñëà âiäðiçíÿþòüñÿ îäíå âiä îäíîãî íà 5, îáè-

äâà äiëÿòüñÿ íàöiëî íà 5, à ¨õíÿ ñóìà, ïiäíåñåíà äî êâàäðàòó, ¹
÷èñëîì, ÿêå ìè îòðèìà¹ìî, êîëè íàïèøåìî öi ÷èñëà ïîðó÷. ßêi
öå ÷èñëà?

¯ Íà ãîäèííèêó îäíà ñòðiëêà, ÿêà âêàçó¹ íà 12 ãîäèíó. Ïåòðèê i
Ïàâëèê ãðàþòü çà ïðàâèëîì: çà îäèí õiä ãðàâåöü ìîæå ïîâåðíó-
òè öþ ñòðiëêó íà äâi àáî íà òðè ãîäèíè âïåðåä. Âèãðà¹ òîé, õòî
ïîñòàâèòü ñòðiëêó íà øîñòó ãîäèíó. Ïåðøèì õîäèòü Ïåòðèê. ×è
ìîæå õòîñü ç õëîïöiâ çàâæäè âèãðàâàòè? ßêùî òàê, òî îïèøiòü,
ÿêèì ÷èíîì?

8 êëàñ

¬ Ñêiëüêè ïðÿìîêóòíèêiâ ðiçíèõ ðîçìiðiâ ìîæíà ñêëàñòè çi ñìó-
æîê 1× 9, 1× 10,. . . , 1× 22?

­ Â îïóêëîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD âiäîìî, ùî AB = BC. Ïðî-
ìåíi BA i CD ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi E, à ïðîìåíi AD i BC � â
òî÷öi F . Òàêîæ âiäîìî, ùî BE = BF i ∠DEF = 33◦. Çíàéäiòü
∠EFD.

® Ó÷àñíèêè îëiìïiàäè ç ìàòåìàòèêè îòðèìàëè çàâäàííÿ ç øåñòè
çàäà÷. Çà âiäïîâiäü äî çàäà÷i ó÷àñíèê ìîæå îòðèìàòè 0, 1, 2
àáî 3 áàëè. � òiëüêè îäèí ñïîñiá íàáðàòè 18 áàëiâ, i øiñòü ði-
çíèõ ñïîñîáiâ íàáðàòè 17 áàëiâ. À ñêiëüêîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè
ìîæíà îòðèìàòè 16 áàëiâ?

¯ ×èñëî A22 . . . 22B ìà¹ 2024 öèôðè (âñi öèôðè ìiæ öèôðàìè òà
äîðiâíþþòü 2) i äiëèòüñÿ íàöiëî íà 72. Çíàéäiòü A òà B.

° Äiòè ãóëÿþòü ó äâîði ñàäî÷êà. Òèõ äiòåé, â êîãî íà íîãàõ ïîðiâíó
øêàðïåòîê, ó 5 ðàçiâ ìåíøå, íiæ òèõ, ó êîãî íå ïîðiâíó. Âèõî-
âàòåëüêà ñêàçàëà äiòÿì ïåðåîäÿãíóòèñÿ, i êîæíà äèòèíà çíÿëà
øêàðïåòêó ç îäíi¹¨ íîãè i îäÿãíóëà íà iíøó. Òåïåð òèõ, ó êîãî íà
íîãàõ ïîðiâíó øêàðïåòîê, ñòàëî â 2 ðàçè ìåíøå, íiæ òèõ, ó êîãî
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íå ïîðiâíó. ×è ìîãëî ñòàòèñÿ òàê, ùî íà ïî÷àòêó ïðîãóëÿíêè
áiëüøå, íiæ ïîëîâèíà äiòåé íà îäíié íîçi ìàëè ðiâíî íà îäíó
øêàðïåòêó ìåíøå, íiæ íà iíøié?

9 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ x2 + 2x = 99.
­ Çíàéäiòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë 123456789 òà 987654321.
® Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêóABC ïðîâåäåíî âèñîòèBP òà CQ.

Òî÷êà M � ñåðåäèíà BC, à òî÷êà N � ñåðåäèíà PQ. Äîâåäiòü,
ùî MN ⊥ PQ.

¯ Çíàéäiòü âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë x i y òàêèõ, ùî

3xy + x+ 6y = 2023.

° ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü êëiòèíîê êâàäðàòà 5 × 5 ïîòðiáíî çà-
ôàðáóâàòè òàê, ùîá ó êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó 2 × 3, ñòîðîíè
ÿêîãî éäóòü ëiíiÿìè ñiòêè, áóëà çàôàðáîâàíà õî÷à á îäíà êëi-
òèíêà?

10 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ x4 + 2x2 = 99.

­ Ç âåðøèíè C ïðÿìîãî êóòà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC ïðî-
âåäåíî ìåäiàíó CM i âèñîòó CH. Çíàéäiòü êóòè öüîãî òðèêóòíè-
êà, ÿêùî ïëîùà òðèêóòíèêà CMH ó 4 ðàçè ìåíøà, íiæ ïëîùà
òðèêóòíèêà ABC.

® Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü

3 cos(3x) + 5 cos(5x) + 7 cos(7x) + · · ·+ 89 cos(89x) ≤ 2024.

¯ Çàäà÷à 9-4.
° Íà äîøöi çàïèñàíî ÷èñëà

1,
√

2,
√

3, . . . ,
√

99.

Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ âèòåðòè áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà a i b, ÿêi
íà òîé ìîìåíò çàïèñàíi íà äîøöi, i çàïèñàòè îäíå ç íàñòóïíèõ
÷èñåë: a+b√

2
àáî
√
a2 + b2. ßêå íàéáiëüøå ÷èñëî ìîæíà îòðèìàòè

íà äîøöi ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ 98-ìè òàêèõ êðîêiâ?
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11 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

x4 + 2x2 = 2499.

­ Ñåðåäèíè ñòîðií îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ëåæàòü íà
îäíîìó êîëi. Âiäîìî, ùî AB = CD = 5 ñì i BC = 7 ñì. Çíàéäiòü
äîâæèíó ñòîðîíè DA.

® Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü

3x+1 + 5x+1 + 7x+1 + · · ·+ 89x+1 ≤ 2024x+1.

¯ Çíàéäiòü âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë x i y òàêèõ, ùî

5xy + 10x+ y = 2023.

° Íà äîøöi çàïèñàíî ÷èñëà

1,
√

2,
√

3, . . . ,
√

99.

Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ âèòåðòè áóäü-ÿêi k ÷èñåë a1, a2, . . . ,
ak, ÿêi íà òîé ìîìåíò çàïèñàíi íà äîøöi, i çàïèñàòè îäíå ç íà-
ñòóïíèõ ÷èñåë:

a1 + a2 + · · ·+ ak√
k

àáî
√
a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

k.

ßêå íàéáiëüøå ÷èñëî ìîæíà îòðèìàòè íà äîøöi?

2024 � 2025

6 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íàéìåíøå ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íàöiëî
íà 41, à ïðè äiëåííi íà 5 äà¹ â îñòà÷i 3. Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

­ Â ëàáîðàòîði¨ çiëë¹âàðiííÿ çíàõîäÿòüñÿ êîëáè iç çiëëÿì ñòðèáó-
÷îñòi, øâèäêîñòi, ñèëè òà øêîäè. Êîëáè iç çiëëÿì ñòðèáó÷îñòi
ñêëàäàþòü 1

6 âiä êiëüêîñòi êîëá iç çiëëÿì øâèäêîñòi, êîëá iç çi-
ëëÿì ñèëè â 3 ðàçè áiëüøå, íiæ êîëá iç çiëëÿì øâèäêîñòi, à
êîëáè iç çiëëÿì øêîäè ñêëàäàþòü 20% âiä êîëá iç çiëëÿì ñèëè
òà çiëëÿì ñòðèáó÷îñòi ðàçîì. Ñêiëüêè âñüîãî êîëá â ëàáîðàòî-
ði¨, ÿêùî âiäîìî, ùî êîëá iç çiëëÿì ñòðèáó÷îñòi ¹ 10? Âiäïîâiäü
îá ðóíòóéòå.
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® Ó ìàãi÷íîìó çîîïàðêó ìåøêàþòü 11 îäíîëàïèêiâ. Ñêiëüêè áóëî
á ëàïîñòèñêàíü, ÿêáè êîæíèõ äâî¹ îäíîëàïèêiâ ïðèâiòàëèñü ïî
îäíîìó ðàçó, îäíî÷àñíî ïîòèñíóâøè îäèí îäíîìó ëàïó? Âiäïî-
âiäü îá ðóíòóéòå.

¯ Íà äîøöi çàïèñàíi ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 2024. Êîæíó õâèëèíó ç óñi-
ìà ÷èñëàìè ðîáëÿòü íàñòóïíó îïåðàöiþ: ÿêùî ÷èñëî äiëèòüñÿ
íàöiëî íà 100, òî éîãî äiëÿòü íà 100, à ÿêùî íå äiëèòüñÿ íà 100,
òî âiä íüîãî âiäíiìàþòü 1. ßêå íàéáiëüøå ÷èñëî çàëèøèòüñÿ íà
äîøöi ÷åðåç 87 õâèëèí? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

7 êëàñ

¬ Íà çàíÿòòi ãóðòêà ç ìàòåìàòèêè â÷èòåëüêà õîòiëà ïîäiëèòè ó÷íiâ
íà ãðóïè ïî òðî¹, àëå îäèí ó÷åíü çàëèøèâñÿ áåç ãðóïè. Êîëè
â÷èòåëüêà ïîäiëèëà ó÷íiâ íà ïàðè, òî çíîâó âèÿâèëîñÿ, ùî îäèí
ó÷åíü çàëèøèâñÿ áåç ïàðè. Ñêiëüêè ó÷íiâ áóëî íà çàíÿòòi ãóð-
òêà, ÿêùî âiäîìî, ùî ¨õ áiëüøå, íiæ

(
250
100 · 4 + 10 · 1

2

)
i ìåíøå,

íiæ (7, 9− 2, 9)2? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.
­ Çàäà÷à 6-3.
® Â ëàáîðàòîði¨ çiëë¹âàðiííÿ çíàõîäÿòüñÿ êîëáè iç çiëëÿì ñòðèáó-

÷îñòi, øâèäêîñòi, ñèëè òà øêîäè. Êîëáè iç çiëëÿì ñòðèáó÷îñòi
ñêëàäàþòü 1

6 âiä êiëüêîñòi êîëá iç çiëëÿì øâèäêîñòi, êîëá iç çië-
ëÿì ñèëè â 3 ðàçè áiëüøå, íiæ êîëá iç çiëëÿì øâèäêîñòi, à êîëáè
iç çiëëÿì øêîäè ñêëàäàþòü 40% âiä óñiõ íàÿâíèõ êîëá iç çiëëÿ-
ìè. Ñêiëüêè âñüîãî êîëá â ëàáîðàòîði¨, ÿêùî âiäîìî, ùî êîëá iç
çiëëÿì ñòðèáó÷îñòi ¹ 12? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

¯ Íà äîøöi çàïèñàíå ÷èñëî 23. Êîæíó õâèëèíó ÷èñëî íà äîøöi
âèòèðàþòü i çàïèñóþòü íà éîãî ìiñöå äîáóòîê éîãî öèôð, çáiëü-
øåíèé íà 12. ßêå ÷èñëî áóäå íà äîøöi ÷åðåç äîáó? Âiäïîâiäü
îá ðóíòóéòå.

8 êëàñ

¬ Ìóçåé íàóêè âiäâiäàëà ãðóïà â ñêëàäi 31-ãî ñòóäåíòà. Ñåðåäíié
âiê ãðóïè ñòóäåíòiâ 23 ðîêè. ßêáè äî ñòóäåíòiâ äîëó÷èâñÿ âè-
êëàäà÷, òî ñåðåäíié âiê ãðóïè ñòàâ áè 24 ðîêè. Ñêiëüêè ðîêiâ
âèêëàäà÷åâi?

­ Áiñåêòðèñà òóïîãî êóòà ïàðàëåëîãðàìà äiëèòü éîãî ñòîðîíó ó
âiäíîøåííi 3 : 1, ðàõóþ÷è âiä âåðøèíè ãîñòðîãî êóòà. Çíàéäiòü
ñòîðîíè ïàðàëåëîãðàìà, ÿêùî éîãî ïåðèìåòð äîðiâíþ¹ 70 ñì.
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® Ó ìàãi÷íîìó çîîïàðêó ìåøêàþòü 20 îäíîëàïèêiâ. Ñêiëüêè áóëî
á ëàïîñòèñêàíü, ÿêáè êîæíèõ äâî¹ îäíîëàïèêiâ ïðèâiòàëèñü ïî
îäíîìó ðàçó, îäíî÷àñíî ïîòèñíóâøè îäèí îäíîìó ëàïó?

¯ Ïðîôåñîð Iíòåãðàëåíêî âèáðàâ êiëüêà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, êî-
æíå ç ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 2024. Âiäîìî, ùî æîäíå ç öèõ ÷èñåë
íå äiëèòüñÿ íà æîäíå iíøå. ßêó íàéáiëüøó êiëüêiñòü ÷èñåë ìiã
âèáðàòè ïðîôåñîð?

° Çíàéäiòü íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ìîæíà îòðèìàòè ïðè
ïiäñòàíîâöi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çàìiñòü çìiííèõ ó âèðàç

13x2 + y2 + z2 − 4xy − 6xz + y.

9 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ x4 − 8x2 = 2009.
­ Ó ìàãi÷íîìó çîîïàðêó çíàõîäèòüñÿ 45 îäíîëàïèêiâ. Ñêiëüêè áó-

ëî á ëàïîñòèñêàíü, ÿêáè êîæíèõ äâî¹ îäíîëàïèêiâ ïðèâiòàëèñü
ïî îäíîìó ðàçó, îäíî÷àñíî ïîòèñíóâøè îäèí îäíîìó ëàïó?

® Äâà êîëà ç öåíòðàìè â òî÷êàõ A i B òà îäíàêîâèì ðàäióñîì R =
AB ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Ó êðèâîëiíiéíèé òðèêóòíèê ABC
âïèñàíî êâàäðàò òàê, ùî äâi âåðøèíè öüîãî êâàäðàòà ëåæàòü
íà ñòîðîíi AB, i ùå ïî îäíié � íà äóãàõ AC i BC âiäïîâiäíî.
Çíàéäiòü äîâæèíó ñòîðîíè êâàäðàòà, ÿêùî AB = 10 ñì.

¯ Çíàéäiòü âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë x i y òàêèõ, ùî

x2 = 10y + 2025.

° Òàáëèöÿ ðîçìiðîì 10×10 çàïîâíåíà ÷èñëàìè ±1, ±10, ±102,. . . ,
±1099, ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî k âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç
äâîõ ÷èñåë 10k i −10k. Äîâåäiòü, ùî âñi ñóìè ÷èñåë, ÿêi çíàõî-
äÿòüñÿ â îäíîìó ðÿäêó òàáëèöi àáî â îäíîìó ñòîâïöi òàáëèöi, ¹
ðiçíèìè.

10 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ 121x4 + 22x2 = 2024.
­ Òðè êîëà ç ðàäióñàìè 1 ñì, 2 ñì òà 3 ñì âiäïîâiäíî ïîïàðíî

äîòèêàþòüñÿ çîâíiøíiì ÷èíîì. Êîëà ðàäióñîì 1 ñì òà ðàäióñîì
2 ñì äîòèêàþòüñÿ â òî÷öi A, à êîëà ðàäióñîì 2 ñì òà ðàäióñîì 3
ñì � â òî÷öi B. Çíàéäiòü äîâæèíó âiäðiçêà AB.



39

® Çàäà÷à 9-4.
¯ Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü

3
√

2x3 + 5x2 + 2x− 1 ≥ x+ 1.

° Òàáëèöÿ ðîçìiðîì 10 × 10 çàïîâíåíà ÷èñëàìè ±1, ±2, ±22,. . . ,
±299, ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî k âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç
äâîõ ÷èñåë 2k i −2k. Äîâåäiòü, ùî âñi ñóìè ÷èñåë, ÿêi çíàõîäÿ-
òüñÿ â îäíîìó ðÿäêó òàáëèöi àáî â îäíîìó ñòîâïöi òàáëèöi, ¹
ðiçíèìè.

11 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ 22x2 + 121 = 2024x4.
­ Áiñåêòðèñà AD òðèêóòíèêà ABC äiëèòü ñòîðîíó, äî ÿêî¨ âîíà

ïðîâåäåíà, íà âiäðiçêè äîâæèíîþ 9 ñì i 16 ñì. Âiäîìî, ùî AD =
DC. Çíàéäiòü äîâæèíó ñòîðîíè AB.

® Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü

tg x+ ctg x ≥ 4sin x·cos x.

¯ Çíàéäiòü âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà k òà-
êîãî, ùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n äåñÿòêîâèé çàïèñ
÷èñëà

An = 1n + 2n + 3n + 4n

ìiñòèòü â êiíöi ðiâíî k íóëiâ.
° Òàáëèöÿ ðîçìiðîì 45 × 45 çàïîâíåíà ÷èñëàìè ±1, ±2, ±22,. . . ,
±22024, ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî k âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç
äâîõ ÷èñåë 2k i −2k. Äîâåäiòü, ùî âñi ñóìè ÷èñåë, ÿêi çíàõîäÿ-
òüñÿ â îäíîìó ðÿäêó òàáëèöi àáî â îäíîìó ñòîâïöi òàáëèöi, ¹
ðiçíèìè.
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Îëiìïiàäà ½ÌiíiÌóäðèê� äëÿ ó÷íiâ 5-7 êëàñiâ

2015 � 2016

5 êëàñ

¬ Ñüîãîäíi íåäiëÿ, 15 òðàâíÿ. ßêèé äåíü òèæíÿ áóäå ÷åðåç 1000
äíiâ?

­ Ñêiëüêè ¹ ðiçíèõ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ îáèäâi öèôðè ði-
çíi?

® Çíàéäiòü ñóìó ÷èñåë

3574 + 1265 + 2183 + 4392 + 3817 + 4735 + 2426 + 1608.

¯ Ïî êîëó ðîçòàøîâàíî äåêiëüêà íóëiâ òà äåêiëüêà îäèíèöü: âñüîãî
7 ÷èñåë. Òüîòÿ Ìîòÿ êîæíîãî äíÿ çàïèñó¹ ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè
÷èñëàìè 0, ÿêùî öi ÷èñëà îäíàêîâi, i 1, ÿêùî âîíè ðiçíi. Ïiñëÿ
öüîãî òüîòÿ Ìîòÿ âèòèðà¹ ñòàði ÷èñëà. ×è ìîæíà ÷åðåç äåÿêèé
÷àñ îòðèìàòè ïî êîëó óñi îäíàêîâi ÷èñëà?

6 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-2.
­ Ñêiëüêè ëiòðiâ ìîëîêà æèðíîñòi 9 âiäñîòêiâ ïîòðiáíî çìiøàòè

ç äâîìà ëiòðàìè ìîëîêà æèðíîñòi 6 âiäñîòêiâ, ùîá îäåðæàòè
ìîëîêî æèðíîñòi 8 âiäñîòêiâ?

® ßêùî äî ï'ÿòèöèôðîâîãî ÷èñëà A äîïèñàòè íà ïî÷àòêó öèôðó
1, òî îäåðæèòüñÿ øåñòèöèôðîâå ÷èñëî B, à ÿêùî äî ÷èñëà äî-
ïèñàòè öèôðó 1 â êiíöi, òî îäåðæèòüñÿ øåñòèöèôðîâå ÷èñëî ,
ÿêå âòðè÷i áiëüøå, íiæ ÷èñëî . Çíàéäiòü ÷èñëî .

¯ Çàäà÷à 5-4.

7 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-2.
­ Ç ðèáîëîâåöüêî¨ ïðèñòàíi ó íàïðÿìêó äî áàçè âiäïî÷èíêó çà òå-

÷i¹þ ði÷êè ç ïðÿìîëiíiéíèì ðóñëîì âèðóøèâ ïëiò. Îäíî÷àñíî ç
ïëîòîì ç áàçè âiäïî÷èíêó ó íàïðÿìêó ðèáîëîâåöüêî¨ ïðèñòàíi
âèðóøèâ êàòåð, ÿêèé ÷åðåç 30 õâèëèí çóñòðiâñÿ ç ïëîòîì. Çíà-
éäiòü âiäñòàíü âiä ðèáîëîâåöüêî¨ ïðèñòàíi äî áàçè âiäïî÷èíêó,
ÿêùî øâèäêiñòü êàòåðà â ñòîÿ÷ié âîäi äîðiâíþ¹ 20 êì/ãîä?
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® Ðîçêëàäiòü íà ìíîæíèêè âèðàç x4 + 3x2 + 4.
¯ Çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà A òðèêóòíèêà ABC ïàðàëåëüíà äî

ñòîðîíè BC öüîãî òðèêóòíèêà. Âiäîìî, ùî AB = 5 ñì i BC = 3
ñì. Çíàéäiòü äîâæèíó ñòîðîíè AC.

° Çàäà÷à 5-4.

2016 � 2017

5 êëàñ

¬ Çîáðàçiòü íà ìàëþíêó, ÿê ìîæíà ðîçðiçàòè ôiãóðó íà äâi ðiâíi
÷àñòèíè.

­ Äîïîìîæiòü Ãàðði Ïîòòåðó çíàéòè ÷àñòêó, ÿêùî âîíà â ï'ÿòü
ðàçiâ ìåíøå äiëåíîãî i ó øiñòü ðàçiâ áiëüøå äiëüíèêà.

® Ãíîìè Òiëëi, Âiëëi, Äîðií, Êîðií i Îääi Áóðêîòóí íàòðàïèëè íà
ïå÷åðó çi ñêàðáàìè. Äâî¹ ãíîìiâ çáèðàëè çîëîòi ìîíåòè, à iíøi
òðî¹ � ñðiáíi êåëèõè. Òiëëi òà Âiëëi çáèðàëè îäíàêîâi ñêàðáè,
Äîðií i Êîðií � ðiçíi, Òiëëi òà Êîðií � òåæ ðiçíi. ßêi ñêàðáè
çáèðàâ Îääi Áóðêîòóí?

¯ Ñêiëüêè âñüîãî ïðàáàáóñü i ïðàäiäóñiâ áóëî ó âñiõ âàøèõ ïðàáà-
áóñü i ïðàäiäóñiâ?

6 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íåâiäîìó öèôðó x, ÿêùî ÷èñëî 12223x725 êðàòíå 11.
­ Ùî ìåíøå: 8765 · 5678 ÷è 8888 · 5555?
® Çàäà÷à 5-3.
¯ Íà äåðåâ'ÿíèõ òàáëè÷êàõ çàïèñàíi âñi òðèöèôðîâi ÷èñëà, ïðè÷î-

ìó íà êîæíié òàáëè÷öi çàïèñàíî ëèøå îäíå ÷èñëî. Ñïî÷àòêó, âñi
òàáëè÷êè, íà ÿêèõ çàïèñàíî ÷èñëà, ùî ìàþòü õî÷à á äâi îäíàêîâi
öèôðè, ïîôàðáóâàëè ó ÷åðâîíèé êîëið. Ïîòiì âñi íåïîôàðáîâàíi
òàáëè÷êè ç íåïàðíèìè ÷èñëàìè ïîôàðáóâàëè ó çåëåíèé êîëið.
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Ïiñëÿ öüîãî âñi íåïîôàðáîâàíi òàáëè÷êè ïîôàðáóâàëè ó ñèíié
êîëið. Çíàéäiòü, ñêiëüêè òàáëè÷îê êîæíîãî êîëüîðó ïðè öüîìó
îäåðæèòüñÿ.

7 êëàñ

¬ Çàäà÷à 6-2.
­ Çíàéäiòü îñòàííþ öèôðó ÷èñëà 20172017.
® Ðîçðiæòå òðèêóòíèê ç êóòàìè 40◦, 60◦ i 80◦ íà òðè òðèêóòíèêè,

êîæíèé ç ÿêèõ ìà¹ õî÷à á äâi ðiâíi ñòîðîíè.
¯ Ç òàáëèöi ðîçìiðîì 5 × 5 âèðiçàëè íåöåíòðàëüíó êëiòèíêó. ×è

ìîæíà ôiãóðó, ùî çàëèøèëàñü, ðîçðiçàòè íà 8 ïðÿìîêóòíèêiâ
ðîçìiðîì 3 × 1? (Êëiòèíêà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â öåíòði êâàäðàòà
íàçèâà¹òüñÿ öåíòðàëüíîþ, à âñi ðåøòà � íåöåíòðàëüíi). Âiäïî-
âiäü îá ðóíòóéòå.

2017 � 2018

5 êëàñ

¬ Ìiñòåð Áàáàéêiíç õî÷å âèøèêóâàòè ñâî¨õ ï'ÿâîê ïî çðîñòó (âiä
íàéäîâøî¨ äî íàéêîðîòøî¨).

- ß àíi íàéäîâøà, àíi íàéêîðîòøà, � ñêàçàëà Áåòòi.

- ß íå íàéêîðîòøà, � ñêàçàëà Êåòòi.

- ß íàéäîâøà, � ñêàçàëà Äîëëi.

- ß íàéêîðîòøà, � ñêàçàëà Ìîëëi.

Âiäîìî, ùî òðè ï'ÿâêè ñêàçàëè ïðàâäó, à îäíà çáðåõàëà. Ðîç-
òàøóéòå ï'ÿâîê â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ¨õíüî¨ äîâæèíè. Âiäïîâiäü
îá ðóíòóéòå.

­ ×è iñíóþòü ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà m òà n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
âñi òðè íàñòóïíi óìîâè:

� m äiëèòüñÿ íàöiëî íà n,

� m+ 1 äiëèòüñÿ íàöiëî íà n+ 1,

� m+ 2 äiëèòüñÿ íàöiëî íà n+ 2?



43

® Ó ìiñòåðà Áàáàéêiíçà ¹ 26 ìîíåò. Éîìó âiäîìî, ùî îäíà ç íèõ
ôàëüøèâà i çà âàãîþ âàæ÷à, íiæ êîæíà ñïðàâæíÿ ìîíåòà. ßê çà
3 çâàæóâàííÿ íà òåðåçàõ áåç ãèð âèçíà÷èòè ôàëüøèâó ìîíåòó?

¯ Ìiñòåð Áàáàéêiíç ðîçêëàäà¹ íà êâàäðàòíîìó áîëîòi ïàñòêè. Êî-
æíà ïàñòêà ìà¹ ôîðìó ïðÿìîêóòíèêà 2 × 3 ìåòðè. Ìiñòåð Áà-
áàéêiíç õî÷å ðîçêëàñòè 7 ïàñòîê òàê, ùîá âîíè íå äîòèêàëèñÿ
àíi ñòîðîíàìè, àíi êóòàìè. ßêó íàéìåíøó öiëó äîâæèíó ìåòðiâ
ìîæå ìàòè ñòîðîíà áîëîòà? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

6 êëàñ

¬ Ó ìiñòåðà Áàáàéêiíçà i Äîìîâÿòêà ¹ 9 öóêåðîê. Âîíè ãðàþòü
â òàêó ãðó: ïåðøèì õîäèòü ìiñòåð Áàáàéêiíç i áåðå ðiâíî îäíó
öóêåðêó. Äàëi êîæíèé ãðàâåöü ñâî¨ì õîäîì áåðå àáî ñòiëüêè æ
öóêåðîê, ñêiëüêè äî íüîãî âçÿâ iíøèé ãðàâåöü, àáî íà îäíó áiëü-
øå. Âèãðà¹ òîé, õòî çìîæå âçÿòè áiëüøå öóêåðîê, íiæ ñóïåðíèê.
Õòî âèãðà¹ â öié ãði, ÿêùî i ìiñòåð Áàáàéêiíç, i Äîìîâÿòêî ïðà-
ãíóòü çäîáóòè ïåðåìîãó? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

­ Ïîêàæiòü, ÿê ðîçðiçàòè êâàäðàò, çîáðàæåíèé íà ìàëþíêó íèæ-
÷å, íà ÷îòèðè ÷àñòèíè îäíàêîâèõ çà ôîðìîþ òà ðîçìiðîì, ÿêùî
ðîçðiçàòè ìîæíà òiëüêè ïî ïðîâåäåíèõ ëiíiÿõ.

® Íàçâåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî ½ïðèêîëüíèì�, ÿêùî âñi öèôðè, ùî
âõîäÿòü â éîãî çàïèñ, ïîâòîðþþòüñÿ â íüîìó õî÷à á äâi÷i (íà-
ïðèêëàä, 3622623 � ïðèêîëüíå, à 3622622 � íi). Ñêiëüêè iñíó¹
÷îòèðèöèôðîâèõ ïðèêîëüíèõ ÷èñåë áåç íóëÿ â çàïèñi?

¯ Çàäà÷à 5-4.

7 êëàñ

¬ Äâi ìàìè òà äâi äîíüêè ç'¨ëè ðàçîì 14 öóêåðîê. Ïðè öüîìó êî-
æíà ìàìà ç'¨ëà âäâi÷i ìåíøå öóêåðîê, íiæ ¨¨ äîíüêà. Ñêiëüêè
öóêåðîê ç'¨ëà êîæíà ìàìà, ÿêùî âiäîìî, ùî êîæíà ç'¨ëà öiëó
êiëüêiñòü öóêåðîê?
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­ Çàäà÷à 6-3.
® Íà ñòîðîíi CD êâàäðàòà ABCD âiäìi÷åíî òî÷êó K. Áiñåêòðèñè

êóòiâ KAB i KAD ïåðåòèíàþòü ñòîðîíè BC i CD â òî÷êàõ M
i N , âiäïîâiäíî. Íà ïðîìåíi AK âiäìi÷åíî òàêó òî÷êó F , ùî
AF = AB. Äîâåäiòü, ùî òî÷êà F ëåæèòü íà ïðÿìié MN .

¯ Çàäà÷à 5-4.

2018 � 2019

5 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íàéáiëüøå äâîöèôðîâå ÷èñëî, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ
öèôð i ðiçíèöÿ ìiæ íèì ñàìèì òà ÷èñëîì, çàïèñàíèì òèìè æ
öèôðàìè, àëå ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà 7.
Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

­ Ïîêàæiòü íà ìàëþíêó, ÿê ðîçðiçàòè ïðÿìîêóòíèê 1 × 5 îäíèì
ïðÿìîëiíiéíèì ðîçðiçîì íà äâi ÷àñòèíè, ç ÿêèõ ìîæíà ñêëàñòè
áåç íàêëàäàíü ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê. Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

® Áåêêi Òåò÷åð ñèäiëà ïiä äåðåâîì i ÷èòàëà êíèæêó.

� Ñïîðèìî, ùî ó Áåêêi áiëüøå, íiæ 1876 êíèæîê, � ñêàçàâ Òîì
Ñîé¹ð.

� Íi, êíèæîê ó íå¨ ìåíøå, íiæ 1876, � ñêàçàâ Ãåêëüáåðði Ôiíí.

� Íó õî÷à á äâi êíèãè â íå¨ òî÷íî ¹, � çàÿâèëà òiòîíüêà Ïîëëi.

Ñêiëüêè êíèæîê ìîæå áóòè ó Áåêêi, ÿêùî âiäîìî, ùî òiëüêè
îäíå ç öèõ òâåðäæåíü iñòèííå?

¯ Ó êðà¨íi ¹ 2019 ìiñò, ÿêi ç'¹äíàíi äîðîãàìè, ïðè÷îìó

� ç êîæíîãî ìiñòà âèõîäèòü õî÷à á îäíà äîðîãà, i
� êîæíà äîðîãà ç'¹äíó¹ äâà ìiñòà òà ÷åðåç iíøi ìiñòà íå ïðî-
õîäèòü.

Äîâåäiòü, ùî îáîâ'ÿçêîâî ìîæíà çíàéòè òàêå ìiñòî â êðà¨íi, ç
ÿêîãî âèõîäèòü ïàðíà êiëüêiñòü äîðiã.
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6 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íàéáiëüøå äâîöèôðîâå ÷èñëî, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ
öèôð i ðiçíèöÿ ìiæ íèì ñàìèì òà ÷èñëîì, çàïèñàíèì òèìè æ
öèôðàìè, àëå ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà 36.
Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

­ Ðîáîòè Äîïîìàãà÷ òà Iãðàøêîçáèðà÷ ðîçìiùåíi íà ÷èñëîâié ïðÿ-
ìié â òî÷êàõ ç êîîðäèíàòàìè −5 i 2019, âiäïîâiäíî, i ïî÷èíàþòü
ðóõàòèñü îäíî÷àñíî íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó. Çíàéäiòü êîîðäèíà-
òè òî÷êè çóñòði÷i, ÿêùî âiäîìî, ùî ðîáîòè ðóõàëèñÿ ç ïîñòiéíîþ
øâèäêiñòþ i Äîïîìàãà÷ ïðîéøîâ äî çóñòði÷i âiäñòàíü, ÿêà ó òðè
ðàçè äîâøà çà âiäñòàíü, ùî ïðîéøîâ Iãðàøêîçáèðà÷. Âiäïîâiäü
îá ðóíòóéòå.

® ßêîñü ó íåäiëþ 20 ó÷íiâ îäíîãî êëàñó âèðiøèëè ïðîâåñòè âè-
õiäíèé ðàçîì. Íå äiéøîâøè ñïiëüíî¨ äóìêè, âîíè ðîçáèëèñÿ íà
òðè ãðóïè. Ïåðøà ãðóïà ïiøëà ó êiíî ç êâèòêàìè ïî 75 ãðèâåíü,
äðóãà � ó çîîïàðê ç êâèòêàìè ïî 40 ãðèâåíü, à òðåòÿ � íà ôóò-
áîëüíèé ìàò÷ ç êâèòêàìè ïî 15 ãðèâåíü. Ñêiëüêè ó÷íiâ áóëî â
êîæíié ãðóïi, ÿêùî âñi øêîëÿði ðàçîì âèòðàòèëè 800 ãðèâåíü
íà êâèòêè? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

¯ Ç êâàäðàòà ðîçìiðîì 5 × 5 Òîì Ñîé¹ð âèðiçàâ îäíó êëiòèíêó,
ÿêà çíàõîäèòüñÿ ñêðàþ áiëÿ îäíi¹¨ ç êóòîâèõ êëiòèíîê. ×è ìîæå
Ãåêëüáåði Ôiíí ðîçðiçàòè ôiãóðó, ùî çàëèøèëàñü, íà 12 ïðÿìî-
êóòíèêiâ ðîçìiðîì 2× 1 àáî 1× 2? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

7 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íàéáiëüøå òðèöèôðîâå ÷èñëî, â ÿêîìó âñi öèôðè ðiçíi
òà ðiçíèöÿ ìiæ íèì ñàìèì i ÷èñëîì, çàïèñàíèì òèìè æ öèôðà-
ìè, àëå ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà 7. Âiäïî-
âiäü îá ðóíòóéòå.

­ Âiäîìî, ùî ç òðüîõ ÷èñåë x, y, z òiëüêè îäíå äîäàòíå, òiëüêè îäíå
âiä'¹ìíå i òiëüêè îäíå ðiâíå íóëåâi. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü{

x = y2(y2 + z2),
x+ y4 + z4 = 162.

® Òîì Ñîé¹ð òà Ãåêëüáåðði Ôiíí ðîçôàðáîâóâàëè ïàðêàí. Òiòîíü-
êà Ïîëëi íàïîëÿãëà íà òîìó, ùî êîæíà äîøêà ïàðêàíó ïîâèííà
áóòè ïîôàðáîâàíà â æîâòèé àáî ñèíié êîëið, ïðè÷îìó õî÷à á
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îäíà ñóñiäíÿ äîøêà ïîðó÷ iç äîøêîþ æîâòîãî êîëüîðó ïîâèííà
áóòè ñèíüîþ. Âèçíà÷òå, ÿêà íàéáiëüøà êiëüêiñòü æîâòèõ äîøîê
ìîæå áóòè â ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíîìó ïàðêàíi, ÿêùî âií ñêëà-
äà¹òüñÿ ç 80 äîøîê? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

¯ Çàäà÷à 6-4.

2020 � 2021

5 êëàñ

¬ Ó ÷èñëi
7 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 1

çàìiíiòü çiðî÷êè öèôðàìè òàê, ùîá ñóìà áóäü-ÿêèõ òðüîõ ñóñi-
äíiõ öèôð äîðiâíþâàëà 11. Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

­ Ëîòî ìiñòèòü 15 êîìiðîê, ÿêi ïîâèííi áóòè çàïîâíåíi ôiøêà-
ìè. Ðîçôàðáóéòå êîæíó êîìiðêó îäíèì ç òðüîõ êîëüîðiâ: ñèíié,
æîâòèé, çåëåíèé òàê, ùîá äâà òâåðäæåííÿ áóëè ïðàâèëüíèìè, à
îäíå � íåïðàâèëüíèì:

� ñèíiõ ôiøîê íà îäíó áiëüøå, íiæ ÷åðâîíèõ;
� ÷åðâîíèõ i çåëåíèõ ïîðiâíó;
� ñèíiõ ôiøîê íà 5 áiëüøå, íiæ çåëåíèõ.

® Ôiãóðè 1, 2, 3, 4, 5 � êâàäðàòè. Çíàéäiòü ïëîùó êâàäðàòà 5, ÿêùî
ïåðèìåòð êâàäðàòà 1 ñêëàäà¹ 24 ñì.

¯ Ñiìêà ñêà÷å çà 1 ñåêóíäó íà âiäñòàíü 3 ñì, à Øïóëÿ ñêà÷å íà 1
ñì çà ïiâ ñåêóíäè. Âîíè îäíî÷àñíî ñòàðòóþòü âiä ìiêðîõâèëüîâî¨
ïå÷i äî ïðàëüíî¨ ìàøèíêè. Ñêiëüêè ñåêóíä áóäå ÷åêàòè Ñiìêà íà
Øïóëþ, ÿêùî âiäñòàíü âiä ïðàëüíî¨ ìàøèíêè äî ìiêðîõâèëüîâî¨
ïå÷i ñòàíîâèòü 240 ñì?
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6 êëàñ

¬ Íà âiäðiçêó AB ïîçíà÷åíî éîãî êiíöi òà êiëüêà òî÷îê âñåðåäèíi.
Â ðåçóëüòàòi óòâîðèëîñÿ 10 âiäðiçêiâ ç êiíöÿìè ó ïîçíà÷åíèõ
òî÷êàõ. Ñêiëüêè òî÷îê âñåðåäèíi âiäðiçêà AB áóëî ïîçíà÷åíî?

­ ×îòèðè ñiì'¨ âèðóøèëè ðàçîì ó ïîäîðîæ. Ó ïåðøié ðîäèíi áóëî
òðî¹ áðàòiâ i ñåñòåð: Àëiíà, Áåàòà i Êèðèëî. Ó äðóãié ðîäèíi áó-
ëî ÷åòâåðî áðàòiâ i ñåñòåð: Äàíèëî, Îëåíà, Ôåäið i Ãàëèíêà. Ó
òðåòié ñiì'¨ áóëî äâî¹ áðàòiâ i ñåñòåð: �ãîð òà Iðèíêà. Ó ÷åòâåð-
òié ðîäèíi áóëî òðî¹ ðîäè÷iâ: Ìèõàéëî, Êîñòÿ i Áîãäàí. Äiòè â
äîðîçi ðîçäiëèëèñÿ íà ãðóïè òàê, ùî â êîæíié ãðóïi áóëè òiëüêè
òi äiòè, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü áðàòiâ. ßê ìîãëè ðîçäiëè-
òèñÿ äiòè? Íàâåäiòü âñi ìîæëèâi ðîçâ'ÿçêè.

® ßêà íàéìåíøà êiëüêiñòü ó÷íiâ ìîæå áóòè â ìàòåìàòè÷íîìó ãóð-
òêó, ÿêùî âiäîìî, ùî õëîïöiâ ó íüîìó áiëüøå íiæ 50%, àëå ìåí-
øå íiæ 60%?

¯ Òåòÿíêà i Äìèòðèê íà ëèñòî÷êó çàïèñàëè ïî îäíîìó ÷èñëó, à íà
äîøöi � ñóìó öèõ ÷èñåë. Íà äîøöi çàïèñàíî ÷èñëî 11, 11. Âiäîìî,
ùî ÷èñëà, ÿêi çàïèñàëè Òåòÿíêà i Äìèòðèê íà ñâî¨õ ëèñòî÷êàõ
ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü öèôð äî i ïiñëÿ êîìè. Âñi öèôðè â
÷èñëi Äìèòðèêà áóëè ðiçíi, à ÷èñëî Òåòÿíêè ìàëî òiëüêè äâi
îäíàêîâi öèôðè. Âêàæiòü íàéáiëüøå ñåðåä ÷èñåë, ÿêi ìiã íàïè-
ñàòè íà ëèñòî÷êó Äìèòðèê. Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

° Ïðî íàòóðàëüíå ÷èñëî n âiäîìî, ùî ÿêùî äîäàòè äî íüîãî ñó-
ìó âñiõ éîãî öèôð, ìè îòðèìà¹ìî ÷èñëî 2021. Çíàéäiòü óñi òàêi
íàòóðàëüíi ÷èñëà.

7 êëàñ

¬ Çíàéäiòü óñi íàòóðàëüíi ÷èñëà n òàêi, ùî ÷èñëî n2 + 3n − 1 ¹
êâàäðàòîì äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

­ Âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC çi ñòîðîíàìè 6 ñì, 7 ñì i 9 ñì âçÿòî
äîâiëüíó òî÷êó O. Äîâåäiòü, ùî OA+OB +OC ≥ 11 ñì.

® Çíàéäiòü óñi òðèöèôðîâi ÷èñëà, ñóìà öèôð ÿêèõ â 13 ðàçiâ ìåí-
øà, íiæ ñàìå ÷èñëî.

¯ ×èñëà âiä 1 äî 9 òàê çàïèñàëè ïî îäíîìó â êîæíó êëiòèíêó êâà-
äðàòíî¨ òàáëèöi ðîçìiðîì 3× 3. Ïðè öüîìó âèÿâèëîñÿ, ùî ñóìà
÷èñåë ïðè êîæíié ñòîðîíi êâàäðàòà äîðiâíþ¹ 18 i â îäíié ç êó-
òîâèõ êëiòèíîê çíàõîäèòüñÿ ÷èñëî 4. Çíàéäiòü ÷èñëî, çàïèñàíå
â ñåðåäèííié êëiòèíöi öüîãî êâàäðàòà.
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° Â îëiìïiàäi ç ìàòåìàòèêè âçÿëè ó÷àñòü 44 ó÷íi. Íà ïî÷àòêó
îëiìïiàäè êîæåí ó÷åíü îäåðæàâ çàâäàííÿ i ÷àðiâíó ïàëè÷êó,
ÿêîþ ìîæíà ñêîðèñòàòèñü íå áiëüøå îäíîãî ðàçó çà âåñü ÷àñ
îëiìïiàäè. Çà äîïîìîãîþ ÷àðiâíî¨ ïàëè÷êè ó÷åíü ìîæå àáî âè-
÷àðóâàòè ïëèòêó øîêîëàäó àáî îäåðæàòè ðîçâ'ÿçàííÿ îäíi¹¨ çà-
äà÷i, ÿêå ìîæå áóòè ïðàâèëüíèì, à ìîæå áóòè ïîìèëêîâèì. Ïðà-
âèëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ó÷åíü ìîæå âè÷àðóâàòè â òîìó i òiëü-
êè â òîìó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ òàêà óìîâà:

47m+ 50n = 2021,

äå m � öå êiëüêiñòü ó÷íiâ, ÿêi óæå âè÷àðóâàëè øîêîëàäêó, à n �
öå êiëüêiñòü ó÷íiâ, ÿêi óæå âè÷àðóâàëè íåïðàâèëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ.
Ñêiëüêè ó÷íiâ çìîãëè âè÷àðóâàòè ïðàâèëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ, ÿêùî
îñòàííié ó÷åíü âè÷àðóâàâ øîêîëàäêó?

2022 � 2023

5 êëàñ

¬ Îäíîãî äîùîâîãî äíÿ Ñàøêî ñêëàäàâ ïàçëè. Ïåðøèé ïàçë ìi-
ñòèâ 150 îäíàêîâèõ êâàäðàòíèõ åëåìåíòiâ, i ç íèõ Ñàøêî ñêëàâ
êàðòèíêó ðîçìiðîì 20×30 ñàíòèìåòðiâ. Ïîòiì Ñàøêî ñêëàâ äðó-
ãèé ïàçë, åëåìåíòè ÿêîãî áóëè òàêî¨ ñàìî¨ ôîðìè òà ðîçìiðó,
ÿê i â ïåðøîìó. Â ðåçóëüòàòè Ñàøêî ñêëàâ êàðòèíêó ðîçìiðîì
40 × 60 ñàíòèìåòðiâ. Çi ñêiëüêîõ åëåìåíòiâ ñêëàäà¹òüñÿ äðóãèé
ïàçë?

­ Ïîêè éøîâ äîù, Ñàøêî ïîêëàâ äâi êâàäðàòíi ñåðâåòêè çi ñòî-
ðîíîþ 20 ñì îäíà íà îäíó òàê, ùî óòâîðèâñÿ ïðÿìîêóòíèê çi
ñòîðîíàìè 20 ñì i 30 ñì. ßêó ïëîùó ìà¹ ñïiëüíà ÷àñòèíà öèõ
ñåðâåòîê?

® Öüîãî æ ñàìîãî äîùîâîãî äíÿ Ñàøêî ÷èòàâ îïîâiäàííÿ ïðî Öè-
ôðî¨æêó. Îñòàíí¹ ðå÷åííÿ íà ñüîìié ñòîðiíöi ïî÷èíàëîñÿ òàê:
½Ïåðåìíîæèâøè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 2 äî 39, ñòîìëåíèé Öè-
ôðî¨æêà ïîðàõóâàâ, ùî êiëüêiñòü íóëiâ, ÿêèìè çàêií÷ó¹òüñÿ öåé
âåëè÷åçíèé äîáóòîê, äîðiâíþ¹. . . �. Ñàøêî ïåðåãîðíóâ ñòîðiíêó,
ùîá äiçíàòèñÿ, íà ñêiëüêè æ íóëiâ çàêií÷ó¹òüñÿ öåé äîáóòîê, i
âèÿâèâ, ùî ñòîðiíêà çàëÿïàíà ÷îðíèëîì. ßêå ÷èñëî áóëî íàïè-
ñàíå íà íàñòóïíié ñòîðiíöi äî òîãî, ÿê âîíà áóëà çàëÿïàíà?
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¯ Áóäèíêè Íàòàëêè i Ñàøêà ðîçòàøîâàíi çà 3200 ìåòðiâ îäèí âiä
îäíîãî. Êîëè äîù çàêií÷èâñÿ, Íàòàëêà âè¨õàëà äî Ñàøêà íà
âåëîñèïåäi, ïðî¨õàëà 300 ìåòðiâ, ÿê äî íå¨ ïîäçâîíèâ Ñàøêî.
Âèÿâèëîñÿ, ùî âií âè¨õàâ íàçóñòði÷ Íàòàëöi i âæå ïðî¨õàâ 500
ìåòðiâ. Âîíè äîìîâèëèñÿ äàëi ¨õàòè îäèí îäíîìó íàçóñòði÷, ïîêè
íå çóñòðiíóòüñÿ. Íà ÿêié âiäñòàíi âiä áóäèíêó êîæíîãî ç íèõ
çóñòðiëèñÿ Íàòàëêà i Ñàøêî, ÿêùî ïiñëÿ ðîçìîâè ïî òåëåôîíó
êîæåí ç íèõ ïðîäîâæóâàâ ðóõ ç òîþ æ øâèäêiñòþ, ùî é äî
äçâiíêà?

° Ïðîôåñîðêà Ìàê îíå åë âîëîäi¹ òàêèìè ôðàçàìè íà ìîâi ñóà-
õiëi:

ninakupenda ß òåáå ëþáëþ
anakupenda Âií òåáå ëþáèòü
nimekupenda ß òåáå ëþáèâ
anawapenda Âií ¨õ ëþáèòü
nitawapenda ß áóäó ¨õ ëþáèòè
utampenda Òè áóäåø éîãî ëþáèòè
umenipenda Òè ìåíå ëþáèâ

Ùîáè ïðèâåðíóòè óâàãó Äàìáëäîðà, ¨é êîí÷å òðåáà ïåðåêëàñòè
ìîâîþ ñóàõiëi îñü öi ðå÷åííÿ:

à) ß áóäó òåáå ëþáèòè; á) Âií ¨õ ëþáèâ;

â) ß éîãî ëþáëþ; ã) Âií ìåíå ëþáèòü.

Äîïîìîæiòü ïðîôåñîðöi Ìàê îíå åë çðîáèòè ïåðåêëàäè.

6 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-1.

­ Íà äîøöi çàïèñàíå ÷èñëî 20. Äîçâîëÿ¹òüñÿ àáî çàìiñòü öüîãî
÷èñëà çàïèñàòè íà äîøöi ïîäâî¹íå ÷èñëî, àáî âèòåðòè îñòàííþ
öèôðó. ×è ìîæíà çà äåêiëüêà òàêèõ êðîêiâ îòðèìàòè íà äîøöi
÷èñëî 25?

® Çàäà÷à 5-3.

¯ Ïðÿìîêóòíèê ðîçðiçàëè íà 7 êâàäðàòiâ, ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþí-
êó. Ñòîðîíà êîæíîãî ñiðîãî êâàäðàòèêà äîðiâíþ¹ 4 ñì. Çíàéäiòü
ïëîùó âåëèêîãî ïðÿìîêóòíèêà.
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° Çàäà÷à 5-5.

7 êëàñ

¬ Äëÿ òîãî, ùîá ïîôàðáóâàòè êóáèê ðîçìiðîì 2×2×2 ïîòðiáíèé 1
ãðàì ôàðáè. Ñêiëüêè ãðàìiâ ôàðáè ïîòðiáíî, ùîá ïîôàðáóâàòè
êóáèê ðîçìiðîì 6× 6× 6?

­ ßêå ÷èñëî òðåáà âiäíÿòè âiä ÷èñåëüíèêà äðîáó 3459
7891 i äîäàòè äî

çíàìåííèêà öüîãî æ äðîáó òàê, ùîá ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ îòðèìàâñÿ
äðiá 1

4?
® Çàäà÷à 6-3.
¯ Çàäà÷à 5-5.
° Íà ïëîùèíi âiäìi÷åíî 60 òî÷îê. Âiäîìî, ùî 39 ç íèõ ëåæàòü íà

îäíié ïðÿìié, à âñi iíøi òî÷êè íå ëåæàòü íà öié ïðÿìié. Äîâåäiòü,
ùî öi 60 òî÷îê ìîæíà ðîçáèòè íà 20 òðiéîê òàê, ùîá òî÷êè ç
êîæíî¨ òðiéêè íå ëåæàëè íà îäíié ïðÿìié.

2023 � 2024

5 êëàñ

¬ Çàìiñòü ∗ âïèøiòü öèôðè òàê, ùîá ÷èñëî 7 ∗ 1∗ äiëèëîñÿ áåç
îñòà÷i íà 2, 5 i 9.

­ Íà ÿêó íàéìåíøó êiëüêiñòü êâàäðàòiâ ìîæíà ðîçðiçàòè ïðÿìî-
êóòíèê, çîáðàæåíèé íà ìàëþíêó? Ðîçðiçàòè ïðÿìîêóòíèê äî-
çâîëÿ¹òüñÿ òiëüêè ïî ñòîðîíàõ êëiòèíîê.
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® ×îòèðè ñåñòðè ïðèìiðÿëè íîâi øàïêè. Àíàñòàñiÿ íà ðiê ñòàðøà
çà äiâ÷èíêó â ñèíié øàïöi, Áîãäàíà íà ðiê ñòàðøà çà äiâ÷èíêó
â ÷åðâîíié øàïöi, Âiêòîðiÿ íà ðiê ñòàðøà çà äiâ÷èíêó â çåëåíié
øàïöi. Õòî ç äiâ÷àòîê ñòàðøà � Ãàííà ÷è äiâ÷èíêà ç æîâòié
øàïöi? I íà ñêiëüêè ðîêiâ?

¯ Íà ñòîëi ñòîÿòü 8 ñòàêàíiâ ç âîäîþ, êiëüêiñòü âîäè â öèõ ñòà-
êàíàõ íå îáîâ'ÿçêîâî îäíàêîâà. Äîçâîëÿ¹òüñÿ âçÿòè äîâiëüíèõ
äâà ñòàêàíè òà âèðiâíÿòè â íèõ êiëüêiñòü âîäè ïåðåëèâàííÿì
÷àñòèíè âîäè ç îäíîãî ñòàêàíà â iíøèé. ×è ìîæíà ïiñëÿ ïåâíî¨
êiëüêîñòi òàêèõ ïåðåëèâàíü äîñÿãòè òîãî, ùîá ó âñiõ ñòàêàíàõ
áóëà îäíàêîâà êiëüêiñòü âîäè?

° Íà çàëiçíè÷íié ñòàíöi¨ äî ïîòÿãó óâiéøëè 102 ïàñàæèðè i çàéíÿ-
ëè âñi ìiñöÿ ó ï'ÿòíàäöÿòè êóïå. Äåÿêi êóïå áóëè íà 6 ìiñöü, à
äåÿêi � íà 8. Ñêiëüêè øåñòèìiñíèõ êóïå çàéíÿëè ïàñàæèðè?

6 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-2.
­ Çíàéäiòü ñóìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òà B, ÿêùî � öå íàéìåíøå

÷èñëî, ùî ìà¹ ñóìó öèôð 30, à B � íàéìåíøå ÷èñëî, ùî ìà¹
äîáóòîê öèôð 1080.

® Îëåíêà i Äåíèñ ãðàþòü â òàêó ãðó. Îëåíêà íàçèâà¹ ÷èñëî âiä 1 äî
10. Ïîòiì äiòè ïî ÷åðçi äî îñòàííüîãî íàçâàíîãî ÷èñëà äîäàþòü
÷èñëî âiä 1 äî 10 òà íàçèâàþòü ñóìó. Ïðîãðà¹ òîé, õòî íàçâå
òðèöèôðîâå ÷èñëî. Õòî ç äiòåé çàâæäè ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái
âèãðàø i ÿêèì ÷èíîì?

¯ Çàäà÷à 5-5.
° Â 6-À êëàñi ìàéæå âñi ó÷íi ìàþòü áiëi íàâóøíèêè. Âiäîìî, ùî

òàêèõ ó÷íiâ íå ìåíøå, íiæ 92, 4% i íå áiëüøå, íiæ 92, 8% âiä óñiõ
ó÷íiâ êëàñó. ßêà íàéìåíøà êiëüêiñòü ó÷íiâ ïîâèííà áóòè â 6-À
êëàñi, ùîá öå áóëî ìîæëèâî?

2024 � 2025

4 êëàñ

¬ Ðîçñòàâòå äåÿêi (àáî âñi) iç çíàêiâ ¾+¿,¾−¿,¾×¿ ÷è ¾:¿ òàê, ùîá
ðiâíiñòü

2024 = 0

ñòàëà ïðàâèëüíîþ.
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­ Çëîäié Îñêàð ïåðåõîïèâ çàøèôðîâàíèé òåêñò

ÀßÌßÌÇÌÄÏÍÐÑÒÑÙÌßÀßÍÀßÀÈÀÍÀ

Ðîçøèôðóéòå òåêñò, ÿêùî âiäîìî, ùî îñòàííi òðè ëiòåðè â øè-
ôðîãðàìi � öå ïiäïèñ ½Áîá�.

® Â ðÿäîê çàïèñàëè 4 ÷èñëà � ÷îòèðèöèôðîâå, òðèöèôðîâå, äâî-
öèôðîâå òà îäíîöèôðîâå. Ïåðåä êîæíèì ç íèõ ïîñòàâèëè çíàê
ïëþñ àáî ìiíóñ òàê, ùîá ðåçóëüòàòîì îá÷èñëåííÿ îòðèìàíîãî
âèðàçó áóëî ÷èñëî 2024. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü ðiçíèõ öèôð
ìîãëè âèêîðèñòàòè äëÿ çàïèñó öèõ ÷îòèðüîõ ÷èñåë?

¯ Ðîçðiæòå ôiãóðó, ùî çîáðàæåíà òåìíèì íà ðèñóíêó

à) íà 4 îäíàêîâi ôiãóðêè;

á) íà äâi ôiãóðêè, ç ÿêèõ ìîæíà ñêëàñòè êâàäðàò.

Ðiçàòè ìîæíà ëèøå ïî ñòîðîíàõ êëiòèíîê.

° Ïåòðèê ñêëå¨â ïàçë ðiâíî çà 2 ãîäèíè, ïðè öüîìó âií çà 1 õâ
ñêëåþâàâ ðàçîì 2 øìàòî÷êè � îêðåìèõ ÷è âæå ðàíiøå ñêëå¹íèõ.
Çà ÿêèé ÷àñ öåé ïàçë ñêëå¨ëà á Äàðèíêà, ÿêùî âîíà ìîæå çà
õâèëèíó ñêëåþâàòè 3 øìàòî÷êè? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

5 êëàñ

¬ Ìiæ öèôðàìè ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi 2024 = 12 ðîçñòàâòå çíàêè
¾+¿,¾−¿,¾×¿ ÷è ¾:¿ òàê, ùîá ðiâíiñòü ñòàëà ïðàâèëüíîþ.

­ Çëîäié Îñêàð ïåðåõîïèâ çàøèôðîâàíèé òåêñò

ÕÌ�ÀÐÊÞÆ�ÙÕËÕËÞÜÍÜÊÔ�IÕËÊ

Ðîçøèôðóéòå òåêñò, ÿêùî âiäîìî, ùî îñòàííi òðè ëiòåðè â øè-
ôðîãðàìi � öå ïiäïèñ ¾Øîí¿.
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® Ïåòðèê ââàæà¹, ùî ðiê ¹ ùàñëèâèì, ÿêùî öèôðè, ÿêi éîãî óòâî-
ðþþòü, ¹ ïîñëiäîâíèìè ÷îòèðìà öèôðàìè, ÿêi ìîæóòü áóòè çà-
ïèñàíèìè ó áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó. Íàïðèêëàä, 2431 ¹ ùàñëèâèì.
ßêi ïåðøi äâà ðîêè ¹ ùàñëèâèìè ó ÕÕI ñòîði÷÷i (òîáòî ïiñëÿ
2000 ðîêó) òà äâà îñòàííi ùàñëèâi ðîêè â ÕÕ ñòîði÷÷i (òîáòî äî
2000 ðîêó)? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

¯ Çàäà÷à 4-3.
° Òðè êâàäðàòè çi ñòîðîíàìè 10, 8 òà 6 ðîçòàøîâàíi òàêèì ÷èíîì,

ÿê öå ïîêàçàíå íà ðèñóíêó. Çíàéäiòü ïëîùó òåìíî¨ ÷àñòèíè ôi-
ãóðêè, ùî óòâîðèëàñÿ.

Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

6 êëàñ

¬ Ìiæ öèôðàìè ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi 2024 = −12 ðîçñòàâòå çíà-
êè ¾+¿,¾−¿,¾×¿, ¾:¿ àáî äóæêè òàê, ùîá ðiâíiñòü ñòàëà ïðà-
âèëüíîþ.

­ Çëîäié Îñêàð ïåðåõîïèâ çàøèôðîâàíèé òåêñò

�ÎÌÉÆ�ÆÍÌÀÐÇ�ÞÉÆÉÌÀÇÐØ�ÞIÔÇÀÌÉÜ

Ðîçøèôðóéòå òåêñò, ÿêùî âiäîìî, ùî îñòàííi òðè ëiòåðè â øè-
ôðîãðàìi � öå ïiäïèñ ¾Îëÿ¿.

® Çàäà÷à 5-3.
¯ Ïåòðèê òà Âàñèëü ìàþòü ïî äåêiëüêà ìîíåò. ßêùî Ïåòðèê âiä-

äàñè 2 ñâî¨ ìîíåòè Âàñèëþ, òî â íèõ ñòàíå îäíàêîâà êiëüêiñòü
ìîíåò. ßêùî Âàñèëü âiääàñè 1 ñâîþ ìîíåòó Ïåòðèêîâi, òî â òîãî
ñòàíå óòðè÷i áiëüøå ìîíåò, íiæ ó Âàñèëÿ. Ñêiëüêè ìîíåò ðàçîì
ìàþòü Ïåòðèê òà Âàñèëü? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

° Çàäà÷à 5-5.
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Âiäáîðè íà IV åòàï Âñåóêðà¨íñüêèõ îëiìïiàä ç

ìàòåìàòèêè

2015 � 2016

8 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

(x+ 7y)(y + 7z)(z + 7x) = 201520152015.

­ Â îïóêëîìó øåñòèêóòíèêó ïðîâåäåíî âñi äiàãîíàëi. ßêà íàéáiëü-
øà êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó äiàãîíàëåé ìîæå ëåæàòè íà îäíié
ïðÿìié? (Âåðøèíè íå ââàæàþòüñÿ òî÷êàìè ïåðåòèíó äiàãîíà-
ëåé)

® Äàíî ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ABC ç ãiïîòåíóçîþ AB. Íà êà-
òåòàõ öüîãî òðèêóòíèêà, ÿê íà îñíîâàõ ïîáóäîâàíî ðiâíîáåäðåíi
òðèêóòíèêè ACD òà BCE, ïðè÷îìó AD = DC = CE = EB, à
òî÷êè D, C i E ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Äîâåäiòü, ùî ÷îòèðè-
êóòíèê ADEB � ïàðàëåëîãðàì.

¯ Íà ïëîùèíi äàíî 25 òî÷îê, æîäíi òðè ç ÿêèõ íå ëåæàòü íà îäíié
ïðÿìié. Äâà áðàòè ×iï i Äåéë ãðàþòü ó òàêó ãðó: äîçâîëÿ¹òüñÿ
ïî ÷åðçi ç'¹äíóâàòè äîâiëüíi äâi ç öèõ òî÷îê âiäðiçêîì i ãðà ïðî-
õîäèòü äî òèõ ïið, ïîêè íå óòâîðèòüñÿ çàìêíåíà ëàìàíà, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ (ìîæëèâî é óñiõ) ïðîâåäåíèõ âiäðiçêiâ.
Ïðîãðàâøèì ââàæà¹òüñÿ òîé, õòî çðîáèâ îñòàííié õiä. Õòî ç
áðàòiâ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø, ÿêùî ïî÷èíà¹ ãðó Äåéë?

° Çíàéäiòü óñi ïàðè ïðîñòèõ ÷èñåë (p, q), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-
íÿííÿ

3p

2016q
+

8

q
=

q

2016
+

251

252
.

9 êëàñ

¬ Çíàéäiòü óñi ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

(2x2 − 1) · f(1− x2) +
5− 3x2

1 + f2(x2)
= 2x+ 3.

äëÿ êîæíîãî x ∈ R.
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­ Çàäà÷à 8-2.
® Íà ñòîðîíàõ AB i AC ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC âèáðàíî

òî÷êè F i E, âiäïîâiäíî, òàê, ùî ∠ABE = ∠ACF . Âiäðiçêè BE
i CF ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi H. Âiäîìî, ùî íàâêîëî ÷îòèðèêó-
òíèêà BFEC ìîæíà îïèñàòè êîëî. Äîâåäiòü, ùî AH ëåæèòü íà
âèñîòi òðèêóòíèêà ABC.

¯ Íà ïëîùèíi äàíî 2016 òî÷îê, æîäíi òðè ç ÿêèõ íå ëåæàòü íà
îäíié ïðÿìié. Äâà áðàòè ×iï i Äåéë ãðàþòü ó òàêó ãðó: äîçâî-
ëÿ¹òüñÿ ïî ÷åðçi ç'¹äíóâàòè äîâiëüíi äâi ç öèõ òî÷îê âiäðiçêîì i
ãðà ïðîõîäèòü äî òèõ ïið, ïîêè íå óòâîðèòüñÿ çàìêíåíà ëàìàíà,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ (ìîæëèâî é óñiõ) ïðîâåäåíèõ âiäðiç-
êiâ. Ïðîãðàâøèì ââàæà¹òüñÿ òîé, õòî çðîáèâ îñòàííié õiä. Õòî ç
áðàòiâ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø, ÿêùî ïî÷èíà¹ ãðó Äåéë?

° Çàäà÷à 8-5.

10-11 êëàñè

¬ Çàäà÷à 9-1.
­ Íà êîëi ðîçòàøîâàíî 2016 òî÷îê. Äâà áðàòè ×óê i Ãåê ãðàþòü

ó òàêó ãðó: äîçâîëÿ¹òüñÿ ïî ÷åðçi ç'¹äíóâàòè äîâiëüíi äâi ç öèõ
òî÷îê âiäðiçêîì, àëå çàáîðîíÿ¹òüñÿ ïåðåòèíàòè âæå ïðîâåäåíi
âiäðiçêè. Ïðîãðà¹ òîé, õòî íå ìîæå çðîáèòè õiä. Õòî ç áðàòiâ
ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø, ÿêùî ïî÷èíà¹ ãðó ×óê?

® Çàäà÷à 9-3.
¯ Çàäà÷à 8-5.
° Äîâåäiòü, ùî

3

√√√√
24 +

4

√
25 +

5

√
26 + · · ·+ 2015

√
2036 +

2016
√

2037 < 3.

2016 � 2017

8 êëàñ

¬ Âiäîìî, ùî 25! = 155112100433309x5984000000. Çíàéäiòü íåâiäî-
ìó öèôðó x.
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­ Çíàéäiòü íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî ñåðåä ÷èñåë
n2 + 1, n2 +2, n2 +3, . . . , n2 +99 îáîâ'ÿçêîâî çíàéäåòüñÿ ïîâíèé
êâàäðàò.

® Äîâåäiòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ 7 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà çíà-
éòè 4, ñóìà ÿêèõ äiëèòüñÿ íà 4.

¯ Íà êîëi âèáðàíî òî÷êè A, B, C i D òàê, ùî ïðÿìi AB i CD
ïåðåòèíàþòüñÿ çîâíi êîëà â òî÷öi E. Âiäîìî, ùî AB = BE i
CD = DE. Äîâåäiòü, ùî AB = CD.

° Øàõîâà ôiãóðà ½Êåíòàâð� õîäèòü íà 1 êëiòèíêó ïî âåðòèêàëi ÷è
ãîðèçîíòàëi, à ïîòiì íà 3 êëiòèíêè ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïîïåðå-
äíüîãî íàïðÿìêó. ×è ìîæå Êåíòàâð ïðîéòè ç äîâiëüíî¨ êëiòèíêè
íåñêií÷åííî¨ øàõîâî¨ äîøêè íà áóäü-ÿêó iíøó êëiòèíêó?

9 êëàñ

¬ Çàäà÷à 8-1.
­ Çíàéäiòü íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî ñåðåä ÷èñåë
n2 + 1, n2 + 3, n2 + 5, . . . , n2 + 2017 îáîâ'ÿçêîâî çíàéäåòüñÿ
ïîâíèé êâàäðàò.

® Äîâåäiòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ 15 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà çíà-
éòè 8, ñóìà ÿêèõ äiëèòüñÿ íà 8.

¯ Çàäà÷à 8-4.
° Çàäà÷à 8-5.

10-11 êëàñè

¬ Âiäîìî, ùî 26! = 4032x1461126605635584000000. Çíàéäiòü íåâi-
äîìó öèôðó x.

­ Äiéñíi ÷èñëà a òà b òàêi, ùî a + b = 2017. Çíàéäiòü íàéìåíøå
çíà÷åííÿ âèðàçó

a3 + b3 − 2017ab.

® Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k çíàéäiòü òàêå íàéìåíøå íàòóðàëü-
íå n, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà âèáðàòè
2k ÷èñåë, ñóìà ÿêèõ äiëèòüñÿ íà 2k.

¯ Õîðäè AC i BD ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi E. Âiäîìî, ùî òðèêóòíè-
êè ABE i CDE ìàþòü îäíàêîâi ïëîùi. Äîâåäiòü, ùî AD‖BC.

° Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 3
√

2 + 3
√

4

a) ¹ êîðåíåì äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà òðåòüîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìè
êîåôiöi¹íòàìè;
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á) íå ¹ êîðåíåì æîäíîãî ìíîãî÷ëåíà äðóãîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìè
êîåôiöi¹íòàìè.

2017 � 2018

8 êëàñ

¬ Äîâåäiòü, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî íå ¹ ïîâíèì êâàäðàòîì, ÿêùî
ñóìà éîãî öèôð äîðiâíþ¹ 30.

­ Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n1, n2, . . . , n2018

íå ìîæå âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü

1

2n1 − 1
+

1

2n2 − 1
+ · · ·+ 1

2n2018 − 1
= 1.

® Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî âèñîòó AH. Âiäîìî, ùî ðàäióñè
êië, âïèñàíèõ â òðèêóòíèêè ABH i ACH îäíàêîâi. Äîâåäiòü, ùî
AB = AC.

¯ Äîâåäiòü íåðiâíiñòü a4 + b4 + 4c4 + 3
2 ≥ 2ab+ 4c.

° Íà äîøöi çàïèñàíî 100 äîäàòíèõ ÷èñåë, äîáóòîê ÿêèõ äîðiâíþ¹
1. Çà îäèí êðîê äâà ÷èñëà iç çàïèñàíèõ íà äîøöi, íàïðèêëàä, a
òà b, çàìiíþþòüñÿ íà îäíå ç ÷èñåë

ab,
a2 + b2

2
,

a3 + b3

a+ b
.

×è ìîæíà çà 99 òàêèõ êðîêiâ îòðèìàòè ÷èñëî 0,99?

9 êëàñ

¬ Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ [x] + [x2] + [x3] = 0.
­ Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n1, n2, . . . , n2017

íå ìîæå âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü

1

3n1 − 1
+

1

3n2 − 1
+ · · ·+ 1

3n2017 − 1
= 1.

® Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî áiñåêòðèñó AL. Âiäîìî, ùî ðàäi-
óñè êië, âïèñàíèõ â òðèêóòíèêè ABL i ACL îäíàêîâi. Äîâåäiòü,
ùî AB = AC.
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¯ Äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c äîâåäiòü íåðiâíiñòü

a2

bc(a2 + b2)
+

b2

ca(b2 + c2)
+

c2

ab(c2 + a2)
≥ 9

2(a2 + b2 + c2)
.

° Çàäà÷à 8-5.

10 êëàñ

¬ Çíàéäiòü óñi ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

f(x+ y) = f(f(x)) + y

äëÿ âñiõ x, y ∈ R.
­ Â êiíîòåàòði 7 ðÿäiâ ïî 10 ìiñöü êîæíèé. Ãðóïà ç 50 äiòåé ïiøëà

íà ðàíêîâèé ñåàíñ, à ïîòiì íà âå÷iðíié. Äîâåäiòü, ùî çíàéäóòüñÿ
äâî¹ äiòåé, ÿêi íà ðàíêîâîìó ñåàíñi ñèäiëè â îäíîìó ðÿäó i íà
âå÷iðíüîìó òàêîæ ñèäiëè â îäíîìó ðÿäó.

® Çàäà÷à 9-3.
¯ Çàäà÷à 9-4.
° Íà äîøöi çàïèñàíî äâà íåíóëüîâèõ ÷èñëà. Çà îäèí êðîê ÷èñëà
a i b, çàïèñàíi íà äîøöi, çàìiíþþòüñÿ íà ÷èñëà√

2

3
· a+

1

2
· b i

√
7

2
√

3
· b− 1√

6
· a.

×è ìîæíà ÷åðåç 2018 òàêèõ êðîêiâ îòðèìàòè ïî÷àòêîâi ÷èñëà?

11 êëàñ

¬ Çàäà÷à 10-1.
­ Â ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ç ãiïîòåíóçîþ AB ïðîâåäåíî

âèñîòó CH i ìåäiàíó CM . Âiäîìî, ùî ðàäióñè êië, âïèñàíèõ â
òðèêóòíèêè ACM i BCH îäíàêîâi. Äîâåäiòü, ùî AC = BC.

® Íåõàé n1, n2, . . . , n101 � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ ðiâíà 150.
Äîâåäiòü, ùî âñi ÷èñëà ìîæíà ðîáèòè íà òðè ðiâíi çà ñóìîþ
ãðóïè. ×è ìîæíà öå çðîáèòè äëÿ 100 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

¯ Äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c äîâåäiòü íåðiâíiñòü

a3 + b3

a2 + b2
+
b3 + c3

b2 + c2
+
c3 + a3

c2 + a2
≥ a+ b+ c.

° Çàäà÷à 10-5.
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2020 � 2021

5 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íàéáiëüøå ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî, âñi öèôðè ÿêîãî ¹
ðiçíèìè, i ñóìà öèôð öüîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ 20. Âiäïîâiäü îá-
 ðóíòóéòå.

­ Â êóòîâèõ êîìiðêàõ çîâíiøíüîãî êâàäðàòó çàïèñàíi ÷èñëà 2, 4,
6, 8 ïî îäíîìó â êîæíié êîìiðöi i òàê, ùî âîíè íå ïîâòîðþþòüñÿ.
Ó êîæíié êîìiðöi òðèêóòíîãî âèãëÿäó âíóòðiøíüîãî êâàäðà òó
çàïèñàíi äîáóòêè ñóñiäíiõ ç öi¹þ êîìiðêîþ ÷èñåë çîâíiøíüîãî
êâàäðàòó. Â êðóæå÷êó çàïèñàíà ñóìà âñiõ ÷èñåë âíóòðiøíüîãî
êâàäðàòó. ßêi ÷èñëà ìîæóòü áóòè çàïèñàíi â êðóæå÷êó? Íàâå-
äiòü âñi ìîæëèâi âàðiàíòè.

® Íà ìàëþíêó çîáðàæåíà êåðàìi÷íà ïëèòêà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷î-
òèðüîõ îäíàêîâèõ ïðÿìîêóòíèêiâ òà îäíîãî êâàäðàòó. Ñòîðîíà
ïëèòêè � 10 ñì. Ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî êâàäðàòó â 5 ðàçiâ ìåí-
øèé, íiæ ïåðèìåòð âñi¹¨ ïëèòêè. Çíàéäiòü ñòîðîíè ïðÿìîêóòíè-
êiâ. Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.
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¯ Çà êðóãëèì ñòîëîì ñèäÿòü 10 ëþäåé. Äåÿêi ç íèõ çàâæäè ãîâî-
ðÿòü ïðàâäó, à ðåøòà � çàâæäè ãîâîðÿòü íåïðàâäó. Êîæåí ç öèõ
äåñÿòè ëþäåé ñêàçàâ, ùî ñïðàâà âiä íüîãî ñèäèòü áðåõóí. Ñêiëü-
êè çà ñòîëîì ñèäèòü ÷åñíèõ ëþäåé? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

2022 � 2023

9 êëàñ

¬ Â îëiìïiàäi áðàëè ó÷àñòü 99 ó÷íiâ, ïðè÷îìó êîæíèé ó÷àñíèê
çíàéîìèé íå ìåíøå, íiæ ç 49 ó÷àñíèêàìè îëiìïiàäè. Äîâåäiòü,
ùî çà êðóãëèé ñòië íà 4 îñîáè ìîæíà ïîñàäèòè 4 ó÷àñíèêà îëiì-
ïiàäè òàê, ùîá êîæåí ñèäiâ ìiæ ñâî¨ìè çíàéîìèìè.

­ Â êóò âïèñàíi äâà êîëà, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ: ìåíøå êîëî äîòè-
êà¹òüñÿ êóòà â òî÷êàõ A i B, áiëüøå � â òî÷êàõ C i D, ïðè÷îìó
òî÷êè A i C íàëåæàòü îäíié ñòîðîíi êóòà. Âiäðiçîê AD ïåðåòè-
íà¹ êîëà â òî÷êàõ P i Q (òî÷êà P ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A i Q).
Âiäîìî, ùî AD = 4 ñì i PQ = 2 ñì. Çíàéäiòü AP .

® Íåõàé a ≥ 0, b ≥ 0. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

2(a3 + b3) + a+ b+ 1 ≥ 7ab.

Êîëè äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü?
¯ Çíàéäiòü âñi òàêi ïðîñòi ÷èñëà p, ùî ÷èñëî p2 + 11 ìà¹ ðiâíî

øiñòü ðiçíèõ äiëüíèêiâ (âêëþ÷àþ÷è îäèíèöþ òà ñàìå ÷èñëî).

10 êëàñ

¬ Â îëiìïiàäi áðàëè ó÷àñòü 2023 ó÷íÿ, ïðè÷îìó êîæíèé ó÷àñíèê
çíàéîìèé íå ìåíøå, íiæ ç 1011 ó÷àñíèêàìè îëiìïiàäè. Äîâå-
äiòü, ùî çà êðóãëèé ñòië íà 4 îñîáè ìîæíà ïîñàäèòè 4 ó÷àñíèêà
îëiìïiàäè òàê, ùîá êîæåí ñèäiâ ìiæ ñâî¨ìè çíàéîìèìè.

­ Çàäà÷à 9-2.
® Íåõàé a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü:

(a+ b+ c)3 + 3(a4 + b4 + c4) + a+ b+ c+ 1 ≥ 40abc.

Êîëè äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü?
¯ Çàäà÷à 9-4.
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Îëiìïiàäà îäíi¹¨ çàäà÷i

6 êëàñ

¬ Çíàéäiòü íàòóðàëüíå ÷èñëî N , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi âëà-
ñòèâîñòi:

A) ÷èñëî N äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà 10 i ñóìà öèôð ÷èñëà N
äîðiâíþ¹ 10;

Á) ÷èñëî N ¹ íàéìåíøèì ñåðåä óñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi
äiëÿòüñÿ áåç îñòà÷i íà 10 i ñóìà öèôð ÿêèõ äîðiâíþ¹ 10;

Â) ÷èñëî N äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà 100 i ñóìà öèôð ÷èñëà N
äîðiâíþ¹ 100;

Ã) ÷èñëî N ¹ íàéìåíøèì ñåðåä óñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi
äiëÿòüñÿ áåç îñòà÷i íà 5 i ñóìà öèôð ÿêèõ äîðiâíþ¹ 25.

7 êëàñ

¬ Çíàéäiòü âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (x, y), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
ðiâíÿííÿ:

A) 11x − 7y = 0 (â öüîìó ïóíêòi äîñèòü çíàéòè òðè ðiçíi
ðîçâ'ÿçêè);

Á) 5x− 8y = 0;

Â) 4x− 3y = 1;

Ã) 15x2 + 8y2 = 22xy + 1.

8 êëàñ

¬ ×è ïîäà¹òüñÿ ÷èñëî M ó âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ äâîõ ïàðíèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêùî:

A) M = 200?

Á) M = 2002?

Â) M = 22001?

Ã) M = 200012?
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9 êëàñ

¬ ×è iñíó¹ êâàäðàòíèé òðè÷ëåí y = ax2 + bx + c ç öiëèìè êîåôi-
öi¹íòàìè, êîðåíåì ÿêîãî ¹ ÷èñëî:

A) 3?

Á)
√

3?

Â) 2 +
√

3?

Ã)
√

2 +
√

3?

10 êëàñ

¬ Â ãðóïi ç N ëþäåé íåìà¹ æîäíî¨ òðiéêè, â ÿêié âñi çíàéîìi ìiæ
ñîáîþ. ×è ìîæíà ïîäiëèòè öþ ãðóïó ëþäåé íà äâi ãðóïè òàê,
ùî â êîæíié ãðóïi íiõòî íi ç êèì íå çíàéîìèé, ÿêùî:

À) N = 3, N = 4?

Á) N = 5?

Â) N ≥ 5 i âiäîìî, ùî ñåðåä êîæíèõ ï'ÿòè ëþäåé ¹ òðî¹, ÿêi
ìàþòü ñïiëüíîãî çíàéîìîãî ñåðåä öi¹¨ ï'ÿòiðêè?

Ã) N ≥ 5 i âiäîìî, ùî ñåðåä êîæíèõ ï'ÿòè ëþäåé ¹ òðî¹, ÿêi
ìàþòü ñïiëüíîãî çíàéîìîãî íå îáîâ'ÿçêîâî ç öi¹¨ ï'ÿòiðêè?



2
Âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ

II åòàï Âñåóêðà¨íñüêèõ ó÷íiâñüêèõ îëiìïiàä

2015 � 2016

7 êëàñ

¬ Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé äðiá ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íå ìåíøèé,
íiæ 1

18 . Òîìó

1

13
+

1

14
+

1

15
+

1

16
+

1

17
+

1

18
> 6 · 1

18
=

1

3
.

­ ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç BE i BF âiäïîâiäíî áiñåêòðèñè êóòiâ
ABD òà DBC, òî

∠EBF = ∠EBD+∠DBF = 1
2∠ABD+ 1

2∠DBC = 1
2 · 88◦ = 44◦.

® Øóêàíå ÷èñëî A ìà¹ âèãëÿä A = a35b, äå a 6= 0. Îñêiëüêè A
äiëèòüñÿ íà 5, òî b = 0 àáî b = 5. Òîäi A = 1000a + 350 àáî
A = 1000a + 355. Ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî a = 7, àäæå
A ïîâèííî äiëèòèñÿ íà 7. Äðóãó ðiâíiñòü ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi
A = 1001a+ 350 + (5− a). Îñêiëüêè 1001a+ 350 = 7(143a+ 50),
òî 5− a = 0. Îòæå, a = 7 àáî a = 5. Òàêèì ÷èíîì, A = 7350 àáî
A = 5355.
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¯ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x ãðèâåíü öiíó âõiäíîãî êâèòêà äî çíèæåí-
íÿ, ÷åðåç y ãðèâåíü � öiíó êâèòêà ïiñëÿ çíèæåííÿ, à ÷åðåç b �
êiëüêiñòü ãëÿäà÷iâ äî çíèæåííÿ öiíè. Òîäi âèðó÷êà âiä ïðîäàæó
êâèòêiâ äî çíèæåííÿ öiíè ñòàíîâèëà nx ãðèâåíü, à ïiñëÿ çíè-
æåííÿ öiíè � 1, 105 · nx ãðèâåíü. Ç iíøîãî áîêó, ïiñëÿ çíèæåííÿ
öiíè âõiäíîãî êâèòêà âèðó÷êà ñòàíîâèëà 1, 3 · ny ãðèâåíü. Òî-
ìó 1, 3 · ny = 1, 105 · nx, çâiäêè y = 0, 85x. Îòæå, öiíà âõiäíîãî
êâèòêà íà ñòàäiîí áóëà çíèæåíà íà 15%.

° Îñêiëüêè äîáóòîê óñiõ ÷èñåë êîæíîãî ñòîâï÷èêà âiä'¹ìíèé i
êiëüêiñòü ñòîâï÷èêiâ íåïàðíà, òî äîáóòîê óñiõ ÷èñåë äàíî¨ òà-
áëèöi âiä'¹ìíèé. ßêùî á äîáóòîê óñiõ ÷èñåë ó êîæíîìó ðÿäêó
áóâ íåâiä'¹ìíèé, òî i äîáóòîê óñiõ ÷èñåë äàíî¨ òàáëèöi áóâ áè
íåâiä'¹ìíèé, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i.

8 êëàñ

¬ Îñêiëüêè (a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab = 16 i ÷èñëà a òà b äîäàòíi, òî
a+ b = 4. Òîìó (a+ b)3 = 64.

­ Íåõàé α = ∠BAC, β = ∠ABC. Òîäi ∠ACB = 180◦ − α − β.
Îñêiëüêè ∠ACB ¹ çîâíiøíiì äëÿ ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà
BCD i ∠CBD = ∠CDB, òî

∠CBD = 1
2∠ACB = 90◦ − α

2
− β

2
.

òîìó

∠ABD = ∠ABC + ∠CBD = 90◦ +
β − α

2
≥ 90◦.

® Íåõàé äîâæèíà ðiâíî¨ äiëÿíêè äîðîãè ìiæ òàáîðîì òà îçåðîì
ñêëàäà¹ x êì, à ñóìà äîâæèí ïiäéîìó íà õðåáåò i ñïóñêó ç õðåá-
òà y êì. Îñêiëüêè òóðèñò ïðîéøîâ âiäñòàíü âiä òàáîðó äî îçåðà
i íàçàä, òî âií ïiäiéìàâñÿ íà õðåáåò íà äâîõ äiëÿíêàõ äîðîãè
çàãàëüíîþ äîâæèíîþ y êì, ñïóñêàâñÿ ç õðåáòà íà äâîõ äiëÿíêàõ
äîðîãè çàãàëüíîþ äîâæèíîþ y êì òà äâi÷i ïðîéøîâ ðiâíó äi-
ëÿíêó äîðîãè äîâæèíîþ x êì. Òîìó ÷èñëà x òà y ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:{

x+ y = 8
x
2 + 2x

3 + y
4 = 17

3 .

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, îòðèìà¹ìî, ùî x = 4 êì.
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¯ Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà n òà m, ùî

2015 = n2 +m2.

Òîäi ÷èñëà n,m ïîâèííi áóòè ðiçíî¨ ïàðíîñòi, îñêiëüêè ñóìà ¨õ
êâàäðàòiâ ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââà-
æàòèìåìî, ùî ÷èñëî n � ïàðíå, à m � íåïàðíå. Òîäi n2 äiëèòüñÿ
íà 4, à m2 äà¹ îñòà÷ó 1 ïðè äiëåííi íà 4. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
n2 +m2 äà¹ îñòà÷ó 1 ïðè äiëåííi íà 4. Ç iíøîãî áîêó, 2015 äà¹ â
îñòà÷i 3 ïðè äiëåííi íà 4. Îòæå, ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi, i
íàøå ïðèïóùåííÿ íå âiðíå.

° Ïðèïóñòèìî, ùî âñi ãîñòi ç'¨ëè ðiçíó êiëüêiñòü öóêåðîê i ðîçòà-
øó¹ìî öi êiëüêîñòi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ:

a1 < a2 < · · · < a10.

Çðîçóìiëî, ùî òîäi a1 ≥ 0, a2 ≥ 1, . . . , a10 ≥ 9. Çà óìîâîþ çàäà÷i

a1 + a2 + · · ·+ a10 = 44.

Ç iíøîãî áîêó,

a1 + a2 + · · ·+ a10 ≥ 0 + 1 + · · ·+ 9 = 45.

Îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷ëèâó íåðiâíiñòü 44 ≥ 45. Òàêèì ÷èíîì, çíà-
éäóòüñÿ äâî¹ ãîñòåé, ÿêi ç'¨ëè îäíàêîâó êiëüêiñòü öóêåðîê.

9 êëàñ

¬ Îñêiëüêè

20172−2015·2016 = 20172−(2016−1)·2016 = 20172−20162+2016

= (2017−2016)(2017+2016)+2016 = 4033+2016 = 6049 < 6050,

òî ïåðøå ÷èñëî áiëüøå, íiæ äðóãå.
­ Íåõàé BC = a. Òîäi AD = 3a.
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Ç ïîáóäîâè âèïëèâà¹, ùî AM = BC = a. Òîäi MD = 2a. Ç
ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ BCP òà MPD âèïëèâà¹, ùî

CP

MP
=

BC

DM
=

a

2a
=

1

2
.

® Íåõàé z � êiëüêiñòü çàäà÷, ÿêi Îñòàï ðîçâ'ÿçàâ ó ïåðøèé äåíü, à
x � êiëüêiñòü âiäñîòêiâ, íà ÿêó êîæíîãî äíÿ çìåíøóâàëîñÿ ÷èñëî
ðîçâ'ÿçàíèõ íèì çàäà÷. Òîäi çà äðóãèé äåíü Îñòàï ðîçâ'ÿçàâ
z(1− x

100 ) çàäà÷, à çà òðåòié äåíü � z(1− x
100 )2 çàäà÷. Ðîçâ'ÿçóþ÷è

ðiâíÿííÿ

z + z(1− x
100 ) + z(1− x

100 )2 = z · 231, 25

100
,

ìè îòðèìà¹ìî âiäïîâiäü x = 25%.
¯ Îñêiëüêè äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà çíàõîäèòüñÿ íà ïðîìiæêó [0, 1),

òî ç âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

0 ≤ 12− 7[x]

10
< 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
2

7
< [x] ≤ 12

7
.

�äèíå öiëå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ öþ íåðiâíiñòü � öå 1. Îòæå,
[x] = 1. Ïiäñòàâèìî ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ i îòðèìà¹ìî, ùî {x} =
0, 5. Òàêèì ÷èíîì, x = 1, 5.

° Ñìà÷íèé þàé äiñòàíåòüñÿ äèðåêòîðó. Äëÿ öüîãî ïåðøèì õîäîì
äèðåêòîð Òÿíü ïîâèíåí ïðèãîñòèòè ó÷íÿ, ÿêèé ñòî¨òü ïî öåí-
òðó, òîáòî, ïîðÿäêîâèé íîìåð ÿêîãî 50. Äàëi, ïiñëÿ êîæíîãî õî-
äó ñâîãî çàñòóïíèêà, ÿêèé ïðèãîùà¹ îäíîãî ÷è äâîõ ó÷íiâ, ùî
ñòîÿòü ïîðó÷, äèðåêòîð ïîâèíåí ïðèãîñòèòè òàêó æ êiëüêiñòü
ó÷íiâ, ÿêi ñòîÿòü ñèìåòðè÷íî äî íèõ âiäíîñíî 50-ãî ó÷íÿ.

10 êëàñ

¬ Ïåðåíåñåìî âñi çìiííi âåëè÷èíè ó ëiâó ñòîðîíó íåðiâíîñòi i îäåð-
æèìî òàêó ðiâíîñèëüíó íåðiâíiñòü:

a4 − a3 − a+ 1 ≥ 0.

Ïiñëÿ ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî

a4 − a3 − a+ 1 = (a− 1)(a3 − 1) = (a− 1)2(a2 + a+ 1).
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Çàëèøèëîñü âèêîðèñòàòè, ùî (a− 1)2 ≥ 0 i

a2 + a+ 1 = (a+
1

2
)2 +

3

4
≥ 0.

Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà âèêîðèñòàòè, ùî âèðàçè a − 1 i a3 − 1 ¹
âèðàçàìè îäíîãî çíàêó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

a4 − a3 − a+ 1 = (a− 1)(a3 − 1) ≥ 0.

­ Ïåðåíåñåìî âñi âèðàçè ó ëiâó ñòîðîíó ðiâíÿííÿ i, çðîáèâøè ïðî-
ñòi ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæèìî òàêå ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííÿ:

(3x2 − 2x)2 + 3(3x2 − 2x)− 4 = 0.

Çðîáèìî çàìiíó t = 3x2−2x i ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ t2+3t−4 = 0.
Òîäi

t = −4 àáî t = 1.

Ðiâíÿííÿ 3x2−2x = −4 ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹. Òîìó âñiìà ðîçâ'ÿçêàìè
âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ áóäóòü ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ 3x2−2x = 1. Îò-
æå, x ∈ {− 1

3 , 1}.
® Çàñòîñîâóþ÷è äî òðüîõ âèðàçiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â äóæêàõ, ôîð-

ìóëó ñóìè n ÷ëåíiâ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, îäåðæèìî

(3 + 6 + · · ·+ 99)2 − (7 + 14 + 21 + · · ·+ 147)2

(1 + 2 + 3 + · · ·+ 100) + 1000
=

=

(
(3+99)·33

2

)2

−
(

(7+147)·21
2

)2

(1+100)·100
2 + 1000

=

=
(51 · 33)2 − (77 · 21)2

101 · 50 + 1000
=

32 · 112(512 − 492)

50(101 + 20)
=

=
32 · 112(51− 49)(51 + 49)

50 · 121
= 36.

¯ Çðîçóìiëî, ùî CA = CB = 8 ñì. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê,
êîëè CD = 6 ñì i DB = 2 ñì.
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Çàóâàæèìî, òðèêóòíèêè ABC i DBA ïîäiáíi, ÿê ðiâíîáåäðåíi
òðèêóòíèêè, ÿêi ìàþòü îäíàêîâi êóòè ïðè îñíîâàõ (∠ABC =
∠DBA). Òîìó ñòîðîíè äàíèõ òðèêóòíèêiâ ïðîïîðöiéíi. Çîêðå-
ìà,

CB : AB = AB : DB.

Îòæå, AB =
√
CB ·DB. ßêùî CD = 6 ñì i DB = 2 ñì, òî

AB = 4 ñì. ßêùî æ CD = 2 ñì i DB = 6 ñì, òî AB = 4
√

3 ñì.
° Ðîçôàðáó¹ìî 4030 ñòiëüöiâ çà ñòîëîì ó ÷åðâîíèé òà ñèíié êî-

ëüîðè ïî 2015 ñòiëüöiâ òàê, ùîá âîíè ÷åðãóâàëèñü çà ñòîëîì:
÷åðâîíèé, ñèíié, ÷åðâîíèé, ñèíié, i ò.ä. Çàçíà÷èìî, ùî ïðèíàéì-
íi 1008 äiòåé ñèäÿòü íà ñòiëüöÿõ îäíîãî êîëüîðó. Ñïðàâäi, ÿêùî
á íà ñòiëüöÿõ îäíîãî êîëüîðó ñèäiëî á ìåíøå, íiæ 1008 äiòåé,
òî íà ñòiëüöÿõ ÷åðâîíîãî i ñèíüîãî êîëüîðó ðàçîì ñèäiëî á íå
áiëüøå, íiæ 1007+1007=2014 äiòåé. À öå ñóïåðå÷èòü óìîâi.

Äëÿ ïåâíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî çà ñèíiìè ñòiëüöÿìè ñèäèòü ïðè-
íàéìíi 1008 äiòåé. Çàëèøèìî çà ñòîëîì ëèøå ñèíi ñòiëüöi ðîçàì
ç äiòüìè i äîðîñëèìè, ÿêi íà íèõ ñèäÿòü, à ÷åðâîíi ñòiëüöi çàáå-
ðåìî. Íàì çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî â óòâîðåíîìó ðîçìiùåííi çà
êðóãëèì ñòîëîì 2015 ëþäåé õî÷à áè äâî¹ äiòåé ñèäÿòü ïîðó÷.

Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi ñïðàâà áiëÿ êîæíî¨ äèòèíè ñè-
äèòü äîðîñëèé. Òîìó äîðîñëèõ, ÿêi ñèäÿòü ñïðàâà âiä äiòåé, íå
ìåíøå, íiæ äiòåé. Îñêiëüêè äiòåé íå ìåíøå, íiæ 1008, òî i äîðî-
ñëèõ òàêîæ íå ìåíøå, íiæ 1008. À ðàçîì ¨õ íå ìåíøå, íiæ 2016,
ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
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11 êëàñ

¬ Âèêîðèñòîâóþ÷è òðèãîíîìåòðè÷íi ðiâíîñòi cos2 x = 1 − sin2 x i
cos
(
π
2 − x

)
= sinx, îäåðæèìî òàêå ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííÿ:

2 sin2 x− 5 sinx+ 2 = 0.

Çðîáèâøè çàìiíó t = sinx i ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ 2t2−5t+2 = 0,
îäåðæèìî, ùî

t =
1

2
àáî t = 2.

Ðiâíÿííÿ sinx = 2 ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹, àäæå | sinx| ≤ 1. Òîìó âñi-
ìà ðîçâ'ÿçêàìè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ áóäóòü ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
sinx = 1

2 . Îòæå, x = (−1)n π6 + πn, n ∈ Z.
­ Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü 2015 = a+b−1 i çðîáèâøè ðiâíîñèëüíi

ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó íåðiâíiñòü

a2 + b2 − 2ab− 2a+ 2b+ 1 ≥ 0.

Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî

a2 + b2 − 2ab− 2a+ 2b+ 1 = (a− b− 1)2.

® Íåõàé AD = x. Òîäi DE = 4x i EB = 7x.

Ïðîâåäåìî âèñîòó CK òðèêóòíèêà ABC, ÿêà ¹ òàêîæ âèñîòîþ
ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà DCE, ïðîâåäåíîþ äî îñíîâè DE.
Òîìó CK òàêîæ ¹ ìåäiàíîþ òðèêóòíèêà DCE, òîáòî DK =
KE = 2x. Òàêèì ÷èíîì,

AK = AD +DK = x+ 2x = 3x
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i
BK = BE + EK = 7x+ 2x = 9x.

Çà âëàñòèâiñòþ âèñîòè ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó, ïðîâåäåíî¨
äî ãiïîòåíóçè, ìà¹ìî

CK =
√
AK ·BK = 3

√
3x.

Òåïåð

tg∠CAB =
CK

AK
=

3
√

3x

3x
=
√

3, ∠CAB = 60◦ i ∠CBA = 30◦.

Òàêèì ÷èíîì, ∠A = 60◦,∠B = 30◦,∠C = 90◦.
¯ Îñêiëüêè −1 ≤ cos(πy) ≤ 1, òî

−10 ≤ −10 cos(πy) ≤ 10.

Îòæå, ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî

−10 ≤ x ≤ 10,

òîáòî
2005 ≤ x+ 2015 ≤ 2025.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî
√
x+ 2015 ¹ öiëèì,

òîáòî ÷èñëî x + 2015 � ïîâíèé êâàäðàò. Îñêiëüêè íà âiäðiçêó
[2005, 2025] ¹ ëèøå îäèí ïîâíèé êâàäðàò (2025 = 452), òî ìîæëè-
âèé ëèøå îäèí ðîçâ'ÿçîê x = 10, y = 45. Çàëèøèëîñü çðîáèòè
ïåðåâiðêó.

° à) Âïèøåìî â êîëî ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê. Äîâæèíà éîãî ñòî-
ðîíè äîðiâíþ¹

√
3 ñì. Çàëèøèëîñü âèáðàòè äâi âåðøèíè äàíîãî

òðèêóòíèêà îäíîãî êîëüîðó.

á) Ìiðêóâàòèìåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíi äâi
òî÷êè íà êîëi, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà âiäñòàíi íå ìåíøié, íiæ d =
2 sin 72◦ ñì, ïîôàðáîâàíî ðiçíèìè êîëüîðàìè. Âïèøåìî â êîëî
ïðàâèëüíèé ï'ÿòèêóòíèê ABCDE. Äîâæèíà éîãî íàéáiëüøî¨
äiàãîíàëi äîðiâíþ¹ d = 2 sin 72◦ ñì. Ïîêàæåìî, ùî êîæíi äâi
ñóñiäíi âåðøèíè ïîôàðáîâàíî îäíàêîâèì êîëüîðîì.

Ðîçãëÿíåìî, äëÿ ïåâíîñòi, âåðøèíè A i B. Îñêiëüêè AD = BD =
d, òî çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì âåðøèíè A i B ìàþòü êîëið, âiäìií-
íèé âiä êîëüîðó òî÷êè D. Îòæå, A i B � òî÷êè îäíîãî êîëüîðó.
Äëÿ ðåøòè ïàð âåðøèí ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî.
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Îòæå, êîæíi äâi ñóñiäíi âåðøèíè ïîôàðáîâàíî îäíàêîâèì êî-
ëüîðîì. Çíà÷èòü, âñi âåðøèíè ïîôàðáîâàíî îäíàêîâèì êîëüî-
ðîì. Çîêðåìà, A i D. Îñêiëüêè AD = d, òî ìè îäåðæàëè ñóïå-
ðå÷íiñòü.

2016 � 2017

6 êëàñ

¬ Íåõàé çà äâà äíi êîçàê ïðî¨õàâ x êì. Òîäi çà äðóãèé äåíü âií
ïðî¨õàâ 8

17x êì. Çà óìîâîþ çàäà÷i, 8
17x = 104, çâiäêè x = 221

êì.
­ Çàïèøåìî çàäàíå ÷èñëî ó âèãëÿäi abcde, äå a, b, c, d, e � öèôðè.

Çà óìîâîþ çàäà÷i, a = e+ 1. Òîäi

abcde− ebcda = 10000(e+ 1) + 1000b+ 100c+ 10d+ e−
− 10000e− 1000b− 100c− 10d− (e+ 1) = 9999.

Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëî çìåíøèòüñÿ íà 9999.
® Îñêiëüêè øóêàíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 45, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 9 i íà

5. Òîìó ñóìà éîãî öèôð äiëèòüñÿ íà 9 i îñòàííüîþ öèôðîþ ìà¹
áóòè 0 àáî 5. Ùîá øóêàíå ÷èñëî áóëî íàéáiëüøèì i ìàëî ðiçíi
öèôðè, ïåðøèìè ÷îòèðìà éîãî öèôðàìè ìàþòü áóòè ïîñëiäîâíî
öèôðè 9, 8, 7 i 6, ñóìà ÿêèõ ðiâíà 30. ßêùî á îñòàííüîþ öèôðîþ
áóâ 0, òî ï'ÿòîþ öèôðîþ ìàëà á áóòè 6, ÿêà çóñòði÷à¹òüñÿ âæå
ðàíiøå. Òîìó îñòàííüîþ öèôðîþ áóäå 5, à ï'ÿòîþ � 1.

Îòæå, øóêàíå ÷èñëî � öå 987615.
¯ Îñêiëüêè 2016 ðiê âèñîêîñíèé, òî ïåðøi éîãî øiñòü ìiñÿöiâ ñêëà-

äàþòüñÿ çi 182 äíiâ. Öi 182 äíi ìîæíà ðîçáèòè ðiâíî íà 26 òè-
æíåâèõ ïåðiîäiâ. ßêùî á êîæíèé òèæíåâèé ïåðiîä ìiñòèâ õî÷à
á îäèí äåíü ç îïàäàìè, òî ïðîòÿãîì âêàçàíîãî ïiâði÷÷ÿ áóëî áè
ïðèíàéìíi 26 äíiâ ç îïàäàìè, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i. Îò-
æå, ñåðåä ðîçãëÿíóòèõ âèùå òèæíåâèõ ïåðiîäiâ õî÷à á îäèí íå
ìiñòèòü æîäíîãî äíÿ ç îïàäàìè.
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7 êëàñ

¬ Ïîçíà÷èìî øóêàíå ÷èñëî ÷åðåç x. Òîäi ç óìîâè çàäà÷i áóäåìî
ìàòè, ùî âîíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (13 + x)(44 + x) = (16 +
x)(32 + x). Ðîçâ'ÿçàâøè éîãî, îòðèìà¹ìî, ùî x = 4.

­ Ïîçíà÷èìî ñòîðîíó çàäàíîãî êâàäðàòà ÷åðåç a. Òîäi îäíà ñòî-
ðîíà ïðÿìîêóòíèêà äîðiâíþ¹ 1, 3a, à iíøà � 0, 7a. Îòæå, ïëîùà
öüîãî ïðÿìîêóòíèêà ðiâíà 0, 91a2, òîáòî âîíà ñòàíîâèòü 91% âiä
ïëîùi çàäàíîãî êâàäðàòà.

® Ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5, ... îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà 7n ïîñëiäîâíî íàáó-
âà¹ çíà÷åíü 7, 9, 3, 1, 7, ... , à îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà 3n � çíà÷åíü
3, 9, 7, 1, 3, ... , ÿêi â îáîõ âèïàäêàõ ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþþòüñÿ ç
ïåðiîäîì 4. Îñêiëüêè ÷èñëî 2016 íàöiëî äiëèòüñÿ íà 4, òî îáè-
äâà ÷èñëà 72016 i 32016 çàêií÷óþòüñÿ íà 1, à òîìó ¨õíÿ ðiçíèöÿ
çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì. Îòæå, ðiçíèöÿ öèõ ÷èñåë äiëèòüñÿ íàöiëî
íà 10.

¯ Iç 3 ïåðøèõ ñòðàâ, 4 äðóãèõ ñòðàâ i 2 òðåòiõ ñòðàâ ìîæíà ñêëà-
ñòè 3 · 4 · 2 = 24 ðiçíi ïîâíi îáiäíi êîìïëåêñè. Òîìó âñi 25 ó÷íiâ
âèáðàòè ñîái ðiçíi êîìïëåêñè íå ìîãëè, îòæå õî÷à á 2 ó÷íi âè-
áðàëè ñîái îäíàêîâi êîìïëåêñè.

8 êëàñ

¬ Ïîçíà÷èìî a = 218 − 212 + 211 − 25. Ç ïåðåòâîðåíü

a = 212(26 − 1) + 25(26 − 1) = 25(26 − 1)(27 + 1) =

= 32 · 63(27 + 1) = 2016(27 + 1)

âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî a äiëèòüñÿ íàöiëî íà 2016.

­ Íåõàé ∠C � ïðÿìèé êóò òðèêóòíèêà ABC. Çàóâàæèìî ñïî÷à-
òêó, ùî áiñåêòðèñè êóòiâ ∠A òà ∠B ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä êóòîì
135◦. Îòæå, ðîçãëÿíåìî áiñåêòðèñè CK i AL êóòiâ ∠C i ∠A,
âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I òî÷êó ïåðåòèíó öèõ áiñåêòðèñ.
Îñêiëüêè çà óìîâîþ çàäà÷i ∠CIL = 60◦, òî êóòè òðèêóòíèêà
AIC íàñòóïíi: ∠ACI = 45◦, ∠CIA = 120◦ i ∠CAI = 15◦. Îòæå,
êóòè òðèêóòíèêà ABC: 30◦, 60◦ i 90◦.

® Íàéìåíøå òàêå ÷èñëî n = 8, îñêiëüêè 6! = 720 < 2016 < 5040 =
7!, 7! íå äiëèòüñÿ íà 2016, à 8! = 7! · 8 = 10 · 504 · 8 = 20 · 2016.
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¯ Íi, íå ìîæóòü, àäæå ó âèïàäêó, êîëè êîæíié ðóöi ñòàâèòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü ðiâíî îäíà iíøà ðóêà, ÿêà ¨¨ òðèìà¹, çàãàëüíà
êiëüêiñòü ðóê ïîâèííà áóòè ïàðíîþ. À ó 7 ìàðñiàí âñüîãî 21
ðóêà.

° Øîñòà ñóìà äîðiâíþ¹ 82. Ñïðàâäi, îñêiëüêè 43 + 120 = 60 +
103 = 163, òî ñóìà âñiõ ÷îòèðüîõ çàäóìàíèõ ÷èñåë � öå 163. Òîäi
íåâiäîìà ñóìà � öå ðiçíèöÿ ìiæ 163 i 81.

9 êëàñ

¬ Çðîáèìî çàìiíó x2 + x + 1 = t. Òîäi äàíå â óìîâi ðiâíÿííÿ çâî-
äèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ t2 + t − 12 = 0, çâiäêè t = −4 àáî t = 3.
Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàìiíè, ìè îòðèìà¹ìî, ùî x = 1 àáî x = −2.

­ Íåõàé LM � ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð. Çàóâàæèìî, ùî ∆ALM =
∆BLM , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî AM = MB. Òîäi ãiïîòåíóçà MB
ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà âäâi÷i áiëüøà, íiæ êàòåò MC. Òîìó
êóò MBC äîðiâíþ¹ 30◦, à êóò CMB äîðiâíþ¹ 60◦. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî ∠BML = ∠LMA = 60◦. Îòæå, ∠CAB = 30◦, à
∠ABC = 60◦.

® Íi, íå ìîæå. Äëÿ òîãî, ùîá ïðî¨õàòè ç ïåðøîãî ïîâåðõó íà òðè-
íàäöÿòèé Ãàðði Ïîòòåðó íåîáõiäíî ïiäíÿòèñÿ íà 12 ïîâåðõiâ,
íàòèñíóâøè ïðè öüîìó a ðàçiâ êíîïêó �+15� i b ðàçiâ êíîïêó
�−55�. Àëå ðiâíÿííÿ

15a− 55b = 12

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ, îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà
öüîãî ðiâíÿííÿ êðàòíà 5, à ïðàâà � íi.

° Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî a ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

a = 2015 · 2016 · b+ 42,

äå b � öiëå ÷èñëî. Îñêiëüêè 2015 · 2016 äiëèòüñÿ íàöiëî íà 15,
à 42 äà¹ â îñòà÷i 2 ïðè äiëåííi íà 15, òî a äà¹ â îñòà÷i 2 ïðè
äiëåííi íà 15.

10 êëàñ

¬ Îñêiëüêè −1 ≤ cos 2x ≤ 1 i 0 ≤ | cosx| ≤ 1, òî −1 ≤ f(x) ≤
2. Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî f(0) = 2 i f(π/2) = −1. Òàêèì
÷èíîì, íàéìåíøå çíà÷åííÿ f(x) � öå −1, à íàéáiëüøå � öå 2.
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­ Îñêiëüêè 747 + 1269 = 2016, òî âèõiäíå ðiâíÿííÿ çàïèñó¹òüñÿ ó
âèãëÿäi

−747(x2 − 2x+ 1)− 1269(y2 + 2y + 1) = 0,

àáî
747(x− 1)2 + 1269(y + 1)2 = 0.

Çâiäñè ëåãêî îäåðæó¹òüñÿ, ùî x = 1 i y = −1.
® Íåõàé ABCD � äàíà ðiâíîái÷íà òðàïåöiÿ ç áiëüøîþ îñíîâîþ
AD i ìåíøîþ îñíîâîþ BC, O � öåíòð âïèñàíîãî êîëà, à K, L,
M i N � òî÷êè äîòèêó âïèñàíîãî êîëà äî ñòîðií AB, BC, CD i
DA, âiäïîâiäíî. Íåñêëàäíî äîâåñòè, ùî

KA = AN = ND = DM i KB = BL = LC = CM.

Êðiì òîãî, LN = 2R = 24 ñì, ïðè÷îìó LN � âèñîòà òðàïåöi¨.

Ïðîâåäåìî âèñîòó BE òðàïåöi¨. Òåïåð ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

a) KA = 16. Ïîçíà÷èìî KB = x. Òîäi

AB = AK +KB = 16 + x

i
AE = AN − EN = AE −BL = 16− x.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ïiôàãîðà ìà¹ìî AE2 + BE2 = AB2,
òîáòî

(16− x)2 + 242 = (16 + x)2.

Çâiäñè x = 9 i ïëîùà S = 25 · 24 = 600 ñì2.

á) KB = 16. Òåïåð ïîçíà÷èìî KA = x i àíàëîãi÷íî îäåðæèìî
ðiâíÿííÿ

(x− 16)2 + 242 = (16 + x)2

ç ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì x = 9. À öå íåìîæëèâî, àäæå x > 16.

¯ I ñïîñiá (áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê). Êîæíà äiàãîíàëü îïó-
êëîãî 8-êóòíèêà ç'¹äíó¹ äâi éîãî âåðøèíè i äiëèòü ìíîãîêóòíèê
íà äâi ÷àñòèíè. Ïðè öüîìó êîæíà ç ðåøòè 6-òè âåðøèí ìíîãîêó-
òíèêà íàëåæèòü îäíié i òiëüêè îäíié ÷àñòèíi, i â êîæíié ÷àñòèíi
¹ õî÷à á îäíà ç ðåøòè 6-òè âåðøèí. Òîìó âñi äiàãîíàëi äàíîãî
8-êóòíèêà ìîæíà ðîçáèòè íà òàêi òðè òèïè:
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� I òèï � 1 âåðøèíà çíàõîäèòüñÿ íà îäíié ÷àñòèíi, i 5 âåðøèí
çíàõîäèòüñÿ â iíøié ÷àñòèíi;

� II òèï � 2 âåðøèíè çíàõîäèòüñÿ íà îäíié ÷àñòèíi, i 4 âåð-
øèíè çíàõîäèòüñÿ â iíøié ÷àñòèíi;

� III òèï � 3 âåðøèíè çíàõîäèòüñÿ íà îäíié ÷àñòèíi, i 3 âåð-
øèíè çíàõîäèòüñÿ â iíøié ÷àñòèíi.

Ç êîæíî¨ âåðøèíè âèõîäèòü ïî 2 äiàãîíàëi I i II òèïó, òîìó êiëü-
êiñòü k äiàãîíàëåé I i II òèïó ìîæíà çíàéòè òàê:

k =
1

2
(8 · 2) = 8.

(òóò ìíîæíèê 1/2 ç'ÿâèâñÿ òîìó, ùî ïðè ïiäðàõóíêó ó äóæêàõ
êîæíà äiàãîíàëü âðàõîâó¹òüñÿ äâi÷i: ïî îäíîìó ðàçó ç êîæíîþ
âåðøèíîþ, ÿêi âîíà ç'¹äíó¹).

Àíàëîãi÷íî, äiàãîíàëåé III òèïó ¹ 4.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó äiàãîíàëü. Çàóâàæèìî, ùî âiäðiçîê, ÿêèé
ç'¹äíó¹ äâi âåðøèíè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ç îäíîãî áîêó âiä äàíî¨ äi-
àãîíàëi, íå ïåðåòèíà¹ äàíó äiàãîíàëü. Ç iíøîãî áîêó, äiàãîíàëü,
ÿêà ç'¹äíó¹ äâi âåðøèíè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ç ðiçíèõ áîêiâ âiä äàíî¨
äiàãîíàëi, îáîâ'ÿçêîâî ïåðåòèíà¹ ïðÿìó, íà ÿêié ëåæèòü äiàãî-
íàëü. Ïðè öüîìó òî÷êà ïåðåòèíó ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíî-
ãîêóòíèêà. Îòæå, âîíà ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó äiàãîíàëåé. Òàêèì
÷èíîì, íà äiàãîíàëi çíàõîäèòüñÿ òàêà êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó
ç iíøèìè äiàãîíàëÿìè, ÿêà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ âiäðiçêiâ,
ÿêi ç'¹äíóþòü äâi âåðøèíè ç ðiçíèõ áîêiâ äàíî¨ äiàãîíàëi.

Îòæå, íà äiàãîíàëi I òèïó çíàõîäèòüñÿ n1 = 1 · 5 = 5 òî÷îê
ïåðåòèíó, íà äiàãîíàëi II òèïó çíàõîäèòüñÿ n2 = 2 · 4 = 8 òî÷îê
ïåðåòèíó, i íà äiàãîíàëi III òèïó çíàõîäèòüñÿ n3 = 3 ·3 = 9 òî÷îê
ïåðåòèíó. Òîìó êiëüêiñòü N âñiõ òî÷îê ïåðåòèíó ìîæíà çíàéòè
òàê:

N =
1

2
(8n1 + 8n2 + 4n3) =

1

2
· 4 · (10 + 16 + 9) = 70.

(òóò ìíîæíèê 1/2 ç'ÿâèâñÿ òîìó, ùî ïðè ïiäðàõóíêó ó äóæêàõ
êîæíà òî÷êà ïåðåòèíó âðàõîâó¹òüñÿ äâi÷i: ïî îäíîìó ðàçó ç êî-
æíîþ äiàãîíàëëþ, ÿêi â öié òî÷öi ïåðåòèíàþòüñÿ).

II ñïîñiá. Êîæíié òî÷öi ïåðåòèíó äiàãîíàëåé ïîñòàâèìî ó âiä-
ïîâiäíiñòü ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 4-õ âåðøèí íàøîãî 8-
êóòíèêà, ÿêi ç'¹äíóþòü äâi äiàãîíàëi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â äàíié
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òî÷öi. Òîáòî, òî÷öi ïåðåòèíó äiàãîíàëåé AC i BD ìè ñòàâèìî ó
âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó {A,B,C,D}.
Ç îïóêëîñòi 8-êóòíèêà âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

� ðiçíèì òî÷êàì ïåðåòèíó âiäïîâiäàþòü ðiçíi íàáîðè âåðøèí;

� äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {A,B,C,D} ÷îòèðüîõ ðiçíèõ âåð-
øèí 8-êóòíèêà iñíó¹ òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé, ÿêié ñòà-
âèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíà {A,B,C,D}.

Ç öèõ âëàñòèâîñòåé âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü N âñiõ òî÷îê ïå-
ðåòèíó äiàãîíàëåé äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi 4-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí
8-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè âåðøèí 8-êóòíèêà. Òîáòî,

N = C4
8 =

8!

4! · 4!
=

5 · 6 · 7 · 8
1 · 2 · 3 · 4

= 70.

° Çàçíà÷èìî, ùî

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc).

Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî

a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc = 1
2 ((a− b)2 + (a− c)2 + (b− c)2) 6= 0,

àäæå ÷èñëà a, b, c � ðiçíi.

11 êëàñ

¬ Ïîäiëèìî îáèäâi ñòîðîíè ðiâíîñòi íà 16x, çðîáèìî çàìiíó t =(
3
4

)x
i îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

4t2 − 7t+ 3 = 0,

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêîãî ¹ t1 = 3
4 i t2 = 1. Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàìiíè,

îäåðæèìî ðîçâ'ÿçêè x1 = 1 i x2 = 0.
­ Çíàéäåìî ñïî÷àòêó êóò ∠AOC. Îñêiëüêè öåíòð O âïèñàíîãî

êîëà ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó áiñåêòðèñ òðèêóòíèêà, òî ∠CAO = 1
2∠A

i ∠ACO = 1
2∠C. Òîìó

∠AOC = 180◦ − ∠CAO − ∠ACO = 180◦ − 1
2 (∠A+ ∠C) =

= 180◦ − 1
2 (180◦ − ∠B) = 120◦.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì ç òåîðåìè ñèíóñiâ çíàõîäèìî øóêàíèé ðàäióñ
R êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà AOC:

R =
AC

2 sin∠AOC
=

6
√

3

2 sin 120◦
= 6.
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® Çàóâàæèìî, ùî 2016 = 25 · 32 · 7. Òîìó ñåðåä äiëüíèêiâ ÷èñëà
2016 ïîâíèìè êâàäðàòàìè ¹ òàêi ÷èñëà:

1, 22 = 4, 32 =, 924 = 16, 22 · 32 = 36, 24 · 32 = 144.

Ç iíøîãî áîêó, ÷èñëî A = (x + y + 6)2 ¹ ïîâíèì êâàäðàòîì i
äiëüíèêîì ÷èñëà 2016, ïðè÷îìó A ≥ (1 + 1 + 6)2 = 64. Îòæå,
A = 144. Òàêèì ÷èíîì,{

x+ y + 6 = 12
x2 − y = 14.

Äîäàâøè äâà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, ìè îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

x2 + x− 20 = 0,

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêîãî ¹ x1 = −5 (ñòîðîííié êîðiíü) òà x2 = 4. Òîäi
y = 2. Îòæå, ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ � öå ïàðà
(4, 2).

¯ I ñïîñiá (áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê). Êîæíà äiàãîíàëü îïó-
êëîãî 9-êóòíèêà ç'¹äíó¹ äâi éîãî âåðøèíè i äiëèòü ìíîãîêóòíèê
íà äâi ÷àñòèíè. Ïðè öüîìó êîæíà ç ðåøòè 7-ìè âåðøèí ìíîãîêó-
òíèêà íàëåæèòü îäíié i òiëüêè îäíié ÷àñòèíi, i â êîæíié ÷àñòèíi
¹ õî÷à á îäíà ç ðåøòè 7-ìè âåðøèí. Òîìó âñi äiàãîíàëi äàíîãî
9-êóòíèêà ìîæíà ðîçáèòè íà òàêi òðè òèïè:

� I òèï � 1 âåðøèíà çíàõîäèòüñÿ íà îäíié ÷àñòèíi, i 6 âåðøèí
çíàõîäèòüñÿ â iíøié ÷àñòèíi;

� II òèï � 2 âåðøèíè çíàõîäèòüñÿ íà îäíié ÷àñòèíi, i 5 âåð-
øèíè çíàõîäèòüñÿ â iíøié ÷àñòèíi;

� III òèï � 3 âåðøèíè çíàõîäèòüñÿ íà îäíié ÷àñòèíi, i 4 âåð-
øèíè çíàõîäèòüñÿ â iíøié ÷àñòèíi.

Ç êîæíî¨ âåðøèíè âèõîäèòü ïî 2 äiàãîíàëi I i II òèïó, òîìó êiëü-
êiñòü k äiàãîíàëåé I i II òèïó ìîæíà çíàéòè òàê:

k =
1

2
(9 · 2) = 9.

(òóò ìíîæíèê 1/2 ç'ÿâèâñÿ òîìó, ùî ïðè ïiäðàõóíêó ó äóæêàõ
êîæíà äiàãîíàëü âðàõîâó¹òüñÿ äâi÷i: ïî îäíîìó ðàçó ç êîæíîþ
âåðøèíîþ, ÿêi âîíà ç'¹äíó¹).
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Àíàëîãi÷íî, äiàãîíàëåé III òèïó ¹ 4.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó äiàãîíàëü. Çàóâàæèìî, ùî âiäðiçîê, ÿêèé
ç'¹äíó¹ äâi âåðøèíè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ç îäíîãî áîêó âiä äàíî¨ äi-
àãîíàëi, íå ïåðåòèíà¹ äàíó äiàãîíàëü. Ç iíøîãî áîêó, äiàãîíàëü,
ÿêà ç'¹äíó¹ äâi âåðøèíè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ç ðiçíèõ áîêiâ âiä äàíî¨
äiàãîíàëi, îáîâ'ÿçêîâî ïåðåòèíà¹ ïðÿìó, íà ÿêié ëåæèòü äiàãî-
íàëü. Ïðè öüîìó òî÷êà ïåðåòèíó ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíî-
ãîêóòíèêà. Îòæå, âîíà ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó äiàãîíàëåé. Òàêèì
÷èíîì, íà äiàãîíàëi çíàõîäèòüñÿ òàêà êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó
ç iíøèìè äiàãîíàëÿìè, ÿêà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ âiäðiçêiâ,
ÿêi ç'¹äíóþòü äâi âåðøèíè ç ðiçíèõ áîêiâ äàíî¨ äiàãîíàëi.

Îòæå, íà äiàãîíàëi I òèïó çíàõîäèòüñÿ n1 = 1 · 6 = 6 òî÷îê
ïåðåòèíó, íà äiàãîíàëi II òèïó çíàõîäèòüñÿ n2 = 2 · 5 = 10 òî÷îê
ïåðåòèíó, i íà äiàãîíàëi III òèïó çíàõîäèòüñÿ n3 = 3 · 4 = 12
òî÷îê ïåðåòèíó. Òîìó êiëüêiñòü N âñiõ òî÷îê ïåðåòèíó ìîæíà
çíàéòè òàê:

N =
1

2
(9n1 + 9n2 + 9n3) =

1

2
· 9 · (6 + 10 + 12) = 126.

(òóò ìíîæíèê 1/2 ç'ÿâèâñÿ òîìó, ùî ïðè ïiäðàõóíêó ó äóæêàõ
êîæíà òî÷êà ïåðåòèíó âðàõîâó¹òüñÿ äâi÷i: ïî îäíîìó ðàçó ç êî-
æíîþ äiàãîíàëëþ, ÿêi â öié òî÷öi ïåðåòèíàþ- òüñÿ).

II ñïîñiá. Êîæíié òî÷öi ïåðåòèíó äiàãîíàëåé ïîñòàâèìî ó âiä-
ïîâiäíiñòü ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 4-õ âåðøèí íàøîãî 9-
êóòíèêà, ÿêi ç'¹äíóþòü äâi äiàãîíàëi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â äàíié
òî÷öi. Òîáòî, òî÷öi ïåðåòèíó äiàãîíàëåé AC i BD ìè ñòàâèìî ó
âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó {A,B,C,D}.
Ç îïóêëîñòi 9-êóòíèêà âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

� ðiçíèì òî÷êàì ïåðåòèíó âiäïîâiäàþòü ðiçíi íàáîðè âåðøèí;

� äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {A,B,C,D} ÷îòèðüîõ ðiçíèõ âåð-
øèí 9-êóòíèêà iñíó¹ òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé, ÿêié ñòà-
âèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíà {A,B,C,D}.

Ç öèõ âëàñòèâîñòåé âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü N âñiõ òî÷îê ïå-
ðåòèíó äiàãîíàëåé äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi 4-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí
9-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè âåðøèí 9-êóòíèêà. Òîáòî,

N = C4
9 =

9!

4! · 5!
=

6 · 7 · 8 · 9
1 · 2 · 3 · 4

= 126.
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° Çàçíà÷èìî, ùî

a3 − b3 + c3 + 3abc = (a− b+ c)(a2 + b2 + c2 + ab− ac+ bc).

Êðiì òîãî,

a2 + b2 + c2 + ab− ac− bc =
1

2
((a+ b)2 + (b+ c)2 + (a− c)2) 6= 0,

îñêiëüêè ç óìîâè çàäà÷i a 6= c. Òîäi a− b+ c = 0.

2017 � 2018

6 êëàñ

¬ Ïåðøå ÷èñëî áóäå òðèöèôðîâèì, à äðóãå � äâîöèôðîâèì. Îñêiëü-
êè ñóìà öèõ ÷èñåë ðiâíà 700, òî ïåðøå ÷èñëî ïî÷èíà¹òüñÿ öè-
ôðîþ 6, à äðóãå çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðîþ 3. Îòæå, øóêàíi ÷èñëà �
637 òà 63.

­ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x øóêàíå ÷èñëî. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî
x äiëèòüñÿ íàöiëî íà 2 i íà 3. Òîìó éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
x = 2m3ny, äå íàòóðàëüíå ÷èñëî y íå äiëèòüñÿ íi íà 2, íi íà 3.

Îñêiëüêè ÷èñëî 2x = 2m+13ny ¹ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,
òî ÷èñëî m íåïàðíå, à ÷èñëî n ïàðíå.

Îñêiëüêè ÷èñëî 3x = 2m3n+1y ¹ êóáîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, òî
÷èñëà m i n+ 1 äiëÿòüñÿ íà 3.

Àëå íàéìåíøèìè òàêèìè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè ¹ m = 3 i n =
2. Êðiì öüîãî, ùîá ÷èñëî x áóëî íàéìåíøèì, ïîòðiáíî âçÿòè
y = 1. Òîìó x = 23 · 32 = 72.

® Îñêiëüêè â æîäíîìó ïðîãíîçi íå âêàçàíî ïðàâèëüíî ïiäñóìêîâå
ìiñöå æîäíîãî áiãóíà, òî äðóãèì áóâ áiãóí Ã. Òîäi ïåðøèì ìiã
áóòè ëèøå áiãóí Á, òðåòiì � áiãóí À, à ÷åòâåðòèì � áiãóí Â.
Îòæå, ïîðÿäîê ôiíiøó áiãóíiâ � ÁÃÀÂ.

¯ Íi, íå ìîæíà. Ñóìà âñiõ çàïèñàíèõ íà äîøöi ÷èñåë íåïàðíà. Ïi-
ñëÿ êîæíîãî êðîêó âîíà ìîæå çáiëüøèòèñü íà 2, çìåíøèòèñü
íà 2 àáî çàëèøèòèñü áåç çìií, òîìó âîíà çàëèøàòèìåòüñÿ íå-
ïàðíèì ÷èñëîì. Îòæå, çà äîïîìîãîþ îïèñàíèõ â óìîâi êðîêiâ
äîìîãòèñÿ òîãî, ùîá óñi çàïèñàíi íà äîøöi ÷èñëà ñòàëè îäíàêî-
âèìè, íåìîæëèâî, áî ñóìà øåñòè îäíàêîâèõ ÷èñåë ïàðíà.
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7 êëàñ

¬ Îñêiëüêè CD+EF +GH = AB = 7 ñì i AH+GF +ED = BC =
4 ñì, òî ïåðèìåòð çàäàíîãî ìíîãîêóòíèêà ðiâíèé 22 ñì.

­ Ïðè ïiäãîòîâöi äî ñóøiííÿ ó âiäõîäè ïiøëî 0, 2 · 20 êã = 4 êã
êîðåíiâ ìàíäðàãîðè. Ç ðåøòè 16 êã ñâiæèõ êîðåíiâ ìàíäðàãîðè
îòðèìàëè 25%, òîáòî 0, 25 · 16 êã = 4 êã ñóõèõ êîðåíiâ ìàíäðà-
ãîðè.

® ×èñëî 2017 çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðàìè 00, à ÷èñëî 2017 � öèôðàìè
01, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n ìà¹ìî, ùî

(100m+ 1)(100n+ 1) = 10000mn+ 100(m+ n) + 1.

Òîìó çàäàíå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðàìè 18.
¯ Íå ìîæíà, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ÷èñëî

15! = 1 · 2 · 3 · ... · 15

áóëî áè êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, òîìó â ðîçêëàäi íà ïðî-
ñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 15! êîæíå ïðîñòå ÷èñëî ìàëî áè ïàðíèé
ñòåïiíü. Àëå, íàïðèêëàä, ïðîñòå ÷èñëî 13 âõîäèòü ó ðîçêëàä íà
ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 15! ó ïåðøîìó ñòåïåíi.

8 êëàñ

¬ Îñêiëüêè A =
4y2 + 3xy

6x2 − xy
=
(y
x

)2 4 + 3xy
6− y

x

, òî A = 15.

­ Çà âëàñòèâiñòþ êîëà, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê, äîâæèíè äâîõ íå-
âiäîìèõ ñòîðií òðèêóòíèêà ìàþòü âèãëÿä (4+x) òà (9+x). Òîäi

13 + (4 + x) + (9 + x) = 50,

çâiäêè x = 12. Îòæå, ñòîðîíè òðèêóòíèêà ìàþòü äîâæèíè 13 ñì,
16 ñì i 21 ñì.

® Íåõàé abc � íåâiäîìå òðèöèôðîâå ÷èñëî. Çà óìîâîþ çàäà÷i, c 6= 0
i a > c. Îñêiëüêè abc− cba = 99(a− c) = 396, òî a− c = 4. Êðiì
òîãî, a+ b+ c = 6. Çâiäñè a = 5, b = 0 i c = 1.

¯ Íåõàé a � êiëüêiñòü äðàêîí÷èêiâ, à b � êiëüêiñòü äèíîçàâðèêiâ.
Òîäi

7a+ 8b = 88.

Çâiäñè a
...8. Òîìó a = 8, áî ïðè a > 8 ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ > 88.
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° Ïðèêëàä ðîçðiçàííÿ êâàäðàòó íà 5 ïðÿìîêóòíèêiâ íàâåäåíèé íà
ìàëþíêó:

Ïîêàæåìî, ùî íå ìîæíà ðîçðiçàòè êâàäðàò áiëüøå, íiæ íà 5
ïîïàðíî ðiçíèõ ïðÿìîêóòíèêiâ. Ðîçãëÿíåìî âñi ìîæëèâi ïðÿìî-
êóòíèêè, ïëîùà ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 4. �õ ¹ ï'ÿòü:

Ñóìàðíà ïëîùà öèõ ïðÿìîêóòíèêiâ äîðiâíþ¹ 14. ßêùî iñíó¹
ðîçðiçàííÿ êâàäðàòó áiëüøå, íiæ íà 5 ïîïàðíî ðiçíèõ êëiò÷à-
ñòèõ ïðÿìîêóòíèêiâ, òî 5 íàéìåíøèõ çà ïëîùåþ ïðÿìîêóòíèêiâ
áóäóòü ìàòè ñóìàðíó ïëîùó ≥ 14. Îñêiëüêè øîñòèé ïðÿìîêó-
òíèê ïîâèíåí ìàòè ïëîùó >4, òî ñóìàðíà ïëîùà áóäå áiëüøîþ,
íiæ 18, ùî, î÷åâèäíî, áiëüøå ïëîùi êâàäðàòà.

9 êëàñ

¬ Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ√
55 + 14

√
6 +

√
55− 14

√
6 =

√
(7 +

√
6)2 +

√
(7−

√
6)2 = 14.

­ Íåõàé ABCD � òðàïåöiÿ, BC � ìåíøà îñíîâà òðàïåöi¨, AD �
áiëüøà îñíîâà. Ïðîâåäåìî âèñîòó CH. Çà óìîâîþ çàäà÷i, AH =
1
2AC = 10. Îñêiëüêè òðàïåöiÿ ðiâíîái÷íà, òî AH = (BC +
AD)/2. Îòæå, äîâæèíà ñåðåäíüî¨ ëiíi¨ òðàïåöi¨ äîðiâíþ¹ 10 ñì.

® Øóêàíà íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ïåðåòâîðåíü

1 + a+ a2 + · · ·+ a8

1 + a3 + a6
=

(1 + a+ a2)(1 + a3 + a6)

1 + a3 + a6
=

= (1− a)2 + 3a ≥ 3a.

¯ Ïðèêëàä ðîçðiçàííÿ êâàäðàòó íà 7 ïðÿìîêóòíèêiâ íàâåäåíèé íà
ìàëþíêó:
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Ïîêàæåìî, ùî íå ìîæíà ðîçðiçàòè êâàäðàò áiëüøå, íiæ íà 7
ïîïàðíî ðiçíèõ ïðÿìîêóòíèêiâ. Ðîçãëÿíåìî âñi ìîæëèâi ïðÿìî-
êóòíèêè, ïëîùà ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 6, à äîâæèíà êîæíî¨ ñòîðîíè
ìåíøà, íiæ 5. Òàêèõ ïðÿìîêóòíèêiâ ¹ ñiì:

ßêùî iñíó¹ ðîçðiçàííÿ êâàäðàòó áiëüøå, íiæ íà 7 ïîïàðíî ði-
çíèõ êëiò÷àñòèõ ïðÿìîêóòíèêiâ, òî 7 íàéìåíøèõ çà ïëîùåþ
ïðÿìîêóòíèêiâ áóäóòü ìàòè ñóìàðíó ïëîùó ≥ 25. Îñêiëüêè øî-
ñòèé ïðÿìîêóòíèê ïîâèíåí ìàòè ïëîùó >0, òî ñóìàðíà ïëîùà
áóäå áiëüøîþ, íiæ ïëîùà êâàäðàòà.

° Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

(7q + p)(q − 1) = 111.

ßêùî q > 2, òî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ çàâæäè ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.
Òîìó q = 2. Çâiäñè p = 97.

10 êëàñ

¬ Çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ

1√
5 +
√

1
+

1√
9 +
√

5
+ · · ·+ 1√

121 +
√

117
=

=

√
5−
√

1

(
√

5 +
√

1)(
√

5−
√

1)
+ · · ·+

√
121−

√
117

(
√

121 +
√

117)(
√

121−
√

117)
=

= 1
4 (
√

5−
√

1 +
√

9−
√

5 + · · ·+
√

121−
√

117) =

= 1
4 (
√

121− 1) = 1
4 (11− 1) = 2, 5.
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­ Íåõàé BC � ìåíøà îñíîâà òðàïåöi¨ ABCD, à AD � áiëüøà
îñíîâà öi¹¨ òðàïåöi¨. Îñêiëüêè AC � áiñåêòðèñà êóòà ∠BAD i
∠BCA = ∠CAD, òî ∠BCA = ∠BAC. Îòæå, òðèêóòíèê ABC
ðiâíîáåäðåíèé i AB = BC. Àíàëîãi÷íî BC = CD.

Íåõàé E � ñåðåäèíà áiëüøî¨ îñíîâè AD. Òîäi

AE = ED = AB = BC = CD.

Òîìó ÷îòèðèêóòíèê BCDE � ïàðàëåëîãðàì (äâi ïðîòèëåæíi
ñòîðîíè ïàðàëåëüíi i ðiâíi). Îòæå,

BE = CD = AE = ED = AB

i òðèêóòíèê ABE ðiâíîñòîðîííié. Òîìó

∠BAD = ∠CDA = 60◦ i ∠ABC = ∠BCD = 120◦.

® Ïåðåíåñåìî âñi âèðàçè â ëiâó ÷àñòèíó i çðîáèìî äåÿêi ðiâíîñèëü-
íi ïåðåòâîðåííÿ:

x2 + 4xy + 5y2 = 2y − 1

x2 + 4xy + 5y2 − 2y + 1 = 0

(x2 + 4xy + 4y2) + (y2 − 2y + 1) = 0

(x+ 2y)2 + (y − 1)2 = 0.

Òåïåð îäåðæó¹ìî òàêó ñèñòåìó{
x+ 2y = 0
y − 1 = 0

ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = −2, y = 1.
¯ Çàóâàæèìî, ùî

1 + a+ a2 + · · ·+ a2017 =

= (1 + a+ a2 + · · ·+ a1008) + (a1009 + a1010 + · · ·+ a2017) =

= (1 + a+ a2 + · · ·+ a1008) + a1009(1 + a+ a2 + · · ·+ a1008) =

= (1 + a1009)(1 + a+ a2 + · · ·+ a1008).

Òîìó âèõiäíà íåðiâíiñòü ìà¹ òàêèé âèãëÿä

(1 + a1009)2 ≥ 4a1009.

Îñêiëüêè (1 + a1009)2 = (1− a1009)2 + 4a1009, òî

(1 + a1009)2 ≥ 4a1009.
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° Íå ìîæíà. Ðîçiá'¹ìî ïåðåòâîðåííÿ òàáëèöi íà äâi ÷àñòèíè (ÿêi
âèêîíóþòüñÿ ïîñëiäîâíî � ñïî÷àòêó ïåðøà, à ïîòiì äðóãà):

1) êîæíå ÷èñëî òàáëèöi çàìiíþ¹òüñÿ ñóìîþ âñiõ ÷èñåë òàáëèöi,
ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â îäíîìó ðÿäêó àáî îäíîìó ñòîâïöi ç ÷èñëîì,
êîòðå çàìiíþ¹òüñÿ;

2) êîæíå ÷èñëî òàáëèöi çàìiíþ¹òüñÿ îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ íà 5.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ êëiòèíêè òàáëèöi êiëüêiñòü êëiòè-
íîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â îäíîìó ðÿäêó àáî îäíîìó ñòîâïöi ç äà-
íîþ êëiòèíêîþ = 9 (öå ñàìà êëiòèíêà i ïî 4 iíøèõ êëiòèíîê, ÿêi
çíàõîäÿòüñÿ ç äàíîþ àáî â îäíîìó ðÿäêó àáî â îäíîìó ñòîâïöi).
Òîìó êîæíå ÷èñëî òàáëèöi â ÷àñòèíi 1) áåðå ó÷àñòü, ÿê îäèí
äîäàíîê, ïðè óòâîðåííi ñóì, çàïèñàíèõ â 9 êëiòèíêàõ. Îòæå, â
÷àñòèíi 1) ñóìà âñiõ ÷èñåë òàáëèöi çáiëüøó¹òüñÿ â 9 ðàçiâ.

Ç iíøîãî áîêó, â ÷àñòèíi 2) îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 5 ñóìè âñiõ
÷èñåë òàáëèöi íå çìiíþ¹òüñÿ.

Òåïåð ïîêàæåìî, ç òàáëèöi, ñóìà âñiõ ÷èñåë ÿêî¨ S íå äiëèòüñÿ
íà 5, çà îäèí êðîê îòðèìó¹òüñÿ òàáëèöÿ, ó ÿêî¨ ñóìà âñiõ ÷èñåë
T òàêîæ íå äiëèòüñÿ íà 5. Çãiäíî ç îïèñàíèì âèùå, ìà¹ìî

T = 9S − 5k

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà k. Òîìó S äiëèòüñÿ íà 5
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè T äiëèòüñÿ íà 5.

Îñêiëüêè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ñóìà âñiõ ÷èñåë òàáëèöi = 19 i íå
äiëèòüñÿ íà 5, òî îòðèìàòè ç íå¨ òàáëèöþ, ó ÿêî¨ ñóìà âñiõ ÷èñåë
äiëèòüñÿ íà 5 íå ìîæíà. Çîêðåìà, íå ìîæíà îòðèìàòè òàáëèöþ,
ñêëàäåíó ç íóëiâ.
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11 êëàñ

¬ Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ

1√
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√
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+
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√
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=
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√
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√

1 +
√

9−
√
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10201−
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10197) =

= 1
4 (
√

10201− 1) = 1
4 (101− 1) = 25.

­ Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = 3x3 + x2017, ÿêà ñòðîãî çðîñòà¹ íà
âñié ÷èñëîâié ïðÿìié. Ëåãêî áà÷èòè, ùî f(1) = 4. Òîìó x = 1 �
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ.

® Ïåðåíåñåìî âñi âèðàçè â ëiâó ÷àñòèíó i çðîáèìî äåÿêi ðiâíîñèëü-
íi ïåðåòâîðåííÿ:

3 · 4x + 9x + 2− 2x+13x − 2x+2 > 0

3 · 4x + 9x + 2− 2 · 2x3x − 4 · 2x > 0

(4x + 9x − 2 · 2x3x) + 2(4x + 1− 2 · 2x) > 0

(2x − 3x)2 + 2(2x − 1)2 > 0.

Îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà íåâiä'¹ìíà, òî ðîçâ'ÿçêàìè íåðiâíîñòi íå ¹
òi i ëèøå òi çíà÷åííÿ x, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ

(2x − 3x)2 + 2(2x − 1)2 = 0

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = 0.

Îòæå, x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
¯ Ñïî÷àòêó äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé BD äiàìåòð êîëà ω. Òîäi

∠DCE = ∠DAF = 90◦

i
∠AEC = 90◦ − ∠CDA = ∠AFC.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî êóò, âïèñàíèé â êîëî, ëåãêî äîâå-
ñòè, ùî ðiâíiñòü ∠AEC = ∠AFC îçíà÷à¹, ùî òî÷êè E, F , C i A
ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

Òåïåð íåõàé òî÷êè E, F , C i A ëåæàòü íà îäíîìó êîëi. Òîäi
∠AEC = ∠AFC, ÿê äâà êóòè, âïèñàíi â êîëî, ÿêi îïèðàþòüñÿ
íà äóãó AC. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∠DAB = ∠DCB. Îñêiëüêè
∠DAB+∠DCB = 180◦, òî ∠DAB = ∠DCB = 90◦ i BD äiàìåòð
êîëà ω.

° Íå ìîæíà. Ðîçiá'¹ìî ïåðåòâîðåííÿ òàáëèöi íà äâi ÷àñòèíè (ÿêi
âèêîíóþòüñÿ ïîñëiäîâíî � ñïî÷àòêó ïåðøà, à ïîòiì äðóãà):

1) êîæíå ÷èñëî òàáëèöi çàìiíþ¹òüñÿ ñóìîþ âñiõ ÷èñåë òàáëèöi,
ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â îäíîìó ðÿäêó àáî îäíîìó ñòîâïöi ç ÷èñëîì,
êîòðå çàìiíþ¹òüñÿ;

2) êîæíå ÷èñëî òàáëèöi çàìiíþ¹òüñÿ îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ íà 7.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ êëiòèíêè òàáëèöi êiëüêiñòü êëiòè-
íîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â îäíîìó ðÿäêó àáî îäíîìó ñòîâïöi ç äà-
íîþ êëiòèíêîþ =13 (öå ñàìà êëiòèíêà i ïî 6 iíøèõ êëiòèíîê, ÿêi
çíàõîäÿòüñÿ ç äàíîþ àáî â îäíîìó ðÿäêó àáî â îäíîìó ñòîâïöi).
Òîìó êîæíå ÷èñëî òàáëèöi â ÷àñòèíi 1) áåðå ó÷àñòü, ÿê îäèí
äîäàíîê, ïðè óòâîðåííi ñóì, çàïèñàíèõ â 13 êëiòèíêàõ. Îòæå, â
÷àñòèíi 1) ñóìà âñiõ ÷èñåë òàáëèöi çáiëüøó¹òüñÿ â 13 ðàçiâ.

Ç iíøîãî áîêó, â ÷àñòèíi 2) îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 7 ñóìè âñiõ
÷èñåë òàáëèöi íå çìiíþ¹òüñÿ.

Òåïåð ïîêàæåìî, ç òàáëèöi, ñóìà âñiõ ÷èñåë ÿêî¨ S, íå äiëèòüñÿ
íà 7, çà îäèí êðîê îòðèìó¹òüñÿ òàáëèöÿ, ó ÿêî¨ ñóìà âñiõ ÷èñåë
T òàêîæ íå äiëèòüñÿ íà 7. Çãiäíî ç îïèñàíèì âèùå, ìà¹ìî, ùî
T = 13S − 7k äëÿ äåÿêîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà k. Òîìó S
äiëèòüñÿ íà 7 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè T äiëèòüñÿ íà 7.

Îñêiëüêè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ñóìà âñiõ ÷èñåë òàáëèöi = 44 i íå
äiëèòüñÿ íà 7, òî îòðèìàòè ç íå¨ òàáëèöþ, ó ÿêî¨ ñóìà âñiõ ÷èñåë
äiëèòüñÿ íà 7 íå ìîæíà. Çîêðåìà, íå ìîæíà îòðèìàòè òàáëèöþ,
ñêëàäåíó ç íóëiâ.
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2018 � 2019

6 êëàñ

¬ Ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà ðiâíà 36 ì2, òîìó ñòîðîíà êâàäðàòà ðiâíà
6 ì. Îòæå, ïåðèìåòð êâàäðàòà ðiâíèé 24 ì.

­ Äðóãèé âåëåòåíü ç'¨â 120 · 8
15 = 64 êã êóëåøó, à òðåòié âåëåòåíü �

64 · 0, 75 = 48 êã êóëåøó. Òîìó ðàçîì âîíè ç'¨ëè 232 êã êóëåøó.

® 999 + 999 + 99 : 9 + 9.

¯ 1) Òàê. Ñëàâêî ïîâèíåí ïèñàòè äðóãó, ÷åòâåðòó, . . . , äåñÿòó öè-
ôðè òàê, ùîá âiäïîâiäíå äâîöèôðîâå, ÷îòèðèöèôðîâå, . . . , äå-
ñÿòèöèôðîâå ÷èñëî äiëèëîñÿ íà 3 (ïiñëÿ öèôðè 1 àáî 4 ïèñàòè
öèôðó 2, à ïiñëÿ öèôðè 2 ïèñàòè öèôðó 1 àáî 4). Òîäi, ÿêó á
öèôðó íå íàïèñàâ îäèíàäöÿòîþ Òàðàñ, îòðèìàíå îäèíàäöÿòè-
öèôðîâå ÷èñëî íå áóäå äiëèòèñÿ íà 3.

2) Íi. Òàðàñ ïîâèíåí ïåðøîþ íàïèñàòè öèôðó 3, à äàëi ïiñëÿ
öèôðè 1 ïèñàòè öèôðó 2, ïiñëÿ öèôðè 2 ïèñàòè öèôðó 1, à ïiñëÿ
öèôðè 3 ïèñàòè öèôðó 3.

7 êëàñ

¬ Øóêàíèé ïðÿìîêóòíèê ìà¹ âèãëÿä

­ Íåõàé â ïåðøèé ìàãàçèí çàâåçëè 3x êã àïåëüñèíiâ, òîäi â äðó-
ãèé � 5x êã, à â òðåòié � 5x·1, 12 = 5, 6x êã. Îñêiëüêè 13, 6x = 680,
òî x = 50. Âiäïîâiäü. 150 êã, 250 êã òà 280 êã.

® Îñêiëüêè íîìåð ïåðøî¨ ñòîðiíêè, ùî âèïàëà, ¹ íåïàðíèì ÷è-
ñëîì, òî íîìåð îñòàííüî¨ ñòîðiíêè, ùî âèïàëà, ìà¹ áóòè ïàðíèì
i áiëüøèì çà 437 ÷èñëîì. Òîìó âií ðiâíèé 734.
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¯ Çàóâàæèìî, ùî êîæíîãî ðàçó, êîëè Ãàðði çàáèðà¹ 2 ÿêèõîñü êà-
ìiíöi, òî çàãàëüíà êiëüêiñòü êàìiíöiâ ó äâîõ êóïêàõ çìåíøó¹òüñÿ
íà 1, à êiëüêiñòü áiëèõ êàìiíöiâ çàëèøà¹òüñÿ íåïàðíèì ÷èñëîì.
Òîìó ïiñëÿ òîãî, ÿê Ãàðði çàáåðå 4035 ïàð êàìiíöiâ, â îáîõ êó-
ïêàõ çàëèøèòüñÿ ïî îäíîìó êàìiíöþ. Îòæå, 4036-þ ïàðîþ áóäå
ïàðà ðiçíîêîëüîðîâèõ êàìiíöiâ, òîìó îñòàííiì ç'ÿâèòüñÿ áiëèé
êàìiíåöü, ÿêîãî Ãàðði i çàáåðå íà çàâåðøåííÿ ñâî¹¨ ìiñi¨. Âñüîãî
Ãàðði ïåðåíåñå 8073 ìàãi÷íèõ êàìiíöÿ.

8 êëàñ

¬ Íåõàé D � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ AK i BL. Îñêiëüêè ∠ABD =
∠DBK, òî ∠BAD = ∠BKD. Îòæå, òðèêóòíèê ABK ðiâíîáå-
äðåíèé, àäæå ìà¹ äâà ðiâíi êóòè ïðî îñíîâi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
áiñåêòðèñà BD ¹ òàêîæ i ìåäiàíîþ â òðèêóòíèêó ABK. Òîäi LD
� öå âèñîòà i ìåäiàíà â òðèêóòíèêó ALK. Çíà÷èòü, òðèêóòíèê
ALK ðiâíîáåäðåíèé, òîìó AL = LK.

­ Íåõàé a � öå çðiñò Åíäi, à b � öå çðiñò Áàíäi. Çà óìîâîþ çàäà÷i{
b− 12 = 11(a− 6),
b− 8 = 9(a− 4).

Ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó i îòðèìà¹ìî, ùî a = 13, b = 89.
® Ç ïåðåòâîðåíü

2017!+2018!+2019! = 2017!(1+2018+2018 ·2019) = 2017! ·20192

âèïëèâà¹, ùî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 20192.
¯ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(n) ñóìó öèôð ÷èñëà n. Ïîêàæåìî, ùî ÷èñëî
n− S(n) êðàòíå äåâ'ÿòè. ßêùî n � îäíîöèôðîâå ÷èñëî, ùî n−
S(n) = 0. Íåõàé n � k-öèôðîâå ÷èñëî (k ≥ 2), n = a1 . . . ak. Òîäi

n− S(n) =

= 10ka1 +10k−1a2 + · · ·+10ak−1 +ak−(a1 +a2 + · · ·+ak−1 +ak) =

= a1(10k − 1) + a2(10k−1 − 1) + · · ·+ ak−1(10− 1).

Çðîçóìiëî, ùî âñi ÷èñëà, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â êîæíié äóæöi ïðàâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ äåâ'ÿòîê i òîìó êðàòíi 9.
Îòæå, i âñÿ ñóìà êðàòíà 9.

Çãiäíî ç äîâåäåíèì âèùå, ñóìà öèôð ÷èñëà n−S(n) òàêîæ êðà-
òíà äåâ'ÿòè. Ç iíøîãî áîêó, m = 10 íå êðàòíå äåâ'ÿòè. Îòæå, íå
iñíó¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i.
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° Íåõàé M1, . . . ,Mn � ìiñòà â Äiàãîíàëi¨ òà K � êîëî, íà ÿêîìó
ëåæàòü âñi ìiñòà.

Íåõàé n ≥ 5 � íåïàðíå ÷èñëî. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ç êîæíî-
ãî ìiñòà âèõîäèòü (n−3) äiàãîíàëi, ç ÿêèõ ðiâíî ïî äâi äiàãîíàëi
ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó. Ñïðàâäi, çðîçóìiëî, ùî âñi ìiñòà, ùî
ç'¹äíàíi ç äåÿêèì ìiñòîì Mk äiàãîíàëëþ äîâæèíîþ r ëåæàòü
íà êîëi Kr ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi Mk. Îñêiëüêè äâà êîëà
K i Kr ïåðåòèíàþòüñÿ ùîíàéáiëüøå â äâîõ òî÷êàõ, òî i òàêèõ
ìiñò ùîíàéáiëüøå äâà. Îòæå, ó âèïàäêó íåïàðíîãî n íàéìåí-
øà êiëüêiñòü îäíàêîâèõ çà äîâæèíîþ äiàãîíàëåé òà íàéáiëüøà
êiëüêiñòü îäíàêîâèõ çà äîâæèíîþ äiàãîíàëåé çáiãàþòüñÿ i äîðiâ-
íþþòü 2n

2 = n.

ßêùî æ n � ïàðíå, òî ç êîæíîãî ìiñòà âèõîäèòü íåïàðíà êiëü-
êiñòü äiàãîíàëåé: ïî äâi îäíàêîâèõ äîâæèí i ïî îäíié íàéäîâøié,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äiàìåòð êîëà. Â öüîìó âèïàäêó íàéáiëüøà
êiëüêiñòü îäíàêîâèõ äiàãîíàëåé � n (àíàëîãi÷íî ÿê i ó âèïàäêó
íåïàðíîãî n), à íàéìåíøà êiëüêiñòü îäíàêîâèõ äiàãîíàëåé � n

2 .

9 êëàñ

¬ Ç ïåðåòâîðåíü

2017! + 2018! = 2017!(1 + 2018) = 2017! · 2019

âèïëèâà¹, ùî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 2019.
­ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi x3 + 3x− 4 = 0 i çàóâàæèìî, ùî

x3 + 3x− 4 = x3 − 1 + 3x− 3 =

= (x− 1)(x2 + x+ 1) + 3(x− 1) = (x− 1)(x2 + x+ 4).

Îñêiëüêè x2 + x+ 4 > 0 äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë x, òî x = 1.
® Çà óìîâîþ çàäà÷i òðèêóòíèêè DBE òà CEF ðiâíîáåäðåíi. Ïî-

çíà÷èìî α = ∠BDE = ∠BED i β = ∠CEF = ∠CFE. Ç òðèêó-
òíèêà ABC ìà¹ìî, ùî

∠BAC = 180◦ − (180◦ − 2α)− (180◦ − 2β) = 2(α+ β)− 180◦.

Ç iíøîãî áîêó, êóòBEC � ðîçãîðíóòèé, òîìó α+β = 180◦−40◦ =
140◦. Îòæå, ∠BAC = 100◦.

¯ Äèâ. çàäà÷ó 8-5.
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° Äèâ. çàäà÷ó 8-4.

10 êëàñ

¬ Iñíó¹. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè, íàïðèêëàä, çðîñòàþ÷ó ãåîìåòðè-
÷íó ïðîãðåñiþ ç

b1 = 299 i q = 3
2 .

Òîäi bn = 2100−n · 3n−1 äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n. Öiëi ÷èñëà
100− n i n− 1 ¹ íåâiä'¹ìíèìè ïðè 1 ≤ n ≤ 100, òîìó ïåðøi 100
÷ëåíiâ öi¹¨ ïðîãðåñi¨ - öiëi ÷èñëà. À ïðè n ≥ 101 äðiá 3n−1

2n−100 �
íåñêîðîòíèé.

Ïiäõîäèòü òàêîæ áóäü-ÿêà çðîñòàþ÷à ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ ç

b1 = a99 i q = b
a ,

äå a i b � ïðîñòi ÷èñëà i b > a.
­ Îñêiëüêè 2019 · 2017 = 20182 − 1, òî äàíå ðiâíÿííÿ çàïèñó¹òüñÿ

ó âèãëÿäi
(x− 2018)(y + 2018) = −1.

Òîìó ÷èñëà x − 2018 i y + 2018 ¹ äiëüíèêàìè ÷èñëà −1. Îòæå,
ìà¹ìî {

x− 2018 = 1
y + 2018 = −1

àáî {
x− 2018 = −1
y + 2018 = 1.

Îòæå, (x, y) = (2019,−2019) àáî (x, y) = (2017,−2017).
® Îñêiëüêè

x+ 4
√
x− 4 = (

√
x− 4 + 2)2,

òî√
x+ 4

√
x− 4 =

√
(
√
x− 4 + 2)2 = |

√
x− 4 + 2| =

√
x− 4 + 2.

Òîìó íåðiâíiñòü ìà¹ òàêèé ðiâíîñèëüíèé âèãëÿä
√
x− 4 + 2 > x− 8.

Íåõàé t =
√
x− 4. Òîäi îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

t2 − t− 6 < 0,



91

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ ¹
t ∈ (−2; 3).

Âðàõóâàâøè, ùî t ≥ 0, îäåðæèìî

0 ≤
√
x− 4 < 3,

òîáòî
4 ≤ x < 13.

¯ Íåõàé A1, B1, C1 i D1 � ñåðåäèíè ñòîðií AB, BC, CD i DA
âiäïîâiäíî. Òîäi

1) A1B1C1D1 � ïàðàëåëîãðàì, îñêiëüêè éîãî ñòîðîíè ïàðàëåëüíi
äî äiàãîíàëåé ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ÿê ñåðåäíi ëiíi¨ âiäïîâiä-
íèõ òðèêóòíèêiâ.

2) Îñêiëüêè A1C1⊥B1D1, òî A1B1C1D1 � ðîìá, òîáòî A1B1 =
B1C1 = C1D1 = D1A1.

3) 4A1BB1 = 4C1CB1 (çà òðüîìà ñòîðîíàìè). Òîìó ∠B = ∠C.

4)4A1AD1 = 4C1DD1 (çà òðüîìà ñòîðîíàìè). Òîìó ∠A = ∠D.

Òåïåð ìà¹ìî

360◦ = ∠A+ ∠B + ∠C + ∠D = 2(∠A+ ∠B),

òîáòî ∠A+ ∠B = 180◦. Òîìó AD‖BC.
° Çàóâàæèìî, ùî çà îäèí õiä êiëüêiñòü ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ

ðÿäêiâ ìîæå çáiëüøèòèñü íà 1. Òîìó êîæíà ãðà çàêií÷èòüñÿ ïå-
ðåìîãîþ îäíîãî ç ãðàâöiâ.

Ìàêñèì ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø, ãðàþ÷è çãiäíî ç òàêèì
ïðàâèëîì:

ÿêùî Äåíèñ çàôàðáîâó¹ êëiòèíêó A, òî Ìàêñèì çàôàðáîâó¹
êëiòèíêó B, ÿêà ¹ ñèìåòðè÷íîþ êëiòèíöi A âiäíîñíî öåíòðà
òàáëèöi O.

Îñêiëüêè âñi êëiòèíêè òàáëèöi ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè ñèìåòðè-
÷íèõ êëiòèíîê i Ìàêñèì õîäèòü äðóãèì, òî îïèñàíå ïðàâèëî ¹
êîðåêòíèì i Ìàêñèì çàâæäè ìîæå ãðàòè çãiäíî ç íèì.

Íåõàé Ìàêñèì ãðà¹ çãiäíî ç öèì ïðàâèëîì. Òîäi ïiñëÿ êîæíî-
ãî õîäó Ìàêñèìà âñi çàôàðáîâàíi êëiòèíêè óòâîðþþòü ôiãóðó,
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ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî öåíòðà òàáëèöi O. Îñêiëüêè âñi ðÿäêè òà-
áëèöi ðîçáèâàþòüñÿ íà òðè ïàðè ñèìåòðè÷íèõ ðÿäêiâ, òî êiëü-
êiñòü ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ ðÿäêiâ ïiñëÿ õîäó Ìàêñèìà ¹ ïàð-
íîþ (0 àáî 2). Îòæå, ÿêùî õiä Ìàêñèìà íå ¹ âèãðàøíèì,
òî êiëüêiñòü ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ ðÿäêiâ ïiñëÿ éîãî
õîäó äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó íàñòóïíèé õiä Äåíèñà íå ¹
âèãðàøíèì, áî íå ìîæóòü çà îäèí õiä ç'ÿâèòèñü 2 ïîâíiñòþ
çàôàðáîâàíèõ ðÿäêè.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî õiä Ìàêñèìà íå ¹ âèãðàøíèì, òî íà-
ñòóïíèé õiä Äåíèñà òàêîæ íå ¹ âèãðàøíèì. Òîìó Äåíèñ
âèãðàòè íå ìîæå. Çíà÷èòü, âèãðà¹ Ìàêñèì.

11 êëàñ

¬ Çðîáèìî çàìiíó t = 3x i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

t2 + 1 = 10
3 t,

ÿêå ìà¹ ðîçâ'ÿçêè t1 = 3 i t2 = 1
3 . Òîìó x1 = 1 i x2 = −1.

­ ßêùî x > 0, òî ÷èñëî 2018x ïàðíå. Ç iíøîãî áîíó, ÷èñëî y2+y−1
íåïàðíå, îñêiëüêè ÷èñëî y2 +y = y(y+1) ïàðíå, ÿê äîáóòîê äâîõ
ñóñiäíiõ öiëèõ ÷èñåë. Òîìó ïðè x > 0 ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

Òåïåð íåõàé x = 0. Òîäi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

y2 + y − 2 = 0,

ÿêå ìà¹ ëèøå îäèí íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê y = 1. Îòæå, x = 0,
y = 1.

® Îñêiëüêè âïèñàíi â êîëî êóòè, ÿêi îïèðàþòüñÿ íà îäíó äóãó ¹
ðiâíèìè, òî ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

∠CBD = ∠CAD = ∠CAB = ∠CDB = ∠BDA = ∠BCA = α.

Òðèêóòíèêè 4ABC i 4BCD ðiâíîáåäðåíi. Òîìó

AB = BC = CD = a.

Îñêiëüêè AB = CD = a i ∠BAD = ∠CDA = 2α, ÷îòèðèêóòíèê
ABCD ¹ ðiâíîáåäðåíîþ òðàïåöi¹þ ç îñíîâàìè BC = a i AD =
2a.
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Íåõàé E � ñåðåäèíà AD. Òîäi AE = ED = a, à ÷îòèðèêóòíèêè
ABCE i BCDE � ïàðàëåëîãðàìè, ÿê ÷îòèðèêóòíèêè ç ïàðîþ
ðiâíèõ i ïàðàëåëüíèõ ñòîðií. Îòæå,

BE = CD = AB = CE = a.

Òðèêóòíèêè 4ABE, 4BCE i 4CDE � ðiâíîñòîðîííi. Òîìó
∠A = ∠D = 60◦ i ∠B = ∠C = 120◦.

¯ Îñêiëüêè | cosx| ≤ 1, òî

3 cosx+ cos(2x) + sin2 x =

= 3 cosx+ cos2 x− sin2 x+ sin2 x = 3 cosx+ cos2 x ≤ 4.

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Êîøi

|x|
π

+
4π

|x|
≥ 2

√
|x|
π

4π

|x|
= 4.

Îòæå, äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi{
3 cos x+ cos2 x = 4
|x|
π + 4π

|x| = 4.

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî |x| = 2π. Çàëèøèëîñü ïiäñòàâèòè ó
ïåðøå ðiâíÿííÿ. Òàêèì ÷èíîì, x = −2π àáî x = 2π.

° Çàóâàæèìî, ùî çà îäèí õiä êiëüêiñòü ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ
ðÿäêiâ ìîæå çáiëüøèòèñü íà 1. Òîìó êîæíà ãðà çàêií÷èòüñÿ ïå-
ðåìîãîþ îäíîãî ç ãðàâöiâ.

Äåíèñ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø, ãðàþ÷è çãiäíî ç òàêèìè
ïðàâèëàìè:

1) ïåðøèì õîäîì Äåíèñ çàôàðáîâó¹ öåíòðàëüíó êëiòèíêó;

2) ÿêùî ïåðåä éîãî õîäîì â ÿêîìóñü ðÿäêó çàôàðáîâàíî 6 êëi-
òèíîê, òî âií çàôàðáîâó¹ â öüîìó ðÿäêó îñòàííþ êëiòèíêó i
âèãðà¹ ãðó;

3) ÿêùî ïåðåä éîãî õîäîì â æîäíîìó ðÿäêó íå çàôàðáîâàíî 6
êëiòèíîê i Ìàêñèì ïîïåðåäíiì õîäîì çàôàðáîâó¹ êëiòèíêó A,
òî Äåíèñ çàôàðáîâó¹ êëiòèíêó B, ÿêà ¹ ñèìåòðè÷íîþ êëiòèíöi
A âiäíîñíî öåíòðà òàáëèöi O.
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Îñêiëüêè âñi êëiòèíêè òàáëèöi, êðiì öåíòðàëüíî¨, ðîçáèâàþòüñÿ
íà ïàðè ñèìåòðè÷íèõ êëiòèíîê, òî Äåíèñ çàâæäè ìîæå ãðàòè
çãiäíî ç äàíèìè ïðàâèëàìè.

Ðîçãëÿíåìî äâà ïîñëiäîâíi õîäè: Äåíèñà i Ìàêñèìà. Ïåðåä õî-
äîì Äåíèñà íåìà¹ ðÿäêiâ, â ÿêèõ çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, áî
iíàêøå Äåíèñ çàêií÷ó¹ ãðó. Òîìó ïiñëÿ õîäó Äåíèñà ðÿäêiâ, â
ÿêèõ çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, ¹ íå áiëüøå îäíîãî. Âñi
çàôàðáîâàíi êëiòèíêè óòâîðþþòü ôiãóðó, ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî
öåíòðà òàáëèöi O, àäæå Äåíèñ äî öüîãî ìîìåíòó ãðàâ ëèøå ñè-
ìåòðè÷íî. Çîêðåìà, 4-é ðÿäîê çàïîâíåíèé ñèìåòðè÷íî i â íüîìó
çàôàðáîâàíî íåïàðíó êiëüêiñòü êëiòèíîê i öÿ êiëüêiñòü íå äî-
ðiâíþ¹ 6. Âñi ðÿäêè òàáëèöi, êðiì 4-ãî, ðîçáèâàþòüñÿ íà òðè
ïàðè ñèìåòðè÷íèõ ðÿäêiâ. Òîìó i ñåðåä íèõ íåìà¹ òàêîãî, ó
ÿêîìó çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, áî iíàêøå òàêèõ ðÿäêiâ áóëà
á ïàðíà êiëüêiñòü >1. Îòæå, ïiñëÿ õîäó Äåíèñà ðÿäêiâ, â ÿêèõ
çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, íåìà¹. Òîìó íàñòóïíèì õîäîì
Ìàêñèì íå ìîæå çàâåðøèòè ãðó.

Òàêèì ÷èíîì, æîäíèé õiä Ìàêñèìà íå ¹ âèãðàøíèì. Òîìó
âèãðà¹ Äåíèñ.

2019 � 2020

6 êëàñ

¬ Ó âêàçàíîìó ìiñÿöi òðè íåäiëi ìîãëè ïðèïàñòè ëèøå íà òàêi
ïàðíi ÷èñëà: 2, 16 i 30. Òîìó 24-ãî ÷èñëà öüîãî ìiñÿöÿ áóäå ïî-
íåäiëîê.

­ Íåõàé ó Âàñèëüêà áóëî n ãîðiõiâ, òîäi ÷èñëî n − 1 ìà¹ áóòè
ñïiëüíèì êðàòíèì äëÿ ÷èñåë 4, 5 i 6. À ¹äèíèì òàêèì ÷èñëîì,
ìåíøèì çà ñòî, ¹ 60. Òîìó n = 61.

® Íåõàé îñòàííÿ öèôðà ðîêó íàðîäæåííÿ ó÷íÿ ðiâíà x. ßêùî
ó÷åíü íàðîäèâñÿ ìiæ 2000 i 2009 ðîêàìè âêëþ÷íî, òî ç óìîâè
îòðèìà¹ìî, ùî 3(2 + x) = 19− x, òîáòî 4x = 13, ùî íåìîæëèâî.
À ÿêùî ó÷åíü íàðîäèâñÿ â 2010 ðîöi àáî ïiçíiøå, òî îäåðæèìî,
ùî 3(3 + x) = 9 − x, çâiäêè 4x = 0, òîáòî x = 0. Îòæå, ó÷åíü
íàðîäèâñÿ â 2010 ðîöi, òîìó â 2019 ðîöi éîìó âèïîâíþ¹òüñÿ 9
ðîêiâ.
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¯ Äîâåäåìî, ùî òàê ðîçðiçàòè âêàçàíèé ïðÿìîêóòíèê íå ìîæíà.
Ðîçôàðáó¹ìî êëiòèíêè çàäàíîãî ïðÿìîêóòíèêà áiëèì i ÷îðíèì
êîëüîðàìè ïîäiáíî äî øàõiâíèöi. Òîäi êëiòèíîê îáîõ êîëüîðiâ
áóäå ïîðiâíó � ïî 14. Çàóâàæèìî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó ïîëîæåí-
íi Ò-ïîäiáíî¨ ôiãóðêè âñåðåäèíi òàê ðîçôàðáîâàíîãî ïðÿìîêó-
òíèêà òðè ¨¨ êëiòèíêè áóäóòü îäíîãî êîëüîðó, à îäíà � iíøîãî.
Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé ïðÿìîêóòíèê ìîæíà ðîçðiçàòè íà 7 Ò-
ïîäiáíèõ ôiãóðîê ç ÷îòèðüîõ êëiòèíîê. ßêùî ïîçíà÷èìî ÷åðåç
x êiëüêiñòü îòðèìàíèõ Ò-ïîäiáíèõ ôiãóðîê ç òðüîìà áiëèìè êëi-
òèíêàìè, òî îäåðæèìî, ùî áiëèõ êëiòèíîê íà öèõ ôiãóðêàõ áóäå
3x + 7 − x i öÿ êiëüêiñòü ìà¹ áóòè ðiâíà 14, çâiäêè 2x = 7, ùî
íåìîæëèâî.

7 êëàñ

¬ Ñòîðîíè âêàçàíîãî ïðÿìîêóòíèêà ðiâíi 30 ñì i 8 ñì, òîìó éîãî
ïëîùà äîðiâíþ¹ 240 ñì2.

­ Îñêiëüêè

ab+ bc+ ca = 10a+ b+ 10b+ c+ 10c+ a = 11(a+ b+ c),

òî ñóìà âêàçàíèõ ÷èñåë äiëèòüñÿ íà 11.
® Îñòàííi ÷îòèðè öèôðè ÷èñëà 2012 � öå 0401. Îñêiëüêè íàñ öi-

êàâëÿòü òiëüêè îñòàííi ÷îòèðè öèôðè ÷èñëà 2019, òî äîñòàòíüî
ïîìíîæèòè 401 íà 201, ùîá äiçíàòèñÿ îñòàííi öèôðè ÷èñëà 2013,
i öå áóäóòü öèôðè 0601. Äàëi, îñòàííi 4 öèôðè ÷èñëà 2014 �
öå îñòàííi 4 öèôðè ÷èñëà 601 · 201, òîáòî, 0801. Ìiðêóþ÷è ïî-
äiáíèì ÷èíîì, äiçíà¹ìîñÿ, ùî îñòàííi 4 öèôðè ÷èñëà 2019 �
öå 1801. Òîäi îñòàííi ÷îòèðè öèôðè ÷èñëà 2019 + 2019 � öå
1801 + 2019 = 3820.

¯ Äîâåäåìî, ùî òàê ðîçðiçàòè âêàçàíèé êâàäðàò íå ìîæíà. Ðîç-
ôàðáó¹ìî ñòîâï÷èêè çàäàíîãî êâàäðàòà ïî÷åðãîâî áiëèì i ÷îð-
íèì êîëüîðàìè. Òîäi êëiòèíîê îáîõ êîëüîðiâ áóäå ïîðiâíó � ïî
18. Çàóâàæèìî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó ïîëîæåííi Ã-ïîäiáíî¨ ôi-
ãóðêè âñåðåäèíi òàê ðîçôàðáîâàíîãî êâàäðàòà òðè ¨¨ êëiòèíêè
áóäóòü îäíîãî êîëüîðó, à îäíà � iíøîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî òà-
êèé êâàäðàò ìîæíà ðîçðiçàòè íà 9 Ã-ïîäiáíèõ ôiãóðîê ç ÷îòè-
ðüîõ êëiòèíîê. ßêùî ïîçíà÷èìî ÷åðåç x êiëüêiñòü îòðèìàíèõ
Ã-ïîäiáíèõ ôiãóðîê ç òðüîìà áiëèìè êëiòèíêàìè, òî îäåðæèìî,
ùî áiëèõ êëiòèíîê íà öèõ ôiãóðêàõ áóäå 3x+9−x i öÿ êiëüêiñòü
ìà¹ áóòè ðiâíà 18, çâiäêè 2x = 9, ùî íåìîæëèâî.
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8 êëàñ

¬ Çðîçóìiëî, ùî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äðîáó â ëiâié ÷àñòèíi
ðiâíÿííÿ ïîâèííi áóòè ðiâíi, òîáòî,

x = 3 +
1

1 + x
1−x

.

Ïåðåòâîðþþ÷è äðiá â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, îòðè-
ìó¹ìî ðiâíÿííÿ x = 3 + (1− x), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x = 2.

­ Ïîçíà÷èìî α = ∠ACB. Îñêiëüêè òðèêóòíèê RQC ðiâíîáåäðå-
íèé, òî ∠QRC = α. Òîäi ∠RQC = 180◦ − 2α, à ∠RQP = 2α =
∠RPQ, àäæå òðèêóòíèê RPQ ðiâíîáåäðåíèé. Çâiäñè ∠PRC =
180◦ − 3α, à ∠BRP = RBP = 3α, ùî âèïëèâà¹ ç ðiâíîáå-
äðåíîñòi òðèêóòíèêà RBP . Òîäi ∠CPB = 180◦ − 4α, çâiäêè
∠BAC = ∠BPA = 4α. Îòæå, â òðèêóòíèêó ABC ìà¹ìî, ùî
∠BCA = α, ∠BAC = 4α, ∠ABC = 155◦. Òàêèì ÷èíîì, 5α =
180◦ − 155◦ = 25◦, α = 5◦. Êóòè òðèêóòíèêà ABC ðiâíi 5◦, 20◦ i
155◦.

® Êîæíèé ó÷àñíèê ìîæå íàáðàòè âiä 0 äî 35 áàëiâ. Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî íàéáiëüøà êiëüêiñòü ðiçíèõ ðåçóëüòàòiâ ó÷àñíèêiâ ïiñëÿ
ïåðåâiðêè � 36. Îñêiëüêè âñüîãî ó÷àñíèêiâ 37, òî ïðèíàéìíi äâî¹
ç íèõ íàáåðóòü îäíàêîâó êiëüêiñòü áàëiâ.

¯ Íåõàé x � öå ÷èñëî, â ÿêîìó êîæíà ç öèôð 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9 çóñòði-
÷à¹òüñÿ ðiâíî 2018 ðàçiâ, à öèôðè 3, 6 i 7 íå çóñòði÷àþòüñÿ âçà-
ãàëi. Òîäi ñóìà öèôð ÷èñëà x äîðiâíþ¹ 2018(1+2+4+5+8+9) =
2018 ·29, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà 3. Ç iíøî-
ãî áîêó, ÷èñëî 2019k äiëèòüñÿ íàöiëî íà 3, áî ¹ ñòåïåíåì ÷èñëà,
êðàòíîãî òðüîì. Îòæå, òàêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k íå iñíó¹.

° (a)

(á) Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ðîçðiçàííÿ íà âêàçàíi ôiãóðè, ïðè ÷î-
ìó êâàäðàò 2 × 2 ìà¹ ñïiëüíó ìåæó ç âåëèêèì êâàäðàòîì. Ç
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ìiðêóâàíü ñèìåòði¨, ìîæíà ââàæàòè, ùî êâàäðàòèê 2 × 2 ðîç-
òàøîâàíèé â ïåðøîìó i äðóãîìó ðÿäêàõ òàáëèöi. Çàíóìåðó¹ìî
êîæíèé ðÿäîê òàáëèöi ÷èñëàìè âiä 1 äî 8, ÿê ïîêàçàíî íà ìà-
ëþíêó.

Òîäi ñóìà ÷èñåë, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â êâàäðàòèêó 2 × 2 ïðè áóäü-
ÿêîìó éîãî ðîçìiùåííi â ïåðøîìó i äðóãîìó ðÿäêàõ äîðiâíþ¹
6. Ñóìà ÷èñåë â êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó 1× 5 ÷è 5× 1 áóäå àáî
ñóìîþ ïîñëiäîâíèõ ï'ÿòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, àáî ñóìîþ ï'ÿòè
îäíàêîâèõ ÷èñåë, îòæå, áóäå êðàòíîþ 5. Òàêèì ÷èíîì, ñóìà ÷è-
ñåë ó âñiõ ôiãóðêàõ ïðè äiëåííi íà 5 áóäå äàâàòè â îñòà÷i 1. Ç
iíøîãî áîêó, ñóìà ÷èñåë â òàáëèöi äîðiâíþ¹

8(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8) = 8 · 36 = 288

i äà¹ ïðè äiëåííi íà 5 îñòà÷ó 3. Îòæå, òàêå ðîçðiçàííÿ íåìîæëè-
âå.

9 êëàñ

¬ Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

x2

2− x
=

9

5
,

çâiäêè îòðèìó¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ

5x2 + 9x− 18 = 0.

Ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ x = −3 òà x = 6
5 .

­ Ïîçíà÷èìî α = ∠ACB. Òîäi ∠CRS = α, àäæå òðèêóòíèê CRS
ðiâíîáåäðåíèé. Îñêiëüêè ∠QSR = π−∠RSC, à òðèêóòíèê QSR
ðiâíîáåäðåíèé, òî ∠QSR = ∠RQS = 2α i ∠QRS = π−4α. Äàëi,
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∠QRP = 3α, áî ∠QRC = π − 3α. Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi
ìiðêóâàííÿ, çíàõîäèìî, ùî ∠BAC = 5α. Îòæå, α+ 5α = 180◦−
144◦ = 36◦. Òàêèì ÷èíîì, α = 6◦. Êóòè òðèêóòíèêà ABC ðiâíi
6◦, 30◦ i 144◦.

® Ðîçãëÿíåìî ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

πx2 +
2019

2018
y2 +

3

x2
+

1

y2
> 3x2 + y2 +

3

x2
+

1

y2
=

= 3

(
x− 1

x

)2

+ 6 + (y − 1

y
)2 + 2 ≥ 8,

ç ÿêîãî âñå i âèïëèâà¹.
¯ Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä òðüîõ ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n+

1, n+ 2, n+ 3 îäíå äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà 3. Îñêiëüêè 2019 òåæ
äiëèòüñÿ íà 3, òî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ êðàòíà òðüîì. Òîäi ÷è-
ñëî n4 ïîâèííî äàâàòè â îñòà÷i 2 ïðè äiëåííi íà 3, áî ÷èñëî 2020
äà¹ â îñòà÷i 1 ïðè äiëåííi íà 3. Àëå n4 � öå êâàäðàò äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êâàäðàò íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà ïðè äiëåííi íà 3 ìîæå äàâàòè â îñòà÷i òiëüêè
0 i 1. Îòæå, äàíå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñëàõ.

° Äèâ. çàäà÷ó 8.5.

10 êëàñ

¬ Çíàéäåìî ñïî÷àòêó f(2) i f(4). Ìà¹ìî

f(2) = f(0 + 2) =
f(0)

5f(0)− 1
=

1

5 · 1− 1
=

1

4

i

f(4) = f(2 + 2) =
f(2)

5f(2)− 1
=

1
4

5 · 1
4 − 1

= 1.

Òåïåð àíàëîãi÷íî, f(6) = f(4 + 2) = 1
4 , f(8) = f(6 + 2) = 1,

f(10) = f(8 + 2) = 1
4 , f(12) = f(10 + 2) = 1 i òàê äàëi. Îòæå,

äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî f(4k − 2) = 1
4 i f(4k) = 1. Çîêðåìà,

f(50) = f(4 · 13− 2) = 1
4 .

­ Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íàñòóïíèì íåðiâíîñòÿì

(x10 − 1)(x9 − 1) > 0
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(x5 − 1)(x5 + 1)(x9 − 1) > 0.

Íóëÿìè ëiâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ¹ òî÷êè x = ±1. Ìå-
òîäîì iíòåðâàëiâ îäåðæó¹ìî, ùî x ∈ (−1, 1) ∪ (1,+∞).

® Ïåðåíåñåìî âñi âèðàçè, ÿêi ìiñòÿòü çìiííi, ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ó
ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ i óòâîðèìî ïîâíi êâàäðàòè. Îäåðæèìî
íàñòóïíi ðiâíîñèëüíi ðiâíÿííÿ:

4x2 + 4x+ y2 + 6y = 75

(2x+ 1)2 + (y + 3)2 = 85.

Îòæå, ÷èñëî 85 ïîòðiáíî ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ äâîõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öå ìîæíà çðîáèòè
äâîìà ñïîñîáàìè: 85 = 49 + 36 = 81 + 4. Îñêiëüêè ÷èñëî 2x + 1
� íåïàðíå, òî 2x + 1 = 7 i y + 3 = 6, àáî 2x + 1 = 9 i y + 3 = 2.
Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêè ïîâèííi áóòè íàòóðàëüíèìè, òî x = 3, y = 3.

¯ Íåõàé ABC � äàíèé òðèêóòíèê, D � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC, AD
� âiäïîâiäíà ìåäiàíà, O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà i AB = AD.

Äîâåäåìî, ùî D = O. Ïðèïóñòèìî, ùî D 6= O. Çàóâàæèìî, ùî
öåíòð îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà êîëà ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó
ñåðåäèííèõ ïåðïåíäèêóëÿðiâ äî ñòîðií òðèêóòíèêà. Îòæå, äâi
ðiçíi òî÷êè D i O ëåæàòü íà ìåäiàíi AD i ñåðåäèííîìó ïåðïåí-
äèêóëÿði äî ñòîðîíè BC. Öå îçíà÷à¹, ùî ìåäiàíà AD ¹ âèñîòîþ
òðèêóòíèêà ABC. Òîìó òðèêóòíèê ABC ðiâíîáåäðåíèé, à ñàìå
AB = AC. Àëå òîäi AD < AB, àäæå AD � âèñîòà. Òàêèì ÷èíîì,
ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü i D = O.

Îñêiëüêè öåíòð îïèñàíîãî êîëà O ¹ ñåðåäèíîþ ñòîðîíè BC, òî
BC ¹ äiàìåòðîì öüîãî êîëà i òðèêóòíèê ABC ïðÿìîêóòíèé ç
ãiïîòåíóçîþ BC. Îòæå, ∠A = 90◦. Îñêiëüêè AB = B

C , òî ∠C =
30◦ i ∠B = 60◦.

° Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà A = a1a2 . . . an, äå n ≥ 2, ïîçíà÷èìî

B = a1a2 . . . an−1 > 0.

Òîäi çãiäíî ç óìîâîþ ìà¹ìî

A− f(A) = (10B + an)− (B + an) = 9B > 0.

Çîêðåìà, ÷èñëî A− f(A) äiëèòüñÿ íà 9 i f(A) < A− 1.
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à) Íåõàé íà äîøöi çàïèñàíå áàãàòîöèôðîâå ÷èñëî C. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî ìè çìîæåìî çàñòîñóâàòè îïèñàíó îïåðàöiþ äî öüîãî
÷èñëà ïðèíàéìíi k = C ðàçiâ. Ïîçíà÷èìî

C0 = C, C1 = f(C0), C2 = f(C1), . . . , Ck = f(Ck−1).

Òîäi ìà¹ìî

0 < Ck < Ck−1 − 1 < Ck−2 − 2 < · · · < C1 − (k − 1) <

< C0 − k = C − C = 0.

Îòæå, ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü i çàñòîñóâàòè îïåðàöiþ k ìè íå
çìîæåìî. Öå îçíà÷à¹, ùî çà ìåíøå, íiæ k êðîêiâ ìè îäåðæèìî
îäíîöèôðîâå ÷èñëî.

á) Íåõàé D � öå ÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç 1010 îäèíèöü i 1009
äâiéîê, i d � öå îäíîöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå îäåðæèòüñÿ íà äîøöi
ïiñëÿ áàãàòîðàçîâîãî çàñòîñóâàííÿ îïèñàíî¨ âèùå îïåðàöi¨. Ç äî-
âåäåíîãî íà ïî÷àòêó âèïëèâà¹, ùî îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 9 ÷èñëà,
çàïèñàíîãî íà äîøöi, íå çìiíþ¹òüñÿ ç êîæíèì êðîêîì. Òîìó ÷è-
ñëî d ïðè äiëåííi íà 9 äà¹ òàêó æ îñòà÷ó, ÿê i ïî÷àòêîâå ÷èñëî
D. Çíàéäåìî öþ îñòà÷ó.

Îñêiëüêè ÷èñëî ïðè äiëåííi íà 9 äà¹ òàêó æ îñòà÷ó, ÿê i ñóìà
éîãî öèôð, òî øóêàíà îñòà÷à r ¹ îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ íà 9 ÷èñëà
1 · 1010 + 2 · 1009 = 3028. Îòæå, r = 4, òîáòî öèôðà d äà¹ îñòà÷ó
4 ïðè äiëåííi íà 9. Òàêèì ÷èíîì, d = 4.

11 êëàñ

¬ Çíàéäåìî ñïî÷àòêó f(2) i f(4). Ìà¹ìî

f(2) = f(0 + 2) =
f(0)

5f(0)− 1
=

1

5 · 1− 1
=

1

4

i

f(4) = f(2 + 2) =
f(2)

5f(2)− 1
=

1
4

5 · 1
4 − 1

= 1.

Òåïåð àíàëîãi÷íî, f(6) = f(4 + 2) = 1
4 , f(8) = f(6 + 2) = 1,

f(10) = f(8 + 2) = 1
4 , f(12) = f(10 + 2) = 1 i òàê äàëi. Îòæå,

äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî f(4k − 2) = 1
4 i f(4k) = 1. Çîêðåìà,

f(100) = f(4 · 25) = 1.
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­ Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íàñòóïíié íåðiâíîñòi

1 >
(

3
19

)x
+
(

5
19

)x
+
(

11
19

)x
.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) =
(

3
19

)x
+
(

5
19

)x
+
(

11
19

)x
¹ ñòðîãî

ñïàäíîþ, ÿê ñóìà ñòðîãî ñïàäíèõ ôóíêöié, i f(1) = 1. Òîìó
ðîçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi f(x) < 1 ¹ iíòåðâàë (1,+∞).

® Îñêiëüêè

1009 cos2 πx
3 ≤ 1009 i 1010 cos2 πx

673 ≤ 1010,

òî ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi{
cos2 πx

3 = 1
cos2 πx

673 = 1.

Çàóâàæèìî, ùî cos2 t = 1 ïðè t = πn, n ∈ Z. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ
ðîçâ'ÿçàòè òàêó ñèñòåìó:{

πx
3 = πn
πx
673 = πm,

äå m,n � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà. Çâiäñè ìà¹ìî{
x = 3n
x = 673m,

Îòæå, x � öiëå ÷èñëî, ÿêå íàöiëî äiëèòüñÿ íà 3 i íà 673. Îñêiëüêè
3 i 673 � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî x äiëèòüñÿ íà 3 · 673 = 2019. Òàêèì
÷èíîì, x = 2019k, äå k ∈ Z.

¯ Íåõàé O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC. Äî-
âåäåìî, ùî D = O. Ïðèïóñòèìî, ùî D 6= O. Çàóâàæèìî, ùî
öåíòð îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà êîëà ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó
ñåðåäèííèõ ïåðïåíäèêóëÿðiâ äî ñòîðií òðèêóòíèêà. Îòæå, äâi
ðiçíi òî÷êè D i O ëåæàòü íà ìåäiàíi AD i ñåðåäèííîìó ïåðïåí-
äèêóëÿði äî ñòîðîíè BC. Öå îçíà÷à¹, ùî ìåäiàíà AD ¹ âèñîòîþ
òðèêóòíèêà ABC. Òîìó òðèêóòíèê ABC ðiâíîáåäðåíèé, à ñàìå
AB = AC. Àëå òîäi AD < AB, àäæå AD � âèñîòà. Ç iíøîãî
áîêó, AD = 13 ñì i AB = 10 ñì. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè
ñóïåðå÷íiñòü i D = O.

Îñêiëüêè öåíòð îïèñàíîãî êîëà O ¹ ñåðåäèíîþ ñòîðîíè BC, òî
BC ¹ äiàìåòðîì öüîãî êîëà i òðèêóòíèê ABC ïðÿìîêóòíèé ç
ãiïîòåíóçîþ BC. Òîäi BC = 2OA = 2DA = 26 ñì, i AC = 24 ñì.
Ïåðèìåòð òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 60 ñì.
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° Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà A = a1a2 . . . an, äå n ≥ 2, ïîçíà÷èìî

B = a1a2 . . . an−1 > 0.

Òîäi çãiäíî ç óìîâîþ ìà¹ìî

A− f(A) = (10B + an)− (B + an) = 9B > 0.

Çîêðåìà, ÷èñëî A− f(A) äiëèòüñÿ íà 9 i f(A) < A− 1.

à) Íåõàé íà äîøöi çàïèñàíå áàãàòîöèôðîâå ÷èñëî C. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî ìè çìîæåìî çàñòîñóâàòè îïèñàíó îïåðàöiþ äî öüîãî
÷èñëà ïðèíàéìíi k = C ðàçiâ. Ïîçíà÷èìî

C0 = C, C1 = f(C0), C2 = f(C1), . . . , Ck = f(Ck−1).

Òîäi ìà¹ìî

0 < Ck < Ck−1 − 1 < Ck−2 − 2 < · · · < C1 − (k − 1) <

< C0 − k = C − C = 0.

Îòæå, ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü i çàñòîñóâàòè îïåðàöiþ k ðà-
çiâ ìè íå çìîæåìî. Öå îçíà÷à¹, ùî çà ìåíøå, íiæ k êðîêiâ ìè
îäåðæèìî îäíîöèôðîâå ÷èñëî.

á) Íåõàé D = 123456789 . . . 2019 i d � öå îäíîöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå
îäåðæèòüñÿ íà äîøöi ïiñëÿ áàãàòîðàçîâîãî çàñòîñóâàííÿ îïèñà-
íî¨ âèùå îïåðàöi¨. Ç äîâåäåíîãî íà ïî÷àòêó âèïëèâà¹, ùî îñòà÷à
âiä äiëåííÿ íà 9 ÷èñëà, çàïèñàíîãî íà äîøöi, íå çìiíþ¹òüñÿ ç êî-
æíèì êðîêîì. Òîìó ÷èñëî d ïðè äiëåííi íà 9 äà¹ òàêó æ îñòà÷ó,
ÿê i ïî÷àòêîâå ÷èñëî D. Çíàéäåìî öþ îñòà÷ó.

Îñêiëüêè ÷èñëî ïðè äiëåííi íà 9 äà¹ òàêó æ îñòà÷ó, ÿê i ñóìà
éîãî öèôð, òî øóêàíà îñòà÷à r ¹ îñòà÷îþ âiä äiëåííÿ íà 9 ÷èñëà

1 + 2 + 3 + · · ·+ 2019 = 1010 · 2019.

Ó ñâîþ ÷åðãó, ÷èñëî 1010 · 2019 ïðè äiëåííi íà 9 äà¹ òàêó æ
îñòà÷ó, ÿê i ÷èñëî (1 + 0 + 1 + 0)(2 + 0 + 1 + 9) = 24. Îòæå, r = 6,
òîáòî öèôðà d äà¹ îñòà÷ó 6 ïðè äiëåííi íà 9. Òàêèì ÷èíîì, d = 6.
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2020 � 2021

8 êëàñ

¬ Ïîçíà÷èìî ÷èñëà, çàïèñàíi íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, ÷åðåç a, b, c
òà d. Òîäi ó âåðøèíàõ êâàäðàòà áóäóòü çàïèñàíi ÷èñëà ab, bc, cd,
ad. Çà óìîâîþ,

ab+ bc+ cd+ ad = 91 ⇔ (a+ c) (b+ d) = 91.

Îñêiëüêè êîæíèé ç íàòóðàëüíèõ ìíîæíèêiâ a+c òà b+d ñòðîãî
áiëüøèé çà îäèíèöþ i ÷èñëî 91 ¹äèíèì ÷èíîì ðîçêëàäà¹òüñÿ ó
äîáóòîê äâîõ íàòóðàëüíèõ ìíîæíèêiâ, áiëüøèõ çà îäèíèöþ, òî
îäèí ç öèõ ìíîæíèêiâ äîðiâíþ¹ 7, à iíøèé äîðiâíþ¹ 13. Îòæå,

a+ b+ c+ d = 20.

­ Íåõàé A = abc, äå a− c ≥ 2. Òîäi

B = cab,

C = abc− cab = (a− c− 1)9(10 + c− a),

D = (10 + c− a)9(a− c− 1).

Òîìó C +D = 1089.

® Íåõàé ABCD � çàäàíà òðàïåöiÿ, à E � ñåðåäèíà áiëüøî¨ îñíîâè
AD. Îñêiëüêè ó ÷îòèðèêóòíèêó ABCE ïðîòèëåæíi ñòîðîíè BC
i AE ïàðàëåëüíi òà ðiâíi, òî öåé ÷îòèðèêóòíèê � ïàðàëåëîãðàì.
Îòæå, CE = AB. Àíàëîãi÷íî, BE = CD. Òîìó òðèêóòíèêè
ABE, BCE òà CDE ïðàâèëüíi. Òàêèì ÷èíîì, ∠A = ∠D = 60◦,
∠B = ∠C = 120◦.

¯ Íi. Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâèõ äâîõ âèðàçiâ ïðè a = b = 1
êðàòíi 5, òî çíà÷åííÿ áóäü-ÿêèõ çàïèñàíèõ íà äîøöi âiäïîâiäíî
äî óìîâè çàäà÷i âèðàçiâ ïðè a = b = 1 òàêîæ ïîâèííi áóòè
êðàòíi 5. Àëå çíà÷åííÿ âêàçàíîãî â óìîâi âèðàçó ïðè a = b = 1
ðiâíå 2026, òîìó âîíî íå êðàòíå 5.
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° Îäíîãî çâàæóâàííÿ, î÷åâèäíî, íå âèñòà÷èòü, Ïîêàæåìî, ùî äî-
ñòàòíüî äâîõ çâàæóâàíü. Çàóâàæèìî, ùî âàãà 6 ìîíåò ç êóïêè
íåïàðíà.

Ïåðøå çâàæóâàííÿ: Âiäêëàäà¹ìî îäíó ç 6 ìîíåò â ñòîðîíó,
êëàäåìî íà øàëüêè ïî òðè ìîíåòè, âêëþ÷àþ÷è ñüîìó ìîíåòó
(íàçâåìî ¨¨ X).

I âèïàäîê. Ðiâíîâàãà. Òîäi âàãè âiäêëàäåíî¨ ìîíåòè òà ìîíå-
òè X � ðiçíî¨ ïàðíîñòi. Òîìó â äðóãîìó çâàæóâàííi äîñèòü
ïîðiâíÿòè öi äâi ìîíåòè: ëåãøà âàæèòü 10 ã, âàæ÷à � 11 ã.

II âèïàäîê. Ïåðåâàæèëà øàëüêà ç ìîíåòîþ X. Òîäi íà öié
øàëüöi íå ìåíøå, íiæ äâi ìîíåòè âàãîþ ïî 11 ã. Òîìó â äðó-
ãîìó çâàæóâàííi ïîðiâíþ¹ìî ìîíåòó X ç äîâiëüíîþ ìîíåòîþ
ç øàëüêè, äå ìîíåòà X. ßêùî ðiâíîâàãà, òî X âàæèòü 11 ã, â
iíøèõ âèïàäêàõ ëåãøà ìîíåòà âàæèòü 10 ã, âàæ÷à � 11 ã.

III âèïàäîê. Ïåðåâàæèëà øàëüêà áåç ìîíåòè X. Òîäi íà øàëü-
öi ç ìîíåòîþ X íå ìåíøå, íiæ äâi ìîíåòà âàãîþ ïî 10 ã. Òîìó
â äðóãîìó çâàæóâàííi ïîðiâíþ¹ìî ìîíåòó X ç äîâiëüíîþ ìî-
íåòîþ ç øàëüêè, äå ìîíåòà X. ßêùî ðiâíîâàãà, òî X âàæèòü 10
ã, â iíøèõ âèïàäêàõ ëåãøà ìîíåòà âàæèòü 10 ã, âàæ÷à � 11 ã.

9 êëàñ

¬ Ïîçíà÷èìî x1 òà x2 êîðåíi ðiâíÿííÿ. Çà òåîðåìîþ Âi¹òà, x1 ·x2 =
q. Îñêiëüêè q � ïðîñòå, òî îäèí ç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (ñêàæiìî, x1)
äîðiâíþ¹ 1 àáî −1.

Ïðèïóñòèìî, ùî x1 = 1. Òîäi ç ðiâíÿííÿ ìà¹ìî q = −573, ùî íå-
ìîæëèâî. Îòæå, x1 = −1. Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî,
ùî q = 571.

­ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sa � ñóìó öèôð ÷èñëà a, Sb � ñóìó öèôð ÷èñëà

b. Òîäi a = 4Sb i b = 3Sa. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî b
...3. Òîäi Sb

...3. Òîìó

a
...12. Çîêðåìà, a

...3. À òîäi Sa
...3, çâiäêè b

...9. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Sb
...9, îòæå, a

...36. Çîêðåìà, a
...9, çâiäêè b

...27. Òàêèì ÷èíîì,

a ∈ {36, 72, 108, 144, 180, 216, 252, 288}.

ßêùî a = 36, òî b = 27. Ðåøòà ÷èñåë íå ïiäõîäÿòü.



105

® Íåõàé ∠BAD = α. Òîäi ∠MAD = 60◦ + α, îñêiëüêè òðèêóòíèê
MAB ðiâíîñòîðîííié. Àíàëîãi÷íî, ∠KCD = 60◦+α. Ç òîãî, ùî
òðèêóòíèêè MAB i CBK ðiâíîñòîðîííi òà ç îçíà÷åííÿ ïàðà-
ëåëîãðàìà âèïëèâà¹, ùî MA = AB = CD i CK = BC = AD.
Îòæå, òðèêóòíèêè MAD i DKC ðiâíi çà ïåðøîþ îçíàêîþ ðiâ-
íîñòi òðèêóòíèêiâ. Òîìó MD = KD.

Çàóâàæèìî òåïåð, ùî ∠ABC = 180◦ − α, ∠MBA = ∠KBC =
60◦, çâiäêè ∠MBK = 360◦ −∠MBA−∠KBC = 60◦ + α. Îòæå,
∠MBK = ∠MAD. Äàëi, îñêiëüêè MB = MA, à BK = AD, òî
∆MBK = ∆DAM . Òàêèì ÷èíîì, MK = MD.

¯ Íå ìîæå. Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâèõ äâîõ âèðàçiâ ïðè x = 1
êðàòíi 5, òî çíà÷åííÿ áóäü-ÿêèõ çàïèñàíèõ íà äîøöi âiäïîâiäíî
äî óìîâè çàäà÷i âèðàçiâ ïðè x = 1 òàêîæ ïîâèííi áóòè êðàòíi 5.
Àëå çíà÷åííÿ âêàçàíîãî â óìîâi âèðàçó ïðè x = 1 ðiâíå 11, ùî
íå êðàòíå 5.

° Äèâ. çàäà÷ó 8-5.

10 êëàñ

¬ Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ñóìè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, îòðè-
ìó¹ìî ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííÿ

22021 − 1 = 2x2 + 4x+ 1,

òîáòî
22020 = (x+ 1)2.

Çâiäêè
x = ±21010 − 1.

­ Ïîñëiäîâíî âèðàæà¹ìî ÷åðåç f(x) i f(x− 1) çíà÷åííÿ f(x+ 2) i
f(x+ 3). Îòðèìó¹ìî

f(x+ 2) =
√

2f(x+ 1)− f(x) =

=
√

2(
√

2f(x)− f(x− 1))− f(x) = f(x)−
√

2f(x− 1)

i
f(x+ 3) =

√
2f(x+ 2)− f(x+ 1) =

=
√

2(f(x)−
√

2f(x− 1))− (
√

2f(x)− f(x− 1)) = −f(x− 1).

Îòæå,
f(x+ 3) = −f(x− 1)
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äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x. Òîìó

f(x+ 8) = −f(x+ 4) = f(x)

i ôóíêöiÿ f ïåðiîäè÷íà ç ïåðiîäîì 8.
® Ñïî÷àòêó ìiðêó¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 3 i 9.

×èñëî b äiëèòüñÿ (íàöiëî) íà 3. Òîìó ñóìà öèôð ÷èñëà b äiëèòüñÿ
íà 3. Îòæå, ÷èñëî a äiëèòüñÿ íà 3. Òîìó ÷èñëî b äiëèòüñÿ íà 9.
Òîìó ñóìà öèôð ÷èñëà b äiëèòüñÿ íà 9. Îòæå, ÷èñëî a äiëèòüñÿ
íà 9. Çâiäêè ÷èñëî b äiëèòüñÿ íà 27.

Òåïåð îöiíèìî ÷èñëî b çâåðõó. Íåõàé ÷èñëî b ñêëàäà¹òüñÿ ç n
öèôð. Òîäi ñóìà éîãî öèôð S(b) ≤ 9n. Òîäi

a = 2S(b) ≤ 18n.

Òîìó äëÿ ñóìè öèôð S(a) ÷èñëà a ìà¹ìî

S(a) ≤ a ≤ 18n.

Îòæå,
b = 3S(a) ≤ 54n.

Òàêèì ÷èíîì,
10n−1 ≤ b ≤ 54n.

Îñêiëüêè
103 > 54 · 4,

òî
10n−1 > 54n

äëÿ âñiõ n ≥ 4. Òàêèì ÷èíîì, n ≤ 3 i b ≤ 54n ≤ 162.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïiäõîäèòü ëèøå b = 27 i a = 18.
¯ Íåõàé P � òî÷êà ïåðåòèíó BM ç AC. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà-

þòü íàñòóïíi ðiâíîñòi êóòiâ, ÿêi îïèðàþòüñÿ â ðiâíèõ êîëàõ íà
îäíàêîâi äóãè,

∠MAC = ∠MBC, ∠MBA = ∠MCA i ∠MCB = ∠MAB.

Äîäàâøè öi òðè ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî:

∠MAC + ∠MBA+ ∠MCB = ∠MBC + ∠MCA+ ∠MAB.
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Îñêiëüêè ñóìà âñiõ öèõ êóòiâ 180◦, òî

∠MAC + ∠MBA+ ∠MCB = 90◦.

Â òðèêóòíèêó BPC ìà¹ìî

∠BPC = 180◦ − (∠MBC + ∠MCA+ ∠MCB) =

= 180◦ − (∠MAC + ∠MBA+ ∠MCB) = 180◦ − 90◦ = 90◦,

îòæå, BP - âèñîòà.
° Ðîçâ'ÿæåìî çàãàëüíiøó çàäà÷ó: äëÿ 3n−2 ó÷àñíèêiâ, ñåðåä ÿêèõ

ïîòðiáíî çíàéòè n ïîïàðíî íåçíàéîìèõ ó÷íiâ ( íàøà çàäà÷à
âiäïîâiäà¹ n = 100). Ìè áóäåìî ìiðêóâàòè iíäóêöi¹þ âiäíîñíî
n ≥ 2.

Äëÿ n = 2 çàäà÷à ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âîíèì âiðíî äëÿ 3k − 2 ó÷àñíè-
êiâ i äîâåäåìî éîãî äëÿ 3k + 1 ó÷àñíèêà. Âèáåðåìî áóäü-ÿêîãî
ó÷àñíèêà îëiìïiàäè. Âií çíàéîìèé íå áiëüø íiæ ç äâîìà ó÷à-
ñíèêàìè. Òîìó âií íåçíàéîìèé íå ìåíø, íiæ ç 3k − 2 ó÷àñíè-
êàìè. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ñåðåä íèõ çíàéäóòüñÿ k
ó÷àñíèêiâ, ïîïàðíî íåçíàéîìèõ ìiæ ñîáîþ. Âîíè ðàçîì ç ðàíi-
øå âèáðàíèì ó÷àñíèêîì óòâîðÿòü ãðóïó ç k + 1 ó÷àñíèêà, ÿêi
ïîïàðíî íåçíàéîìi ìiæ ñîáîþ, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ äëÿ
3k + 1 ó÷àñíèêà.

Òâåðäæåííÿ äëÿ 3n− 3 ó÷àñíèêiâ íå ¹ âiðíèì. Äëÿ ïiäòâåðäæå-
ííÿ öüîãî äîñèòü ðîçáèòè âñiõ ó÷àñíèêiâ íà (n − 1) ãðóïó ïî 3
ó÷àñíèêà, ÿêi çíàéîìi ëèøå ç óñiìà ó÷íÿìè, ÿêi âõîäÿòü ç íèìè
â îäíó ãðóïó.

11 êëàñ

¬ Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ñóìè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, îòðè-
ìó¹ìî ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííÿ

32022 − 1 = 2(4x3 + 6x2 + 3x),

òîáòî
32022 = (2x+ 1)3.

Çâiäêè

x =
3674 − 1

2
.
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­ Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó ïåðåòâîðåííÿ ñóìè ñèíóñiâ ÷è êîñèíóñiâ
â äîáóòîê, îòðèìó¹ìî

sin x+ sin(3x) = 2 sin(2x) cos x

i
cos x+ cos(3x) = 2 cos(2x) cos x.

Òîìó âèõiäíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íàñòóïíié íåðiâíîñòi

(sin(2x)− cos(2x))(1 + 2 cos x) > 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è íà ïðîìiæêó [0, 2π] ðiâíÿííÿ

sin(2x) = cos(2x) i cos x = 1
2 ,

çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè:

x = π
8 ,

5π
8 ,

2π
3 ,

9π
8 ,

4π
3 ,

13π
8 .

Ìåòîäîì iíòåðâàëiâ îäåðæó¹ìî âiäïîâiäü:

x ∈
[
π
8 ,

5π
8

]
∪
[

2π
3 ,

9π
8

]
∪
[

4π
3 ,

13π
8

]
.

® Îñêiëüêè ÷èñëî a i ñóìà éîãî öèôð S(a) ìàþòü îäíàêîâi îñòà÷i
ïðè äiëåííi íà 9, òî ÷èñëî

4S(a) = a− S(a)

äiëèòüñÿ íà 9. Òîìó S(a) äiëèòüñÿ íà 9. Îòæå ÷èñëî a äiëèòüñÿ
íà 45.

Òåïåð îöiíèìî ÷èñëî a çâåðõó. Íåõàé ÷èñëî a ñêëàäà¹òüñÿ ç n
öèôð. Òîäi S(a) ≤ 9n i

a = 5S(a) ≤ 45n.

Òàêèì ÷èíîì,
10n−1 ≤ a ≤ 45n.

Îñêiëüêè
103 > 45 · 4,

òî
10n−1 > 45n

äëÿ âñiõ n ≥ 4. Òàêèì ÷èíîì, n ≤ 3 i a ≤ 45n ≤ 135.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïiäõîäèòü ëèøå a = 45.
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¯ Íåõàé P � òî÷êà ïåðåòèíó BM ç AC. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà-
þòü íàñòóïíi ðiâíîñòi êóòiâ, ÿêi îïèðàþòüñÿ â ðiâíèõ êîëàõ íà
îäíàêîâi äóãè,

∠MAC = ∠MBC, ∠MBA = ∠MCA i ∠MCB = ∠MAB.

Äîäàâøè öi òðè ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî:

∠MAC + ∠MBA+ ∠MCB = ∠MBC + ∠MCA+ ∠MAB.

Îñêiëüêè ñóìà âñiõ öèõ êóòiâ 180◦, òî

∠MAC + ∠MBA+ ∠MCB = 90◦.

Â òðèêóòíèêó BPC ìà¹ìî

∠BPC = 180◦ − (∠MBC + ∠MCA+ ∠MCB) =

= 180◦ − (∠MAC + ∠MBA+ ∠MCB) = 180◦ − 90◦ = 90◦,

îòæå, BP � âèñîòà.
° Áóäåìî ìiðêóâàòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âiäíîñíî n ≥

2.

Äëÿ n = 2 çàäà÷à ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì âiðíî äëÿ 5k−4 ó÷àñíèêiâ
i äîâåäåìî éîãî äëÿ 5k + 1 ó÷àñíèêà. Âèáåðåìî áóäü-ÿêîãî ó÷à-
ñíèêà îëiìïiàäè. Âií çíàéîìèé íå áiëüø íiæ ç 4-ìà ó÷àñíèêàìè.
Òîìó âií íåçíàéîìèé íå ìåíø, íiæ ç 5k− 4 ó÷àñíèêàìè. Çãiäíî
ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ñåðåä íèõ çíàéäóòüñÿ k ó÷àñíèêiâ, ïî-
ïàðíî íåçíàéîìèõ ìiæ ñîáîþ. Âîíè ðàçîì ç ðàíiøå âèáðàíèì
ó÷àñíèêîì óòâîðÿòü ãðóïó ç k+ 1 ó÷àñíèêà, ÿêi ïîïàðíî íåçíà-
éîìi ìiæ ñîáîþ, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ äëÿ 5k+1 ó÷àñíèêà.

Òâåðäæåííÿ äëÿ 5n− 5 ó÷àñíèêiâ íå ¹ âiðíèì. Äëÿ ïiäòâåðäæå-
ííÿ öüîãî äîñèòü ðîçáèòè âñiõ ó÷àñíèêiâ íà (n − 1) ãðóïó ïî 5
ó÷àñíèêiâ, ÿêi çíàéîìi ëèøå ç óñiìà ó÷íÿìè, ÿêi âõîäÿòü ç íèìè
â îäíó ãðóïó.
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2021 � 2022

6 êëàñ

¬ Ðóäèõ êîðèñòóâà÷iâ âñüîãî 12324 : 3
10 = 41080, à òîäi óñiõ êîðè-

ñòóâà÷iâ ñîöìåðåæi 41080 : 1
10 = 410800.

­ Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðèìåòðó äðóãî¨ ôîòîðàìêè ïîòðiáíî ÷îòèðè
ðàçè äîäàòè øèðèíó ôîòîãðàôi¨ òà ÷îòèðè ðàçè äîäàòè äîâæèíó
ôîòîãðàôi¨, òîáòî, ïåðèìåòð öi¹¨ ôîòîðàìêè ¹ âäâi÷i áiëüøèì çà
ïåðèìåòð ôîòîãðàôi¨, à çíà÷èòü 88. Ïåðèìåòð ïåðøî¨ ôîòîðàì-
êè ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ïåðèìåòðiâ ôîòîãðàôi¨ çà âèíÿòêîì
øåñòè äîâæèí ái÷íî¨ ñòîðîíè. ßêùî öåé ïåðèìåòð 98, òî øiñòü
äîâæèí ái÷íî¨ ñòîðîíè ñêëàäàþòü 4 · 44 − 98 = 78, çâiäêè äîâ-
æèíà ái÷íî¨ ñòîðîíè ôîòîãðàôi¨ 78 : 6 = 13 ñì. Òîäi äîâæèíà
iíøî¨ ái÷íî¨ ñòîðîíè ôîòîãðàôi¨ äîðiâíþ¹ 9 ñì, àäæå ïåðèìåòð
ôîòîãðàôi¨ 44 ñì çà óìîâîþ çàäà÷i. Òîäi ïåðèìåòð òðåòüî¨ ôîòî-
ðàìêè ñêëàäà¹ 8 · 13 + 2 · 9 = 122 ñì. Ðîçâ'ÿçàííÿ íå çìiíþ¹òüñÿ,
ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî ïåðèìåòð òðåòüî¨ ôîòîðàìêè 98 ñì.

Âiäïîâiäü: 88 ñì i 122 ñì.
® Ïîêè Âëàäèê ðîáèòü 4 · 7 = 28 êðîêiâ, òî ìàìà ðîáèòü 4 · 4 = 16,

à Ñàøêî 7 · 7 = 49 êðîêiâ. Îòæå ðàçîì Âëàäèê i Ñàøêî ðîáëÿòü
28+49 = 77 êðîêiâ, ïîêè ìàìà ðîáèòü 16. Òîäi, ÿêùî Âëàäèê òà
Ñàøêî çðîáèëè 462 = 77 · 6 êðîêiâ, òî ìàìà çðîáèëà 16 · 6 = 96
êðîêiâ.

¯ Íàéìåíøà ôiãóðêà îäíîãî êîëüîðó, ùî âiäïîâiäà¹ óìîâi çàäà÷i,
ìiñòèòü ≥ 4 êëiòèíêè, áî äîâiëüíà ôiãóðêà ç òðüîõ êëiòèíîê ìà¹
äâi êëiòèíêè, ùî íå ìàþòü îäíîêîëüîðîâèõ ñóñiäîê. Òàáëèöÿ
8 × 8 ìà¹ 64 êëiòèíêè, îòæå 4-êëiòèííèõ ôiãóðîê ðiçíîãî êî-
ëüîðó ìîæå ïîìiñòèòèñÿ ùîíàéáiëüøå 16. Îñü ïðèêëàä òàêîãî
ðîçôàðáóâàííÿ â 16 ðiçíèõ êîëüîðiâ:
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7 êëàñ

¬ Íåõàé x � íåîáõiäíà êiëüêiñòü äåñÿòîê. Òîäi çàãàëüíà êiëüêiñòü
îöiíîê ó Ðîì÷èêà áóäå 10 + x, à ñóìà îöiíîê

2 + 2 · 3 + 2 · 4 + 5 + 3 · 7 + 8 + 10x = 50 + 10x.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ

(50 + 10x) : (10 + x) = 8.

Òîäi 50 + 10x = 8(10 + x), çâiäêè x = 15.
­ Íåõàé âiê ìiñòåðà Àóòîôåéäæà çàïèñó¹òüñÿ äâîçíà÷íèì ÷èñëîì
ab. Çàïèøåìî éîãî âiê òðè÷i ïîñïiëü òà îòðèìà¹ìî øåñòèçíà÷íå
÷èñëî ababab Îñêiëüêè

ababab = 100000 · a+ 10000 · b+ 1000 · a+ 100 · b+ 10 · a+ b =

= 101010a+ 10101b = 10101(10a+ b) = 7 · 1443 · (10a+ b),

òî ababab äiëèòüñÿ íàöiëî íà 7.
® Íåõàé C � ïðÿìèé êóò òðèêóòíèêà ABC. Áiñåêòðèñè êóòiâ A i B

ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä êóòîì 135◦, ùî íå
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i. Íåõàé áiñåêòðèñè CM i AK êóòiâ C
i A ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä êóòîì 50◦ â òî÷öi I. Â òðèêóòíèêó CIK:

∠CKI = 180◦ − 45◦ − 50◦ = 85◦,

à â òðèêóòíèêó CAK:

∠CAK = 90◦ − ∠CKA = 90◦ − 85◦ = 5◦.

Îòæå, ∠CAB = 2∠CAK = 10◦ i ∠CBA = 80◦.
¯ Äèâ. çàäà÷ó 6-4.

8 êëàñ

¬ Ïiäñòàâèìî çàìiñòü ∗ îäíî÷ëåí ax. Òîäi ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê
îòðèìà¹ìî âèðàç

x6 + x4 + x3(2a− 4) + a2x2 + 4.

Äëÿ òîãî, ùîá çàëèøèëîñÿ 4 äîäàíêè ïîòðiáíî ïiäñòàâèòè a = 2
àáî a = 0. Âiäïîâiäü: 2x àáî 0.
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­ ×èñëî äiëèòüñÿ íà 114 = 2 · 3 · 19 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî
äiëèòüñÿ íà êîæíå ç ÷èñåë 2, 3, 19. Ðîçãëÿíåìî òðèçíà÷íå ÷èñëî,
ÿêå äiëèòüñÿ íà 2 i 19, i íå äiëèòüñÿ íà 3, íàïðèêëàä, 152 = 8 ·19.
Çðîçóìiëî, ùî 152 íå êðàòíå 114. Âèïèøåìî 152 ïîñïiëü 12 ðàçiâ:

A = 152152 . . . 152 = 152(109 + 108 + · · ·+ 10 + 1).

Çâiäñè A äiëèòüñÿ íàöiëî íà 2 i íà 19, àäæå öå äiëüíèêè ÷èñëà
152. Êðiì òîãî, äîâiëüíå ÷èñëî, âèïèñàíå 12 ðàçiâ ïîñïiëü ìà¹
ñóìó öèôð, êðàòíó 3, îòæå, äiëèòüñÿ íà 3.

Âiäïîâiäü: 152. Ïðèìiòêà: ìîæóòü áóòè é iíøi âiäïîâiäi.
® Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a êiëüêiñòü çåëåíèõ ëèñòî÷êiâ â÷îðà i ÷åðåç b �

êiëüêiñòü çåëåíèõ ëèñòî÷êiâ ñüîãîäíi. Òîäi â÷îðà íà äåðåâi áóëî
a ÷åðâîíèõ òà 9a æîâòèõ ëèñòî÷êiâ, à ñüîãîäíi � b æîâòèõ i 9b
÷åðâîíèõ. Çà óìîâîþ çàäà÷i, ñóìà çåëåíèõ òà ÷åðâîíèõ ëèñòî-
÷êiâ ìîæå òiëüêè çìåíøèòèñÿ, òîìó 10b ≤ 2a. Çâiäñè b ≤ 1

5a.
Îòæå, ñüîãîäíi íà äåðåâi 11b ≤ 1

5 · 11a ëèñòî÷êiâ, ùî ïðèíàéìíi
â 5 ðàçiâ ìåíøå, íiæ ó÷îðà.

¯ Ïðèïóñòèìî, ùî òàêi ÷èñëà iñíóþòü. Òîäi ¨õ ñóìà äîðiâíþ¹ íó-
ëåâi. Ç iíøîãî áîêó � öå ÷îòèðè ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñëà âèäó
n, n+ 1, n+ 2, n+ 3, ñóìà ÿêèõ 4n+ 6. Çðîçóìiëî, ùî 4n+ 6 6= 0
äëÿ æîäíîãî öiëîãî ÷èñëà n. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü,
ùî íàøå ïî÷àòêîâå ïðèïóùåííÿ íå âiðíå. Îòæå, òàêèõ ÷èñëå íå
iñíó¹.

° Ïðîâåäåìî ìåäiàíó EM â òðèêóòíèêó AEC. Çà óìîâîþ AM =
MC = AB. Îñêiëüêè ∆AEC ðiâíîáåäðåíèé, òî EM ¹ òàêîæ
i âèñîòîþ. Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèêè ABE i AME. Âîíè ðiâíi,
àäæå AB = BM , ∠BAE = ∠EAM , à ñòîðîíà AE ñïiëüíà. Îòæå,
∠ABE = ∠AME = 90◦. Òàêèì ÷èíîì, ∆ABC � ïðÿìîêóòíèé,
â ÿêîìó ãiïîòåíóçà âäâi÷i áiëüøà çà êàòåò. À òàêèé òðèêóòíèê
ìà¹ ãîñòði êóòè 30◦ òà 60◦.

9 êëàñ

¬ Ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ çâåäåìî âèðàçè äî ñïiëüíîãî çíàìåííè-
êà i çðîáèìî ðiâíîñèëüíi ïåðåòâîðåííÿ ÷èñåëüíèêà. Â ðåçóëüòàòi
îäåðæèìî òàêå ðiâíÿííÿ

4x2 + 10

2x2 − 5
=

14x

2x2 − 5
.
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Îòæå, çàëèøèëîñü ðîçâ'ÿçàòè òàêå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ

2x2 − 7x+ 5 = 0,

êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ ÷èñëà x1 = 1 i x2 = 5
2 .

­ Ïîçíà÷èìî AU = x i CW = y. Òîäi BU = 2 − x i D = 2 − y.
Çãiäíî ç ïåðøîþ ðiâíiñòþ ç óìîâè çàäà÷i ìà¹ìî

x+ (2− y) = y + (2− x),

çâiäêè x = y. Îòæå, âiäðiçîê UW äiëèòü êâàäðàò ABCD íà äâi
ðiâíi òðàïåöi¨ AUWD i CWUB, ïëîùà êîæíî¨ ç ÿêèõ äîðiâíþ¹
ïîëîâèíi ïëîùi êâàäðàòà, òîáòî 2.

Ç äðóãî¨ ðiâíîñòi ç óìîâè çàäà÷i ìà¹ìî

2CV = AU +DW = x+ (2− x) = 2,

îòæå, BV = CV = 1. Òîìó

SUBV +SWCV = 1
2 ·BU ·BV + 1

2 ·CW ·CV = 1
2 ((2− x) + x) = 1.

Òàêèì ÷èíîì,

SUVW = SCWUB − SUBV − SWCV = 2− 1 = 1.

® Äàíó ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

(a+ b)(a− b) = 2021.

Çàóâàæèìî, ùî 2021 = 2021 · 1 = 43 · 47, ïðè÷îìó ÷èñëà 43 i 47
¹ ïðîñòèìè. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî a + b > a − b, ìè îäåðæó¹ìî
íàñòóïíi äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü{

a+ b = 2021,
a− b = 1,

{
a+ b = 47,
a− b = 43.

Ðîçâ'ÿçàâøè öi ñèñòåìè îäåðæó¹ìî âiäïîâiäü: a = 1011, b = 1010
àáî a = 45, b = 2.

¯ Îñêiëüêè âñi öèôðè ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ¹ ðiçíèìè i
âñüîãî ðiçíèõ öèôð ¹ 10, òî ó äåñÿòêîâîìó çàïèñi öèõ ÷èñåë
çóñòði÷à¹òüñÿ ðiâíî ïî îäíîìó ðàçó êîæíà öèôðà âiä 0 äî 9.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SA i SB ñóìè öèôð ÷èñåë A òà B âiäïîâiäíî.
Òîäi

SA + SB = 0 + 1 + 2 + · · ·+ 9 = 45.
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Îñêiëüêè âñi ÷èñëà 10− 1, 100− 1, 1000− 1 i 10000− 1 äiëÿòüñÿ
íàöiëî íà 9, òî ÷èñëà A− SA òà B − SB òàêîæ íàöiëî äiëÿòüñÿ
íà 9. Ñïðàâäi,

A− SA = abcde− (a+ b+ c+ d+ e) =

= (10000− 1)a+ (1000− 1)b+ (100− 1)c+ (10− 1)d.

Òîìó ÷èñëî

A+B = (A− SA) + (B − SB) + (SB + SA) =

= (A− SA) + (B − SB) + 45

íàöiëî äiëèòüñÿ íà 9, ÿê ñóìà òðüîõ ÷èñåë ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ.
° Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî n ≤ 9.

Íàçâåìî ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê òàáëèöi äîäàòíèì (âiä'¹ìíèì),
ÿêùî â íüîìó ¹ õî÷à á îäíå äîäàòíå (âiä'¹ìíå) ÷èñëî. Çãiäíî
ç óìîâîþ çàäà÷i êîæíèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê) òàáëèöi ¹ àáî äîäà-
òíèì, àáî âiä'¹ìíèì àáî íåìà¹ íàçâè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r+, r−,
s+ i s− êiëüêiñòü äîäàòíèõ i âiä'¹ìíèõ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ âiä-
ïîâiäíî. Îñêiëüêè òàáëèöÿ ìà¹ 6 ðÿäêiâ i 6 ñòîâï÷èêiâ, òî

r+ + r− ≤ 6 i s+ + s− ≤ 6.

Òîìó r+ + s+ ≤ 6 àáî r− + s− ≤ 6.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r+ +s+ ≤ 6 (ÿêùî r−+s− ≤ 6, òî ìiðêó¹ìî
àíàëîãi÷íî). Çàçíà÷èìî, ùî êîæíå iç n äîäàòíèõ ÷èñåë çàïèñà-
íå â êëiòèíöi, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi äîäàòíîãî ðÿäêà i
äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà. Ç iíøîãî áîêó, êëiòèíîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ
íà ïåðåòèíi äîäàòíîãî ðÿäêà i äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà, ¹ r+ · s+.
Òîìó

n ≤ r+ · s+.

Òåïåð ç äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi 4ab ≤ (a+ b)2 îòðèìó¹ìî

n ≤ r+ · s+ ≤ 1
4 (r+ + s+)2 ≤ 1

4 · 6
2 = 9.

Çàëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä ðîçòàøóâàííÿ äåâ'ÿòè äîäàòíèõ
÷èñåë i äåâ'ÿòè âiä'¹ìíèõ ÷èñåë. Îäíèì ç òàêèõ ïðèêëàäiâ ¹
òàêèé: ó âåðõíüîìó ëiâîìó êâàäðàòi ðîçìiðîì 3 × 3 çàïèñó¹ìî
äîäàòíi ÷èñëà, à ó íèæíüîìó ïðàâîìó êâàäðàòi ðîçìiðîì 3 × 3
çàïèñó¹ìî âiä'¹ìíi ÷èñëà.

Îòæå, n = 9.
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10 êëàñ

¬ Çðîáèìî çàìiíó y = x2+6
x i îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

y +
1

y
=

26

5
,

çâiäêè y = 1
5 àáî y = 5. Îòæå, çàëèøèëîñü ðîçâ'ÿçàòè äâà íà-

ñòóïíi ðiâíÿííÿ

x2 + 6

x
=

1

5
,

x2 + 6

x
= 5,

ÿêi ñòàíäàðòíèì ÷èíîì çâîäÿòüñÿ äî êâàäðàòíèõ. Ïåðøå ç íèé
ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹, à äðóãå ìà¹ ðîçâ'ÿçêè 2 i 3.

­ Çàóâàæèìî, ùî òðèêóòíèêè ABC, ACD i CBD ïîäiáíi. Òîìó,
çîêðåìà,

AD : CD = CD : BD,

òîáòî
CD2 = BD ·AD.

Âðàõóâàâøè ðiâíiñòü ç óìîâè çàäà÷i ìà¹ìî

BD ·AD = BD2 − 6AD2.

Òåïåð ïîäiëèâøè íà AD2 i ïîçíà÷èâøè k = BD
AD , îäåðæèìî òàêå

ðiâíÿííÿ
k = k2 − 6.

Îñêiëüêè k > 0, òî k = 3. Òîìó

CD2 = BD ·AD = 3 ·AD2,

çâiäêè

tg∠A =
CD

AD
=
√

3,

òîáòî ∠A = 60◦ i ∠B = 30◦.
® Äàíó ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

25a2 − (b+ c)2 = 2021,

òîáòî
(5a+ b+ c)(5a− b− c) = 2021.
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Çàóâàæèìî, ùî 2021 = 2021 · 1 = 43 · 47, ïðè÷îìó ÷èñëà 43 i 47
¹ ïðîñòèìè. Òàêèì ÷èíîì, ìè îäåðæó¹ìî íàñòóïíi äâi ñèñòåìè
ðiâíÿíü {

5a+ b+ c = 2021,
5a− b− c = 1,

{
5a+ b+ c = 47,
5a− b− c = 43.

Ðîâ'ÿçóþ÷è ïåðøó ñèñòåìó, îäåðæó¹ìî 10a = 2022, ùî íåìî-
æëèâî. Ðîçâ'ÿçàâøè äðóãó ñèñòåìó, îäåðæó¹ìî, ùî a = 9 i b+c =
2. Îñêiëüêè b ≤ 1 i c ≤ 1, òî b = c = 1.

¯ Îñêiëüêè âñi öèôðè ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ¹ ðiçíèìè i
âñüîãî ðiçíèõ öèôð ¹ 10, òî ó äåñÿòêîâîìó çàïèñi öèõ ÷èñåë
çóñòði÷à¹òüñÿ ðiâíî ïî îäíîìó ðàçó êîæíà öèôðà âiä 0 äî 9.
Òîìó ñóìà öèôð S ÷èñåë A òà B äîðiâíþ¹

S = 0 + 1 + 2 + · · ·+ 9 = 45.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SA i SB ñóìè öèôð ÷èñåë A òà B âiäïîâiäíî.
çðîçóìiëî, ùî

SA + SB = S = 45.

Îñêiëüêè âñi ÷èñëà 10− 1, 100− 1, 1000− 1 i 10000− 1 äiëÿòüñÿ
íàöiëî íà 9, òî ÷èñëà A− SA òà B − SB òàêîæ íàöiëî äiëÿòüñÿ
íà 9. Ñïðàâäi,

A− SA = abcde− (a+ b+ c+ d+ e) =

= (10000− 1)a+ (1000− 1)b+ (100− 1)c+ (10− 1)d.

Òîìó ÷èñëî

A+B = (A− SA) + (B − SB) + (SB + SA) =

= (A− SA) + (B − SB) + 45

íàöiëî äiëèòüñÿ íà 9, ÿê ñóìà òðüîõ ÷èñåë ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ.
Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî ÷èñëî A3 + B3 íàöiëî äiëèòüñÿ íà
A+B, àäæå A3 +B3 = (A+B)(A2 −AB +B2).

° Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî n ≤ 16.

Íàçâåìî ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê òàáëèöi äîäàòíèì (âiä'¹ìíèì),
ÿêùî â íüîìó ¹ õî÷à á îäíà ÷èñëî 1 (÷èñëî −1). Çãiäíî ç óìî-
âîþ çàäà÷i êîæíèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê) òàáëèöi ¹ àáî äîäàòíèì,
àáî âiä'¹ìíèì àáî íåìà¹ íàçâè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r+, r−, s+ i s−
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êiëüêiñòü äîäàòíèõ i âiä'¹ìíèõ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ âiäïîâiäíî.
Îñêiëüêè òàáëèöÿ ìà¹ 8 ðÿäêiâ i 8 ñòîâï÷èêiâ, òî

r+ + r− ≤ 8 i s+ + s− ≤ 8.

Òîìó r+ + s+ ≤ 8 àáî r− + s− ≤ 8.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r+ +s+ ≤ 8 (ÿêùî r−+s− ≤ 8, òî ìiðêó¹ìî
àíàëîãi÷íî). Çàçíà÷èìî, ùî êîæíå iç n ÷èñåë 1 çàïèñàíå â êëi-
òèíöi, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi äîäàòíîãî ðÿäêà i äîäàòíîãî
ñòîâï÷èêà. Ç iíøîãî áîêó, êëiòèíîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà ïåðåòèíi
äîäàòíîãî ðÿäêà i äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà, ¹ r+ · s+. Òîìó

n ≤ r+ · s+.

Òåïåð ç äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi 4ab ≤ (a+ b)2 îòðèìó¹ìî

n ≤ r+ · s+ ≤ 1
4 (r+ + s+)2 ≤ 1

4 · 8
2 = 16.

Çàëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä ðîçòàøóâàííÿ øiñòíàäöÿòè ÷èñåë
1 i øiñòíàäöÿòè ÷èñåë −1. Îäíèì ç òàêèõ ïðèêëàäiâ ¹ òàêèé: ó
âåðõíüîìó ëiâîìó êâàäðàòi ðîçìiðîì 4× 4 çàïèñó¹ìî ÷èñëà 1, à
ó íèæíüîìó ïðàâîìó êâàäðàòi ðîçìiðîì 4 × 4 çàïèñó¹ìî ÷èñëà
−1.

Îòæå, n = 16.

11 êëàñ

¬ Ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ íà 25x i çðîáèâøè çàìiíó y =
(

3
5

)x
, îäåð-

æèìî ðiâíÿííÿ
9y2 − 4 = 5y,

çâiäêè y = − 4
9 (ùî íå ïiäõîäèòü, àäæå y > 0) àáî y = 1. Çâiäêè

x = 0.
­ Íåõàé a � äîâæèíà ñòîðîíè ðîìáà i S � ïëîùà ðîìáà. Âiäîìî,

ùî
S = 1

2 · d1d2 = p · r = 2a · r,

äå p = 2a � ïiâïåðèìåòð ðîìáà. Òåïåð ìà¹ìî

16r2 =
√

3 · d1d2 = 2
√

3 · S = 4
√

3 · a · r.

Çâiäêè r =
√

3
4 a.
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Íåõàé 2α � îäèí ç êóòiâ ðîìáà, íàïðèêëàä, ç ÿêîãî âèõîäèòü
äiàãîíàëü äîâæèíîþ d1. Òîäi

√
3

4
=
r

a
=

r
1
2d1

·
1
2d1

a
= sinα · cosα =

1

2
sin(2α).

Çâiäêè 2α = 60◦ àáî 2α = 120◦.
® Äàíó ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

81a2 − (b+ c)2 = 2021,

òîáòî
(9a+ b+ c)(9a− b− c) = 2021.

Çàóâàæèìî, ùî 2021 = 2021 · 1 = 43 · 47, ïðè÷îìó ÷èñëà 43 i 47
¹ ïðîñòèìè. Òàêèì ÷èíîì, ìè îäåðæó¹ìî íàñòóïíi äâi ñèñòåìè
ðiâíÿíü {

9a+ b+ c = 2021,
9− b− c = 1,

{
9a+ b+ c = 47,
9a− b− c = 43.

Ðîâ'ÿçóþ÷è ïåðøó ñèñòåìó, îäåðæó¹ìî 18a = 2022, ùî íåìî-
æëèâî. Ðîçâ'ÿçàâøè äðóãó ñèñòåìó, îäåðæó¹ìî, ùî a = 5 i b+c =
2. Îñêiëüêè b ≤ 1 i c ≤ 1, òî b = c = 1.

¯ Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n ñóìà An + Bn íàöiëî äiëèòüñÿ íà A + B. Ñïðàâäi, çãi-
äíî ç ôîðìóëîþ ñóìè n ÷ëåíiâ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç ïåðøèì
÷ëåíîì b1 = An−1 i çíàìåííèêîì q = −BA , ìà¹ìî

An−1 −An−2B +An−3B2 − · · · −ABn−2 +Bn−1 =

=
b1(1− qn)

1− q
=
An +Bn

A+B
.

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî
÷èñëî A+B íàöiëî äiëèòüñÿ íà 9.

Îñêiëüêè âñi öèôðè ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ¹ ðiçíèìè i
âñüîãî ðiçíèõ öèôð ¹ 10, òî ó äåñÿòêîâîìó çàïèñi öèõ ÷èñåë
çóñòði÷à¹òüñÿ ðiâíî ïî îäíîìó ðàçó êîæíà öèôðà âiä 0 äî 9.
Òîìó ñóìà öèôð S ÷èñåë A òà B äîðiâíþ¹

S = 0 + 1 + 2 + · · ·+ 9 = 45.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SA i SB ñóìè öèôð ÷èñåë A òà B âiäïîâiäíî.
çðîçóìiëî, ùî

SA + SB = S = 45.

Îñêiëüêè âñi ÷èñëà 10− 1, 100− 1, 1000− 1 i 10000− 1 äiëÿòüñÿ
íàöiëî íà 9, òî ÷èñëà A− SA òà B − SB òàêîæ íàöiëî äiëÿòüñÿ
íà 9. Ñïðàâäi,

A− SA = abcde− (a+ b+ c+ d+ e) =

= (10000− 1)a+ (1000− 1)b+ (100− 1)c+ (10− 1)d.

Òîìó ÷èñëî

A+B = (A− SA) + (B − SB) + (SB + SA) =

= (A− SA) + (B − SB) + 45

íàöiëî äiëèòüñÿ íà 9, ÿê ñóìà òðüîõ ÷èñåë ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ.

×èñëî A2 +B2 íå îáîâ'ÿçêîâî íàöiëî äiëèòüñÿ íà 9. Äëÿ ïðèêëà-
äó äîñòàòíüî âçÿòè òàêi ÷èñëà A i B, ÿêi ìiñòÿòü âñi ðiçíi öèôðè,
àëå êîæíå ç íèõ íå äiëèòüñÿ íà 3. Òîäi äîáóòîê 2AB òàêîæ íå
äiëèòüñÿ íà 3. Òîìó ÷èñëî

A2 +B2 = (A+B)2 − 2AB

íå äiëèòüñÿ íà 3, àäæå (A+B)2 äiëèòüñÿ íà 9.
° Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî n ≤ 20.

Íàçâåìî ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê òàáëèöi äîäàòíèì (âiä'¹ìíèì),
ÿêùî â íüîìó ¹ õî÷à á îäíà ÷èñëî 1 (÷èñëî −1). Çãiäíî ç óìî-
âîþ çàäà÷i êîæíèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê) òàáëèöi ¹ àáî äîäàòíèì,
àáî âiä'¹ìíèì àáî íåìà¹ íàçâè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r+, r−, s+ i s−

êiëüêiñòü äîäàòíèõ i âiä'¹ìíèõ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ âiäïîâiäíî.
Îñêiëüêè òàáëèöÿ ìà¹ 9 ðÿäêiâ i 9 ñòîâï÷èêiâ, òî

r+ + r− ≤ 9 i s+ + s− ≤ 9.

Òîìó r+ + s+ ≤ 9 àáî r− + s− ≤ 9.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r+ +s+ ≤ 9 (ÿêùî r−+s− ≤ 9, òî ìiðêó¹ìî
àíàëîãi÷íî). Çàçíà÷èìî, ùî êîæíå iç n ÷èñåë 1 çàïèñàíå â êëi-
òèíöi, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi äîäàòíîãî ðÿäêà i äîäàòíîãî
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ñòîâï÷èêà. Ç iíøîãî áîêó, êëiòèíîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà ïåðåòèíi
äîäàòíîãî ðÿäêà i äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà, ¹ r+ · s+. Òîìó

n ≤ r+ · s+ =
1

4
((r+ + s+)2 − (r+ − s+)2).

ßêùî r+ + s+ ≤ 8, òî

n ≤ 1

4
((r+ + s+)2 ≤ 16.

ßêùî æ r+ + s+ = 9, òî |r+ − s+| ≥ 1 (ÿê ðiçíèöÿ ÷èñåë ðiçíî¨
ïàðíîñòi) i

n ≤ 1

4
((r+ + s+)2 − (r+ − s+)2) ≤ 1

4
(92 − 1) = 20.

Çàëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä ðîçòàøóâàííÿ äâàäöÿòè ÷èñåë 1 i
äâàäöÿòè ÷èñåë −1. Îäíèì ç òàêèõ ïðèêëàäiâ ¹ òàêèé: ó âåðõ-
íüîìó ëiâîìó ïðÿìîêóòíèêó ðîçìiðîì 5× 4 çàïèñó¹ìî ÷èñëà 1,
à ó íèæíüîìó ïðàâîìó ïðÿìîêóòíèêó ðîçìiðîì 4× 5 çàïèñó¹ìî
÷èñëà −1.

Îòæå, n = 20.

2023 � 2024

6 êëàñ

¬ Íàéìåíøà êiëüêiñòü êíåäëèêiâ � 15. Òàêà êiëüêiñòü ¹ äîñòà-
òíüîþ, áî 1 = 3 · 5 − 2 · 7. Ìåíøå Äàðèíêà ìîæå ìàòè òiëüêè
5, 7, 10, 12 i 14 êíåäëèêiâ. Ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öi ñó-
ìè íå ïiäõîäÿòü.

­ Ðîáiíçîí ïîâèíåí äiñòàòè ñìàêîëèê ç ÿùèêà ½Çåôið i øîêîëàä�.
Â öüîìó ÿùèêó çà óìîâîþ çàäà÷i ïîâèííi áóòè àáî òiëüêè çåôið-
êè, àáî òiëüêè øîêîëàäêè. ßêùî âií äiñòàâ çåôið, òî ïîòðiáíî
ïåðåêëå¨òè ñòiêåðè òàê:

½Çåôið i øîêîëàä� → ½Çåôið�;

½Çåôið� → ½Øîêîëàä�;

½Øîêîëàä� → ½Çåôið i øîêîëàä�.
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ßêùî âií äiñòàâ øîêîëàä, òî ïîòðiáíî ïåðåêëå¨òè ñòiêåðè òàê:

½Çåôið i øîêîëàä� → ½Øîêîëàä�;

½Çåôið� → ½Çåôið i øîêîëàä�;

½Øîêîëàä� → ½Çåôið�.

® Ìîæíà. Íàïðèêëàä òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþíêó:

¯ Íà äîøöi çàïèñàíi ÷èñëà 51, 69 i 78. Â ñóìi 147 ìîæóòü äàòè
òiëüêè ÷èñëà, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ íà 6 òà 7. Îòæå, îñòàííi öèôðè
öèõ ÷èñåë â ñóìi äàþòü 17. Òîáòî, öi ÷èñëà � 68 i 79 àáî 69 i 78.
ßêùî òðåò¹ ÷èñëî 79, òî ïåðøå ìîæå áóòè òiëüêè 50, àëå òîäi â
ñóìi ç 68 äà¹ 118. Îòæå, çàëèøà¹òüñÿ âàðiàíò 51, 69 i 78.

7 êëàñ

¬ Íåõàé x � âàðòiñòü ïiöè ½×îòèðè ñèðè�. Òîäi ïiöà ½Ñèð� êîøòó¹

50%(75%(80%x)) = 1
2 ·

3
4 ·

4
5 · x = 3

10 · x = 30%x.

Îòæå, âàðòiñòü ïiöè çíèçèëàñÿ íà 70%.
­ Çàäà÷à 6-2.
® Íåõàé öi ÷èñëà ìàþòü âèãëÿä X0 òà Y 5. Ñóìà öèõ ÷èñåë çàêií-

÷ó¹òüñÿ íà 5, òîìó â êâàäðàòi çàêií÷ó¹òüñÿ íà 25. Îòæå, Y = 2.
Îñêiëüêè ðiçíèöÿ ìiæ ÷èñëàìè 5, òî ¨õ ïåðøi öèôðè àáî ðiâ-
íi, àáî âiäðiçíÿþòüñÿ íà 1. Òîìó X = 1, 2 àáî 3. Ïåðåâiðêîþ
ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî øóêàíi ÷èñëà � öå 20 i 25 òà 30 i 25.

¯ Âèãðàøíà ïîçèöiÿ ñòðiëêè � öå ïåðøà ãîäèíà, îñêiëüêè ïiñëÿ äî-
âiëüíîãî õîäó ñóïåðíèêà ãðàâåöü îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèòü ñòðië-
êó íà 6 ãîäèíó. Ïåòðèê ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ. Ïåðøèì õîäîì
ðóõà¹ ñòðiëêó íà ïîçíà÷êó 2 ãîäèíè, òîäi Ïàâëèê âèìóøåíèé
ïåðåâåñòè íà 5 ãîäèíó. Äðóãèì õîäîì Ïåòðèê ïåðåâîäèòü íà 8
ãîäèíó i âèãðà¹, îñêiëüêè ïiñëÿ áóäü-ÿêîãî õîäó Ïàâëèêà âií ìî-
æå ïîñòàâèòè ñòðiëêó íà ïåðøó ãîäèíó.
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8 êëàñ

¬ Äâà ïðÿìîêóòíèêè ðîçìiðàìè 1× 217 òà 7× 31 (äèâ. ìàëþíîê).
Ñêëàäåíèé ïðÿìîêóòíèê ìà¹ öiëi ñòîðîíè, à éîãî ïëîùà äîðiâ-
íþ¹ ñóìi ïëîù âñiõ ñìóæîê, òîáòî, 9+10+· · ·+22 = 217. Îñêiëü-
êè 217 = 7 × 31 = 1 × 217, òî iíøèõ ïðÿìîêóòíèêiâ ñêëàñòè íå
ìîæíà.

­ Îñêiëüêè ∆EBF ðiâíîáåäðåíèé, òî ∆BEF = ∆BFE. Êðiì òî-
ãî, AE = CF , ñòîðîíà EF � ñïiëüíà, îòæå, ∆ECF = ∆FAE.
Òîäi ∠EAD = ∠DCF . Äàëi, ∠ADE = ∠CDE ÿê âåðòèêàëüíi.
Òîäi â òðèêóòíèêàõ ∆ADE òà ∆CDF ìà¹ìî ∠AED = ∠CFD.
Îòæå, ∠EFD = ∠DEF = 33◦.

® Îòðèìàòè 16 áàëiâ ìîæíà òiëüêè îòðèìàâøè çà äâi çàäà÷i ïî 2
áàëè, à çà ðåøòó � 3 áàëè, àáî çà îäíó çàäà÷ó 1 áàë, à çà ðåøòó �
3 áàëè. Îòðèìàòè 1 áàë çà îäíó çàäà÷ó i ïî 3 çà âñi iíøi ìîæíà
6-ìà ñïîñîáàìè. Îòðèìàòè ïî 2 áàëè çà äâi çàäà÷i i ïî 3 çà iíøi
÷îòèðè çàäà÷i ìîæíà òàê: çà ïåðøó çàäà÷ó 2 áàëè òà îäíó ç 5-
òè, ùî çàëèøèëèñÿ � 5 ñïîñîáiâ; çà äðóãó çàäà÷ó 2 áàëè òà îäíó
ç 5-òè, ùî çàëèøèëèñÿ (êðiì ïåðøî¨) � 4 ñïîñîáè; çà òðåòþ 2
áàëè i îäíó ç 4,5,6 çàäà÷ äâà áàëè � öå 3 ñïîñîáè; çà ÷åòâåðòó i
ï'ÿòó òà çà ÷åòâåðòó i øîñòó ïî äâà áàëè � 2 ñïîñîáè, i çà ï'ÿòó
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i øîñòó � 1 ñïîñiá. Îòæå, âñüîãî 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 21 ñïîñiá
îòðèìàòè 16 áàëiâ.

¯ Ïîçíà÷èìî x = A22 . . . 22B. Çàóâàæèìî, ùî 72 = 8 · 9, òîìó x
äiëèòüñÿ íàöiëî íà 8 i íà 9. Çàïèøåìî ÷èñëî x ó âèãëÿäi

x = A22 . . . 2000 + 22B,

òîäi

22B = x−A22 . . . 2 · 1000 = x−A22 . . . 2 · 8 · 125.

Îòæå, 22B äiëèòüñÿ íàöiëî íà 8. Çâiäñè B = 4. Ñóìà öèôð ÷èñëà
x äîðiâíþ¹

A+ 2022 · 2 + 4 = A+ 4048 = A+ 9 · 449 + 7.

Ç òîãî, ùî ñóìà öèôð äiëèòüñÿ íà 9 âèïëèâà¹, ùî A = 2.
° Íi, íå ìîãëî. Íåõàé X äiòåé íà ïî÷àòêó ïðîãóëÿíêè ìàþòü íà

íîãàõ ïîðiâíó øêàðïåòîê. Òîäi 5X äiòåé ìàþòü íà íîãàõ íå ïî-
ðiâíó øêàðïåòîê, i çàãàëüíà êiëüêiñòü äiòåé � 6X. Ïiñëÿ òîãî, ÿê
äiòè ïåðåîäÿãíóëèñÿ, 2X ìàþòü íà íîãàõ ïîðiâíó øêàðïåòîê i
4X � ðiçíó êiëüêiñòü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y êiëüêiñòü äiòåé, ÿêi íà
ïî÷àòêó ìàëè íà îäíié íîçi ðiâíî íà 1 øêàðïåòêó ìåíøå. Ïiñëÿ
ïåðåîäÿãàííÿ òi X äiòåé, ÿêi ìàëè íà ïî÷àòêó ïîðiâíó øêàðïå-
òîê, óâiéäóòü äî ãðóïè 4X äiòåé, ó êîãî íå ïîðiâíó. Òi Y äiòåé,
ÿêi ìàëè ðiâíî íà 1 øêàðïåòêó ìåíøå, ïiñëÿ ïåðåîäÿãàííÿ âñå
îäíî çàëèøàòüñÿ â ãðóïi òèõ, ó êîãî íå ïîðiâíó. Îòæå, ðàçîì
X + Y ≤ 4X. Çâiäñè Y ≤ 3X = 1

2 · 6X. Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü
äiòåé ç ðiçíèöåþ â 1 øêàðïåòêó íå ìîæå áóòè áiëüøå ïîëîâèíè
óñiõ äiòåé.

9 êëàñ

¬ Äîäàìî äî îáèäâîõ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ 1, òîäi

x2 + 2x+ 1 = 100,

(x+ 1)2 = 100.

Òàêèì ÷èíîì, x + 1 = ±10, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x = 9 àáî
x = −11.
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­ Íåõàé a = 123456789, b = 987654321. Ñóìà öèôð a òà b îäíàêîâà
i äîðiâíþ¹ 45, òîìó a i b äiëÿòüñÿ íàöiëî íà 9. Êðiì òîãî,

987654321 = 123456789 · 8 + 9.

Îòæå,

ÍÑÄ(a, b)=ÍÑÄ(a, b− a)=ÍÑÄ(a, b− 2a) =
· · · =ÍÑÄ(a, b− 8a) = 9.

Òàêèì ÷èíîì, ÍÑÄ(123456789, 987654321) = 9.
® Ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè BQC i BPC âïèñàíi â êîëî ç öåíòðîì â

òî÷öiM . Îòæå, PQ � õîðäà öüîãî êîëà,MN ëåæèòü íà äiàìåòði
i äiëèòü PQ íàâïië, òîìó MN ⊥ PQ.

¯ Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

3xy + x+ 6y + 2 = 2025,

çâiäêè
(x+ 2)(3y + 1) = 25 · 81.

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà äiëèòüñÿ íàöiëî íà 3, à (3y+ 1) � íi, òî{
x+ 2 = 81,
3y + 1 = 25.

Çâiäñè x = 79, y = 8.
° 4 êëiòèíêè. Ìåíøå áóòè íå ìîæå, îñêiëüêè â êâàäðàòi áåç öåí-

òðàëüíî¨ êëiòèíêè ìîæíà ðîçòàøóâàòè 4 ïðÿìîêóòíèêè 2×3 áåç
íàêëàäàíü (ìàë. 1), íà êîæíèé ç ÿêèõ ïîòðiáíà 1 çàôàðáîâàíà
êëiòèíêà. Ïðèêëàä ðîçôàðáóâàííÿ íà 4 êëiòèíêè íàâåäåíèé íà
ìàë. 2.
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10 êëàñ

¬ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

x4 + 2x2 + 1 = 100.

Äàëi ìà¹ìî (x2 + 1)2 = 102. Îòæå, x2 = −11 (ðîçâ`ÿçêiâ íåìà¹)
àáî x2 = 9, òîáòî x = ±3.

­ Äëÿ ïåâíîñòi ââàæà¹ìî, ùî H ∈ BM . Îñêiëüêè S∆ABC = 1
2AB ·

CH i S∆CMH = 1
2MH · CH, òî MH = 1

4AB. Òîäi

BH = BM −MH = 1
2AB −

1
4AB = 1

4AB = MH.

Òîìó òðèêóòíèê CBM ðiâíîáåäðåíèé (CB = CM), àäæå CH �
éîãî âèñîòà. Ç iíøîãî áîêó, M � öåíòð êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî
òðèêóòíèêà ABC. Òîìó CM = BM . Îòæå, òðèêóòíèê CBM
ðiâíîñòîðîííié i ∠CBA = 60◦.

® Îñêiëüêè cosx ≤ 1 òî

3 cos(3x) + 5 cos(5x) + · · ·+ 89 cos(89x) ≤ 3 + 5 + · · ·+ 89 =

=
(3 + 89) · 44

2
= 2024.

Îòæå, x ∈ (−∞,+ +∞).
¯ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

3xy + x+ 6y + 2 = 2025,

òîáòî
(x+ 2)(3y + 1) = 452.

Íàòóðàëüíå ÷èñëî 3y+ 1 ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà 452 = 34 · 52. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî 3y + 1 = 25. Òàêèì ÷èíîì, y = 8 i x = 79.

° Ç íåðiâíîñòi Êîøi ìiæ ñåðåäíiìè âèïëèâà¹, ùî a+b√
2
≤
√
a2 + b2,

òîáòî
(
a+b√

2

)2

≤ a2 + b2. Òîìó ç êîæíèì êðîêîì ñóìà êâàäðà-

òiâ ÷èñåë, ÿêi çàïèñàíi íà äîøöi, íå çáiëüøó¹òüñÿ. Îòæå, ïiñëÿ
çàñòîñóâàííÿ 98-ìè êðîêiâ îäåðæèòüñÿ ÷èñëî, êâàäðàò ÿêîãî
íå ïåðåâèùó¹ ïî÷àòêîâî¨ ñóìè êâàäðàòiâ ÷èñåë. Ç iíøîãî áîêó,
ÿêùî íà êîæíîìó êðîöi âèáèðàòè äðóãå ÷èñëî, òî ñóìà êâàäðà-
òiâ ÷èñåë, ÿêi çàïèñàíi íà äîøöi, íå çìiíþâàòèìåòüñÿ i ìè, òàêèì
÷èíîì, îòðèìà¹ìî íàéáiëüøå ÷èñëî A, äëÿ ÿêîãî

A2 = 12 + (
√

2)2 + · · ·+ (
√

99)2 = 50 · 99.

Òàêèì ÷èíîì, A =
√

50 · 99.
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11 êëàñ

¬ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

x4 + 2x2 + 1 = 2500.

Äàëi ìà¹ìî (x2 + 1)2 = 502. Îòæå, x2 = −51 (ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹)
àáî x2 = 49, òîáòî, x = ±7.

­ Îñêiëüêè ñåðåäèíè ñòîðií îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà ¹ âåðøèíà-
ìè ïàðàëåëîãðàìà (éîãî ñòîðîíè ïàðàëåëüíî äiàãîíàëÿì ÷îòè-
ðèêóòíèêà), à ïàðàëåëîãðàì, âïèñàíèé â êîëî, � öå ïðÿìîêó-
òíèê, òî äiàãîíàëi ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ïåðïåíäèêóëÿðíi. Íå-
õàé O � òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé. Òîäi

AB2 + CD2 = AO2 +BO2 + CO2 +DO2 = BC2 +DA2.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî DA = 1 ñì.
® Îñêiëüêè

3 + 5 + · · ·+ 89 =
(3 + 89) · 44

2
= 2024,

òî ìè ìîæåìî çàïèñàòè íåðiâíiñòü ó òàêîìó âèãëÿäi

3 · 3x + 5 · 5x + · · ·+ 89 · 89x ≤ 3 · 2024x + 5 · 2024x + · · ·+ 89 · 2024x.

Òîáòî,

3(3x − 2024x) + 5(5x − 2024x) + · · ·+ 89(89x − 2024x) ≤ 0.

Äëÿ êîæíîãî k = 3, 5, . . . , 89 âèðàç

kx − 2024x = kx
(
1−

(
2024
k

)x)
ñòðîãî áiëüøèé íóëÿ ïðè x ∈ (−∞, 0), i áiëüøèé àáî ðiâíèé
íóëåâi íà ïðîìiæêó ïðè x ∈ [0,+∞). Òîìó çíà÷åííÿ òàêîãî æ
çíàêó íàáóâà¹ i âiäïîâiäíà ñóìà òàêèõ âèðàçiâ. Òàêèì ÷èíîì,
x ∈ [0,+∞).

¯ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

5xy + 10x+ y + 2 = 2025,

Òîáòî
(5x+ 1)(y + 2) = 452.

Íàòóðàëüíå ÷èñëî 5x+ 1 ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà 452 = 34 · 52. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî 5x+ 1 = 81. Îòæå, x = 16 i y = 23.
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° Ç íåðiâíîñòi Êîøi ìiæ ñåðåäíiìè âèïëèâà¹, ùî

a1 + a2 + · · ·+ ak√
k

≤
√
a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

k,

òîáòî, (
a1 + a2 + · · ·+ ak√

k

)2

≤ a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k.

Òîìó ç êîæíèì êðîêîì ñóìà êâàäðàòiâ ÷èñåë, ÿêi çàïèñàíi íà äî-
øöi, íå çáiëüøó¹òüñÿ. Îòæå, ïiñëÿ êîæíîãî çàñòîñóâàííÿ òàêîãî
êðîêó îáîâ'ÿçêîâî îäåðæèòüñÿ ÷èñëî, êâàäðàò ÿêîãî íå ïåðåâè-
ùó¹ ïî÷àòêîâî¨ ñóìè êâàäðàòiâ ÷èñåë. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî íà
êîæíîìó êðîöi âèáèðàòè äðóãå ÷èñëî, òî ñóìà êâàäðàòiâ ÷èñåë,
ÿêi çàïèñàíi íà äîøöi, íå çìiíþâàòèìåòüñÿ i ìè, çàñòîñóâàâøè,
íàïðèêëàä, äðóãå ÷èñëî 98 ðàçiâ ïðè k = 2, îòðèìà¹ìî íàéáiëü-
øå ÷èñëî A, äëÿ ÿêîãî

A2 = 12 +
√

2
2

+ · · ·+
√

99
2

= 50 · 99.

Òàêèì ÷èíîì, íàéáiëüøå çíà÷åííÿ A =
√

50 · 99.

2024 � 2025

6 êëàñ

¬ Íàéìåíøå ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà 41 � öå ÷èñëî
1025 = 25·41. Îñêiëüêè öå ÷èñëî äiëèòüñÿ íàöiëî íà 5, òî øóêàíå
÷èñëî � öå 28 · 41, òîáòî 1148.

­ ßêùî êîëá iç çiëëÿì ñòðèáó÷îñòi 10, òî êîëá iç çiëëÿì øâèäêî-
ñòi 60. Òîäi êîëá iç çiëëÿì ñèëè � 180. Êîëáè iç çiëëÿì øêîäè
ñêëàäàþòü 1

5 âiä 190, òîáòî 38. Îòæå, âñüîãî êîëá â ëàáîðàòîði¨
10 + 38 + 60 + 180 = 288.

® Çàíóìåðó¹ìî îäíîëàïèêiâ âiä 1 äî 11. Ïåðøèé îäíîëàïèê ïî-
òèñíå ëàïó 10 iíøèì, äðóãèé � 9-ì iíøèì (áî éîãî ëàïîñòè-
ñêàííÿ ç îäíîëàïèêîì �1 âæå ïîðàõîâàíå), òðåòié � 8-ìè ií-
øèì (áî éîãî ëàïîñòèñêàííÿ ç îäíîëàïèêàìè �1 òà �2 âæå
âðàõîâàíi), i òàê äàëi, íàïðèêiíöi çàëèøèòüñÿ äîäàòè 1 ëàïî-
ñòèñêàííÿ îäíîëàïèêà �10 ç îäíîëàïèêîì �11. Âñüîãî áóäå
10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 55 ëàïîñòèñêàíü.
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¯ Çðîçóìiëî, ùî ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ÷èñëî, ÿêå ¹ íàéáëèæ÷èì
äî 2024 çëiâà i ÿêå çà 87 êðîêiâ íå áóäå äiëèòüñÿ íà 100 æîäíîãî
ðàçó. Öå ÷èñëî 1999. ×åðåç 87 õâèëèí âîíî çìiíèòüñÿ íà 1999−
87 = 1912.

7 êëàñ

¬ Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü ó÷íiâ íà çàíÿòòi ãóðòêà
áóëà â ìåæàõ âiä 16 äî 24. ×èñëî ó÷íiâ ïîâèííî áóòè íåïàðíèì
i äàâàòè îñòà÷ó 1 ïðè äiëåííi íà 3. Îòæå, âñüîãî íà çàíÿòòi áóëî
19 ó÷íiâ.

­ Çàäà÷à 6-3.
® Êîëá iç çiëëÿì øâèäêîñòi ¹ 72, à êîëá iç çiëëÿì ñèëè ¹ 216. ßêùî
x � öå êiëüêiñòü êîëá iç çiëëÿì øêîäè, òî 2

5 (300 + x) = x, çâiäêè
x = 200. Îòæå, âñüîãî êîëá áóëî 500.

¯ Ïîñëiäîâíiñòü 23, 18, 20, 12, 14, 16, 18, . . . ç äðóãî¨ õâèëèíè ¹ ïåði-
îäè÷íîþ ç ïåðiîäîì 5. Òîìó ÷åðåç äîáó íà äîøöi áóäå çàïèñàíî
÷èñëî 16.

8 êëàñ

¬ Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî ñóìàðíèé âiê ñòóäåíòiâ 31·23 = 713.
Òîäi 713+x

32 = 24, äå x � öå âiê âèêëàäà÷à. Çâiäñè x = 55.
­ Îñêiëüêè BC‖AD, òî ∠CBE = ∠BEA. Òîäi ∆BAE � ðiâíî-

áåäðåíèé, AB = AE. Íåõàé ED = x. Òîäi AE = 3x. Ìà¹ìî
ðiâíÿííÿ 2(3x + 4x) = 70. Çâiäñè x = 5. Îòæå, AD = 4x = 20,
AB = 3x = 15.

® Çàíóìåðó¹ìî îäíîëàïèêiâ âiä 1 äî 20. Ïåðøèé îäíîëàïèê ïî-
òèñíå ëàïó 19 iíøèì, äðóãèé � 18-ì iíøèì (áî éîãî ëàïîñòè-
ñêàííÿ ç îäíîëàïèêîì �1 âæå ïîðàõîâàíå), òðåòié � 17-ì ií-
øèì (áî éîãî ëàïîñòèñêàííÿ ç îäíîëàïèêàìè �1 òà �2 âæå
âðàõîâàíi), i òàê äàëi, íàïðèêiíöi çàëèøèòüñÿ äîäàòè 1 ëàïî-
ñòèñêàííÿ îäíîëàïèêà �19 ç îäíîëàïèêîì �20. Âñüîãî áóäå
19 + 18 + 17 + · · ·+ 2 + 1 = 9 · 20 + 10 = 190 ëàïîñòèñêàíü.
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¯ Ïîñëiäîâíi ÷èñëà 1013, 1014, 1015, . . . , 2024 çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âó çàäà÷i, ¨õ ¹ 1012. Ïîêàæåìî, ùî öÿ êiëüêiñòü ¹ ìàêñèìàëüíîþ.
Ðîçiá'¹ìî âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî 2024 íà 1012 ïàð âèãëÿäó
(n, 2n):

(1, 2), (2, 4), (3, 6), . . . , (1012, 2024).

ßêùî ïðîôåñîð âèáðàâ áiëüøå, íiæ 1012 ÷èñåë, òî õî÷à á äâà ç
íèõ ïîïàäóòü â îäíó ïàðó. À òîäi äðóãå ÷èñëî ç ïàðè äiëèòüñÿ
íà ïåðøå, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i.

° Çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ:

= 13x2 + y2 + z2 − 4xy − 6xz + y = (2x− y)2 + (3x− z)2 + y

Òîäi íàéìåíøi çíà÷åííÿ âèðàçiâ (2x−y)2 òà (3x−z)2 äîðiâíþþòü
íóëþ ïðè x = 1, y = 2, z = 3. Çâiäñè A ≥ y = 2.

9 êëàñ

¬ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi x4− 8x2 + 16 = 2025, çâiäêè (x2−
4)2 = 452. Îòæå, x2 = −41 (ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹) àáî x2 = 49, òîáòî
x = ±7.

­ Êîæíèé iç 45 îäíîëàïèêiâ âiçüìå ó÷àñòü ó 44 ëàïîñòèñêàííÿõ.
Êðiì òîãî, ó êîæíîìó ëàïîñòèñêàííi áåðóòü ó÷àñòü ðiâíî 2 îäíî-
ëàïèêè. Òîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü ëàïîñòèñêàíü ìîæíà îá÷èñëè-
òè òàê:

45× 44

2
= 45× 22 = 990.

® Íåõàé DFGH � öå âïèñàíèé êâàäðàò, ïðè÷îìó âåðøèíè D i F
ëåæàòü íà âiäðiçêó AB, òî÷êà D ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A i F ,
òî÷êà G ëåæèòü íà äóçi BC i òî÷êà H ëåæèòü íà äóçi AC.

Ïîçíà÷èìî DF = x i AD = y. Îñêiëüêè êðèâîëiíiéíèé òðèêó-
òíèê ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà äî âiä-
ðiçêà AB, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó C, òî âïèñàíèé êâàäðàò
òàêîæ ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî öüîãî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà. Òîìó BF = AD. Îòæå, y = R−x

2 i BD = R+x
2 . Çà òåîðåìîþ

Ïiôàãîðà ó òðèêóòíèêó BDH ìà¹ìî

R2 = BH2 = BD2+DH2 =

(
R+ x

2

)2

+x2 =
R2 + 2Rx+ 5x2

4
.

Çâiäñè
5x2 + 2Rx− 3R2 = 0.

Òîäi x = 3R
5 = 6 ñì.
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¯ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

(x− 45)(x+ 45) = 10y.

Òîäi i ñíóþòü öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà n i k òàêi, ùî x− 45 = 10n i
x+ 45 = 10k. Òåïåð ìà¹ìî

10(10−1) = 90 = (x+45)−(x−45) = 10k−10n = 10n(10n−k−1).

Îòæå, n = 1 i k − n = 1, òîáòî k = 2. Òàêèì ÷èíîì, y = 3 i
x = 55.

° Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

10n > 1 + 10 + 102 + · · ·+ 10n−1,

àäæå çëiâà çíàõîäèòüñÿ (n + 1)�öèôðîâå ÷èñëî, à ñïðàâà � n-
öèôðîâå.

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ S äîâiëüíèõ äâîõ ñóì ÷èñåë, ÿêi ðîçãëÿäà-
þòüñÿ â çàäà÷i. Öÿ ðiçíèöÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç ñóìè ðiçíèõ äîäàíêiâ
âèãëÿäó ±10k, áî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñóìè
÷èñåë ñòîâï÷èêà i ðÿäî÷êà ó öèõ ñóìàõ ¹ îäèí ñïiëüíèé äîäà-
íîê (âií çàïèñàíèé ó ïåðåòèíi öüîãî ðÿäêà i ñòîâïöÿ i ó ðiçíèöi
âií çíèùèòüñÿ). Íåõàé n � öå íàéáiëüøèé ñòåïiíü ñåðåä äîäàí-
êiâ ±10k, ÿêi âõîäÿòü ó ñóìó S. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî öåé äîäàíîê âõîäèòü çi çíàêîì +. Òåïåð
ìà¹ìî

S ≥ 10n − (1 + 10 + 102 + · · ·+ 10n−1) > 0.

Îòæå, S 6= 0.

10 êëàñ

¬ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

121x4 + 22x2 + 1 = 2025.

Çâiäñè (11x2 + 1)2 = 452. Îòæå, 11x2 = 44, òîáòî x = ±2.
­ Íåõàé O1, O2, O3 � öåíòðè êië ðàäióñàìè 1 ñì, 2 ñì,3 ñì âiäïî-

âiäíî. Òðèêóòíèê O1O2O3 ïðÿìîêóòíèé (çi ñòîðîíàìè 3 ñì, 4
ñì i 5 ñì), cosα = 3

5 . Òåïåð çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ ìà¹ìî

AB =
√
O2A2 +O2B2 − 2O2A ·O2B cosα =

4√
5
.
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® Çàäà÷à 9-4.
¯ Çàïèøåìî íåðiâíiñòü ó ðiâíîñèëüíîìó âèãëÿäi

2x3 + 5x2 + 2x− 1− (x+ 1)3 ≥ 0.

Òîáòî, x3 + 2x2 − x − 2 ≥ 0, çâiäêè (x − 1)(x + 1)(x + 2) ≥ 0.
Ìåòîäîì iíòåðâàëiâ îòðèìó¹ìî âiäïîâiäü x ∈ [−2,−1]∪ [1,+∞).

° Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

2n > 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1,

àäæå 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1.

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ S äîâiëüíèõ äâîõ ñóì ÷èñåë, ÿêi ðîçãëÿäà-
þòüñÿ â çàäà÷i. Öÿ ðiçíèöÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç ñóìè ðiçíèõ äîäàíêiâ
âèãëÿäó ±2k, áî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñóìè
÷èñåë ñòîâï÷èêà i ðÿäî÷êà ó öèõ ñóìàõ ¹ îäèí ñïiëüíèé äîäà-
íîê (âií çàïèñàíèé ó ïåðåòèíi öüîãî ðÿäêà i ñòîâïöÿ i ó ðiçíèöi
âií çíèùèòüñÿ). Íåõàé n � öå íàéáiëüøèé ñòåïiíü ñåðåä äîäàí-
êiâ ±2k, ÿêi âõîäÿòü ó ñóìó S. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî öåé äîäàíîê âõîäèòü çi çíàêîì +. Òåïåð
ìà¹ìî

S ≥ 2n − (1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1) > 0.

Îòæå, S 6= 0.

11 êëàñ

¬ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

x4 + 22x2 + 121 = 2025x4.

Äàëi ìà¹ìî (x2 +11)2 = (45x2)2. Îòæå, 44x2 = 11, òîáòî x = ± 1
2 .
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­ Íåõàé AB = x ñì i DC = y ñì. Îñêiëüêè

∠ADB = ∠DAC + ∠DCA = 2∠DAC = ∠CAB,

òî òðèêóòíèêè ABC i DBA ïîäiáíi. Òîìó AB : DB = BC : BA,
òîáòî x

25−y = 25
x . Çâiäñè x = 5

√
25− y.

ßêùî y = 9 ñì, òî x = 20 ñì. ßêùî y = 16 ñì, òî x = 15 ñì.
® Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü ó òàêîìó ðiâíîñèëüíîìó âèãëÿäi

1

sinx · cosx
≥ 4sin x·cos x.

Çðîáèìî çàìiíó t = sinx·cosx i îäåðæèìî íåðiâíiñòü 1
t ≥ 4t, ÿêà,

çðîçóìiëî, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ëèøå äëÿ äîäàòíèõ çíà÷åíü t. Îñêiëü-
êè ôóíêöiÿ f(t) = 1

t ñòðîãî ñïàäà¹, à ôóíêöiÿ g(t) = 4t ñòðîãî
çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó (0,+∞) i f( 1

2 ) = 2 = g( 1
2 ), òî ðîçâ'ÿçêîì

äàíî¨ íåðiâíîñòi ¹ t ∈ (0, 1
2 ).

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü 0 < t < 1
2 ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi

0 < sin(2x) < 1.

Îòæå, 2x ∈ (2πn, (2n+ 1)π), òîáòî , x ∈ (πn, 2n+1
2 π), äå n ∈ Z.

¯ Çàóâàæèìî, ùî A1 = 10, A2 = 30, A3 = 100, A4 = 354. Ç iíøîãî
áîêó, ÷èñëà âèãëÿäó 3n ïðè äiëåííi íà 8 äàþòü îñòà÷ó 3 äëÿ
íåïàðíèõ n i îñòà÷ó 1 äëÿ ïàðíèõ n. Òîìó ïðè n > 4 ÷èñëî An
íå äiëèòüñÿ íà 8, îòæå íå ìîæå ìàòè â êiíöi çàïèñó áiëüøå äâîõ
íóëiâ.

Òàêèì ÷èíîì, k ∈ {0, 1, 2}.
° Äèâ. çàäà÷ó 10-5.
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Îëiìïiàäà ½ÌiíiÌóäðèê� äëÿ ó÷íiâ 5-7 êëàñiâ

2015 � 2016

5 êëàñ

¬ Çðîçóìiëî, ùî ÷åðåç 7 (14, 21, . . . ) äíiâ áóäå ïîíåäiëîê. Îòæå,
÷åðåç 1001 äåíü òàêîæ áóäå ïîíåäiëîê (îñêiëüêè 1001 êðàòíå 7).
Çíà÷èòü, ÷åðåç 1000 äíiâ áóäå íåäiëÿ.

­ Îñêiëüêè äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ îáèäâi öèôðè îäíàêîâi, ¹ 9
(öå � 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 i 99), à âñüîãî äâîöèôðîâèõ ÷èñåë
¹ 90, òî çàëèøà¹òüñÿ 81 ÷èñëî, ó ÿêîãî îáèäâi öèôðè ðiçíi.

® Çãðóïó¹ìî ÷èñëà íàñòóïíèì ÷èíîì:

(3574 + 2426) + (1265 + 4735) + (2183 + 3817) + (4392 + 1608) =

= 6000 + 6000 + 6000 + 6000 = 24000.

¯ Íi, íå ìîæíà. Ïðèïóñòèìî, ùî íà äåÿêîìó êðîöi óñi 7 ÷èñåë ñòà-
ëè îäíàêîâi. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âîíè âñi îäèíèöi. Òîäi
íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi, î÷åâèäíî, âñi ÷èñëà òåæ áóëè îäíàêî-
âi, ùî íåìîæëèâî. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âñi ÷èñëà
íà îñòàííüîìó êðîöi äîðiâíþþòü íóëåâi. Òîäi êîæíèé íóëü íà
îñòàííüîìó êðîöi óòâîðèâñÿ ç ïàðè (0; 1) íà ïåðåäîñòàííüîìó
êðîöi. Îòæå, íà ïåðåäîñòàííüîìó êðîöi íà êîëi çíàõîäèëàñÿ ïåâ-
íà êiëüêiñòü ïàð (0; 1), ùî íåìîæëèâî, àäæå êiëüêiñòü ÷èñåë íà
êîëi çà óìîâîþ çàäà÷i íåïàðíà.

6 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-2.
­ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x øóêàíó êiëüêiñòü ëiòðiâ ìîëîêà æèðíîñòi 9

âiäñîòêiâ. Íåõàé m � ìàñà îäíîãî ëiòðà ìîëîêà, à M � çàãàëüíà
ìàñà æèðó ó ñóìiøi. Òîäi, ç îäíîãî áîêó,

M = (2 + x) ·m · 0, 08,

à ç iíøîãî áîêó, ìàñà æèðó ó ñóìiøi ìîëîêà äîðiâíþ¹ ñóìi ìàñ
æèðó ó êîæíîìó ñêëàäîâîìó, òîáòî

M = 2 ·m · 0, 06 + x ·m · 0, 09.



134 Ðîçäië 2. Âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ

Ïðèðiâíÿâøè ïðàâi ÷àñòèíè âèðàçiâ äëÿ ìàñè M i çðîáèâøè
íåñêëàäíi ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæèìî

8(x+ 2) = 12 + 9x.

Çâiäñè x = 4.
® Ïîçíà÷èìî A = abcde. Òîäi

1abcde
3

abcde1

Çâiäñè ëåãêî âãàäó¹òüñÿ, ùî e = 7. Ïiäñòàâëÿþ÷è öå ÷èñëî â
îñòàííþ ðiâíiñòü, ìè ïîñòóïîâî îòðèìà¹ìî, ùî d = 5, c = 8, b = 2
i a = 4. Îòæå, A = 42857.

¯ Çàäà÷à 5-4.

7 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-2.
­ Ïîçíà÷èìî øóêàíó âiäñòàíü ÷åðåç S êì, à øâèäêiñòü òå÷i¨ ÷åðåç
v êì/ãîä. Òîäi äî ìîìåíòó çóñòði÷i ïëiò ïðîïëèâ S1 = 1

2v êì, à
êàòåð S2 = 1

2 (20− v) êì. Îñêiëüêè S = S1 + S2, òî

S = 1
2v + 1

2 (20− v) = 10êì.

® Çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ

x4 + 3x2 + 4 = x4 + 4x2 + 4− x2 = (x2 + 2)2 − x2 =

= (x2 + x+ 2)(x2 − x+ 2).

¯ Ïðîâåäåìî âíóòðiøíþ áiñåêòðèñóAL êóòàA â òðèêóòíèêóABC.
Òîäi êóò ALB ïðÿìèé, îñêiëüêè çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà ïàðàëåëü-
íà äî BC. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè ALB i ALC:
âîíè ðiâíi, áî ìàþòü ñïiëüíèé êàòåò i îäíàêîâi êóòè. Îòæå,
AC = AB = 5 ñì.

° Çàäà÷à 5-4.
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2016 � 2017

5 êëàñ

¬ Ïðèêëàä ðîçðiçàííÿ:

­ Îñêiëüêè ÷àñòêà â ï'ÿòü ðàçiâ ìåíøå äiëåíîãî, òî äiëüíèê äî-
ðiâíþ¹ 5. Òîäi ÷àñòêà � öå 5 · 6 = 30.

® Ç òîãî, ùî Òiëëi òà Âiëëi çáèðàëè îäíàêîâi ñêàðáè, à Òiëëi òà
Êîðií � ðiçíi, âèïëèâà¹, ùî Äîðií çáèðàâ òàêi æ ñêàðáè, ÿê Òiëëi
òà Âiëëi. Îñêiëüêè ¨õ òðî¹, òî âîíè çáèðàëè ñðiáíi êåëèõè. Îòæå,
Êîðií íà Îääi çáèðàëè çîëîòi ìîíåòè.

¯ Íåâàæêî ïîðàõóâàòè, ùî ó ëþäèíè áóëî 4 ïðàáàáóñi i 4 ïðàäiäóñi
(âñüîãî 8). Çíà÷èòü, â êîæíîãî ç íèõ òåæ áóëî ïî 4 ïðàáàáóñi i
ïî 4 ïðàäiäóñ. Îòæå, ðàçîì ¨õ áóëî 64.

6 êëàñ

¬ Çà îçíàêîþ ïîäiëüíîñòi íà 11 ðiçíèöÿ ñóìè öèôð, ÿêi ñòîÿòü íà
ïàðíèõ ìiñöÿõ, òà ñóìè öèôð, ÿêi ñòîÿòü íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ,

ïîâèííà äiëèòüñÿ íà 11. Òîìó (1+2+3+7+5)−(2+2+x+2)
...11.

Çâiäñè (10 + x)
...11. Îòæå, x = 1.

­ Çàóâàæèìî, ùî

8765 · 5678 = (8888− 123) · (5555 + 123) =

= 8888 · 5555− 123 · 5555 + 123 · 8888− 123 · 123 =

= 8888 · 5555 + 123 · (8888− 5555− 123) =

8888 · 5555 + 123 · 3210 > 8888 · 5555.

® Çàäà÷à 5-3.
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¯ Îá÷èñëèìî, ñêiëüêè ¹ òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ âñi öèôðè
ðiçíi. Ïåðøà öèôðà òàêîãî ÷èñëà � öå àáî 1, àáî 2, . . . , àáî 9.
Äðóãà � áóäü-ÿêà ç öèôð 0, 1, . . . , 9, êðiì ïåðøî¨ âèáðàíî¨ öèôðè,
òîáòî, êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ïiäiáðàòè äðóãó öèôðó � òåæ 9. Òðåòÿ
öèôðà ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ ç öèôð 0, 1, . . . , 9, êðiì òèõ äâîõ,
ÿêi âæå âèáðàíi. Òîáòî, êiëüêiñòü ñïîñîáiâ âèáðàòè òðåòþ öèôðó
� 8. Îòæå, òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ âñi öèôðè ðiçíi ¹ 9 ·9 ·8 =
648. Âñiõ òðèöèôðîâèõ ÷èñåë ¹ 900, òîìó ÷åðâîíèõ òàáëè÷îê ¹
900− 648 = 252.

Îá÷èñëèìî òåïåð, ñêiëüêè ¹ íåïàðíèõ òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó
ÿêèõ âñi öèôðè ðiçíi. Òðåòÿ öèôðà òàêîãî ÷èñëà îáîâ'ÿçêîâî
îäíà ç ï'ÿòè öèôð: 1, 3, 5, 7 àáî 9. ßêùî îñòàííÿ öèôðà âæå
âèáðàíà, òî ïåðøà � öå áóäü-ÿêà, êðiì íóëÿ i òî¨ öèôðè, ÿêà
ñòî¨òü íà òðåòüîìó ìiñöi. Òîáòî, êiëüêiñòü ñïîñîáiâ âèáðàòè ïåð-
øó öèôðó � 8. Òîäi äðóãà öèôðà � öå áóäü-ÿêà ç öèôð 0, 1, . . . , 9,
êðiì òèõ, ÿêi âæå âèáðàíi íà ïåðøîìó i òðåòüîìó ìiñöÿõ. Òîáòî,
êiëüêiñòü âàðiàíòiâ âèáðàòè äðóãó öèôðó � 8. Îòæå, êiëüêiñòü
çåëåíèõ òàáëè÷îê ñêëàäà¹ 5 · 8 · 8 = 320. Òîäi êiëüêiñòü ñèíiõ
òàáëè÷îê äîðiâíþ¹ 900− 252− 320 = 328.

7 êëàñ

¬ Çàäà÷à 6-2.

­ Ðîçãëÿíåìî îñòàííi öèôðè ñòåïåíiâ ñiìêè: 70 � îñòàííÿ öèôðà
1, 71 � îñòàííÿ öèôðà 7, 72 � îñòàííÿ öèôðà 9, 73 � îñòàííÿ
öèôðà 3, 74 � îñòàííÿ öèôðà 1. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü îñòàííiõ
öèôð ïåðiîäè÷íà ç ïåðiîäîì 4. Îñêiëüêè 2017 äà¹ îñòà÷ó 1 ïðè
äiëåííi íà 4, òî îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà 20172017 òàêà æ ñàìà, ÿê
i ó ÷èñëà 20171, òîáòî, 7.

® Íåõàé â òðèêóòíèêó ABC: ∠A = 80◦, ∠B = 40◦ i ∠C = 60◦.
Íåõàé AE � áiñåêòðèñà êóòà A, à D � òàêà òî÷êà íà áiñåêòðèñi
AE, ùî ∠ACD = 40◦. Òîäi êîæíèé ç òðèêóòíèêiâ ABE, ADC i
DEC ðiâíîáåäðåíèé, ÿê ëåãêî âèïëèâà¹ ç îá÷èñëåííÿ êóòiâ öèõ
òðèêóòíèêiâ.
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¯ Íi, íå ìîæíà. Ðîçôàðáó¹ìî êâàäðàò 5 × 5 â òðè ðiçíi êîëüîðè
òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþíêó ëiâîðó÷. Òîäi êëiòèíîê äðóãîãî òà
òðåòüîãî êîëüîðó áóäå ïî 8, à êëiòèíîê ïåðøîãî êîëüîðó � 9.
Êîæíèé ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðó 3× 1, íåçàëåæíî âiä éîãî ðîçòà-
øóâàííÿ, ìiñòèòü ïî îäíié êëiòèíöi êîæíîãî êîëüîðó. Òîìó äëÿ
òîãî, ùîá ìîæíà áóëî ðîçðiçàòè êâàäðàò áåç îäíi¹¨ íåöåíòðàëü-
íî¨ êëiòèíêè íà ïðÿìîêóòíèêè 3× 1 âèðiçàíà êëiòèíêà ïîâèííà
áóòè ïåðøîãî êîëüîðó. Òåïåð ïîâåðíåìî êâàäðàò 5 × 5 íà 90◦

çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, i îäåðæèìî êâàäðàò, çîáðàæåíèé íà
ìàëþíêó ïðàâîðó÷. Ïðè öüîìó âèðiçàíà êëiòèíêà çàëèøèëàñÿ
íà ñâî¹ìó ìiñöi, àëå çìiíèëà êîëið, îñêiëüêè âîíà íåöåíòðàëü-
íà. Â òàêîìó âèïàäêó öÿ êëiòèíêà äðóãîãî àáî òðåòüîãî êîëüîðó.
Òîäi äëÿ ðîçðiçàííÿ çàëèøà¹òüñÿ àáî òiëüêè 7 êëiòèíîê äðóãîãî,
àáî òiëüêè 7 êëiòèíîê òðåòüîãî êîëüîðó, ùî íåìîæëèâî.

2017 � 2018

5 êëàñ

¬ Áåòòi ãîâîðèòü ïðàâäó. ßêáè âîíà çáðåõàëà, òî áóëà á àáî íàé-
äîâøîþ, àáî íàéêîðîòøîþ. Àëå íàéäîâøà Äîëëi, à íàéêîðîòøà
Ìîëëi.
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Êåòòi òåæ ãîâîðèòü ïðàâäó. ßêáè âîíà çáðåõàëà, òî áóëà á íàé-
êîðîòøîþ, àëå íàéêîðîòøà Ìîëëi.

Òàêîæ Ìîëëi ãîâîðèòü ïðàâäó. ßêáè âîíà çáðåõàëà, òî áóëà á íå
íàéêîðîòøîþ, àëå âñi ðåøòà ï'ÿâêè òàêîæ íå ¹ íàéêîðîòøèìè.

Îòæå, çáðåõàëà Äîëëi. Òîäi íàéêîðîòøà � Ìîëëi, àíi íàéäîâøà,
àíi íàéêîðîòøà � Áåòòi i Äîëi, íàéäîâøà � Êåòòi. Òàêèì ÷è-
íîì, ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ ï'ÿâîê òàêèé: Ìîëëi, Áåòòi, Äîëëi,
Êåòòi, àáî Ìîëëi, Äîëëi, Áåòòi, Êåòòi.

­ Iñíóþòü, íàïðèêëàä, m = 14, n = 2. Öi ÷èñëà çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó çàäà÷i, îñêiëüêè 14 äiëèòüñÿ íàöiëî íà 2, 15 äiëèòüñÿ íà-
öiëî íà 3, à 16 äiëèòüñÿ íàöiëî íà 4.

® Ðîçäiëèìî ìîíåòè íà 3 êóïêè: äâi ïî 9 ìîíåò i îäíà 8 ìîíåò.
Ïîðiâíÿ¹ìî âàãó äâîõ êóïîê ïî 9 ìîíåò. Ìîæëèâi òàêi äâà âè-
ïàäêè.

a. Íà øàëüêîâèõ âàãàõ íå âèéøëî ðiâíîñòi. Òîäi ôàëüøèâà
ìîíåòà çíàõîäèòüñÿ ñåðåä 9 âàæ÷èõ ìîíåò.
Äàëi ðîçäiëèìî öi 9 ìîíåò íà 3 êóïêè ïî 3 ìîíåòè i ïîðiâ-
íÿ¹ìî äâi êóïêè. ßêùî íå âèéøëî ðiâíîñòi, òî ôàëüøèâà
ìîíåòà ñåðåä 3 âàæ÷èõ ìîíåò. ßêùî âèéøëà ðiâíiñòü, òî
ôàëüøèâà ìîíåòà ñåðåä 3 ìîíåò, ÿêi íå ïîðiâíþâàëèñÿ.
Çà îñòàííiì çâàæóâàííÿì ïîðiâíÿ¹ìî ìàñó 2 ìîíåò ç êó-
ïêè, ùî ìiñòèòü ôàëüøèâó ìîíåòó, à òðåòþ ìîíåòó çàëè-
øèìî. ßêùî ÿêàñü ç íèõ âàæ÷à, òî âîíà i ¹ ôàëüøèâîþ.
ßêùî ìîíåòè îäíàêîâî¨ ìàñè, òî ôàëüøèâîþ ¹ ìîíåòà, ùî
çàëèøèëàñü.

b. Íà øàëüêîâèõ âàãàõ âèéøëà ðiâíiñòü. Òîäi ôàëüøèâà ìî-
íåòà çíàõîäèòüñÿ ñåðåä 8 ìîíåò, ÿêi ìè íå ïîðiâíþâàëè.
Ðîçäiëèìî öi ìîíåòè íà 3 êóïêè: äâi ïî 3 ìîíåòè i îäíà 2
ìîíåòè. Ïîðiâíÿ¹ìî äâi êóïêè ïî 3 ìîíåòè. ßêùî îäíà ç
êóïîê ïî 3 ìîíåòè âàæ÷à, òî ñåðåä íèõ ôàëüøèâà ìîíåòà.
Òîäi çíàõîäèìî ôàëüøèâó ìîíåòó àíàëîãi÷íî äî îñòàííüî-
ãî çâàæóâàííÿ âèïàäêó a). ßêùî æ âèéøëà ðiâíiñòü, òî
ôàëüøèâà ìîíåòà ñåðåä 2 ìîíåò, ÿêi ìè íå ïîðiâíþâàëè, i
çà îñòàííiì çâàæóâàííÿì ïîðiâíþ¹ìî öi ìîíåòè. Âàæ÷à ç
íèõ i áóäå ôàëüøèâîþ.

¯ Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó â ïðèïóùåííi, ùî âiäñòàíü ìiæ ïàñòêàìè
ïîâèííà áóòè öiëîþ. Êîæíà ïàñòêà ìiñòèòü 12 âóçëiâ (âåðøèí
êâàäðàòèêiâ), ïîçíà÷åíèõ íà ìàëþíêó êðóæå÷êàìè.
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Ïàñòêè íå ïîâèííi äîòèêàòèñÿ, òîìó êâàäðàòíå áîëîòî ïîâèííî
âìiùóâàòè ïðèíàéìíi 7× 12 = 84 âóçëèêà. Áîëîòî 8× 8 âìiùó¹
81 âóçëèê, òîìó íàéìåíøå áîëîòî, â ÿêå ìîæóòü ïîìiñòèòèñÿ 7
ïàñòîê áåç äîòèêiâ � öå áîëîòî 9×9. Çàëèøèëîñÿ íàâåñòè ÿêèéñü
ïðèêëàä òàêîãî ðîçòàøóâàííÿ:

6 êëàñ

¬ Â áóäü-ÿêîìó ðàçi âèãðà¹ Äîìîâÿòêî. Äëÿ öüîãî éîìó ïîòðiáíî
ïiñëÿ êîæíîãî õîäó ìiñòåðà Áàáàéêiíçà áðàòè áiëüøå öóêåðîê,
íiæ ìiñòåð Áàáàéêiíç, àáî ÿêùî öóêåðîê íå âèñòà÷à¹, òî ñòiëüêè
æ ñêiëüêè i ìiñòåð Áàáàéêiíç.

­ Ïðèêëàä ðîçðiçàííÿ íàâåäåíî íà ìàëþíêó.

® Êîæíå ïðèêîëüíå ÷èñëî ìà¹ âèãëÿä

aabb, abab, abba, aaaa

äå a 6= b i a, b 6= 0.
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Îá÷èñëèìî êiëüêiñòü ïðèêîëüíèõ ÷èñåë âiä 1000 äî 1999, òîáòî,
ïðè a = 1. Çðîçóìiëî, ùî êiëüêîñòi ÷èñåë âèäó aabb, abab i abba
îäíàêîâi. Ïîðàõó¹ìî êiëüêiñòü ÷èñåë âèäó aabb ïðè a = 1. �õ ¹ 8
(1122, 1133, . . . , 1199). Çíà÷èòü, ÷èñåë âèäó abab i abba òàêîæ ïî
8. Îòæå, âiä 1000 äî 1999 ïðèêîëüíèõ ÷èñåë ¹ 3 × 8 = 24 ïëþñ
ùå îäíå ÷èñëî 1111, òîáòî, 25 ÷èñåë. Òîäi â äåâ'ÿòè òèñÿ÷àõ áóäå
9 · 25 = 225 ïðèêîëüíèõ ÷èñåë.

¯ Çàäà÷à 5-4.

7 êëàñ

¬ Ïðèïóñòèìî, ùî äâi ìàìè òà äâi äîíüêè � öå ÷åòâåðî ðiçíèõ îñiá.
Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî ðàçîì âîíè ç'¨ëè êiëüêiñòü öóêåðîê,
ÿêà íàöiëî äiëèòüñÿ íà 6. Ç iíøîãî áîêó, 14 íå äiëèòüñÿ íàöiëî
íà 6. Îòæå, äâi ìàìè òà äâi äîíüêè � öå íå ÷åòâåðî ðiçíèõ îñiá,
à òðî¹: äîíüêà, ¨¨ ìàìà (ÿêà îäíî÷àñíî ¹ äîíüêîþ ñâî¹¨ ìàìè)
òà áàáóñÿ (ÿêà îäíî÷àñíî ¹ ìàìîþ äëÿ ñâî¹¨ äîíüêè). Çà óìîâîþ
çàäà÷i áàáóñÿ ç'¨ëà íàéìåíøó êiëüêiñòü öóêåðîê x. Òîäi ìàìà
ç'¨ëà 2x, à äîíüêà � 4x öóêåðîê. Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ: x+2x+4x =
14.

Çâiäñè x = 2 i âiäïîâiäü: 2, 4 òà 8 öóêåðîê.
­ Çàäà÷à 6-3.
® Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèêè ABM òà AFM . Âîíè ðiâíi çà äâîìà

ñòîðîíàìè òà êóòîì ìiæ íèìè. Òîäi ∠AFM = ∠ABM = 90◦.
Îñêiëüêè ABCD � êâàäðàò, òî AD = AB = AF . Òåïåð òðèêó-
òíèêè AFN òà ADN ðiâíi çà ïåðøîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêó-
òíèêiâ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∠AFN = ∠ADN = 90◦. Îòæå, êóò
MFN ðîçãîðíóòèé, à òîìó òî÷êà F ëåæèòü íà ïðÿìié MN .

¯ Çàäà÷à 5-4.
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2018 � 2019

5 êëàñ

¬ Îñêiëüêè ÷èñëî ïîâèííî áóòè íàéáiëüøèì, òî ïåðøà öèôðà ìî-
æå áóòè 9. Ïåðåáîðîì ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïiäõîäèòü ÷èñëî
92.

­ Ðîçðiçàííÿ íàâåäåíå íà ìàëþíêó.

® ßêùî òâåðäæåííÿ Òîìà Ñîé¹ðà iñòèííå, òî ó Áåêêi áiëüøå äâîõ
êíèã, à îòæå i òiòêà Ïîëëi òåæ ïðàâà, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.
ßêùî òâåðäæåíííÿ Ãåêëüáåði Ôiííà iñòèííå, òî òâåðäæåííÿ òi-
òêè Ïîëëi ìà¹ áóòè õèáíèì, òîáòî, êíèæîê ó Áåêêi ìåíøå äâîõ.
Îñêiëüêè Áåêêi ÷èòàëà êíèãó, òî ó íå¨ ¹ îäíà êíèãà. ßêùî òâåð-
äæåííÿ òiòêè Ïîëëi iñòèííå, òî òâåðäæåííÿ Òîìà i Ãåêà õèáíi, à
òîìó ó Áåêêi íå áiëüøå 1876 êíèã i íå ìåíøå 1876 êíèã. Îòæå, ó
íå¨ ðiâíî 1876 êíèã. Òàêèì ÷èíîì, ó Áåêêi àáî 1 êíèãà àáî 1876
êíèã.

¯ Çàíóìåðó¹ìî âñi ìiñòà ÷èñëàìè âiä 1 äî 2019 i íåõàé ç ìiñòà ïiä
íîìåðîì k âèõîäèòü ðiâíî dk äîðiã. Ïîðàõó¹ìî êiëüêiñòü âñiõ
äîðiã â êðà¨íi (âðàõîâóþ÷è, ùî êîæíà äîðîãà ç'¹äíó¹ äâà ìiñòà):

d1 + d2 + d3 + · · ·+ d2018 + d2019

2
.

Êiëüêiñòü äîðiã ìà¹ áóòè öiëèì ÷èñëîì, òîìó ÷èñåëüíèê äðî-
áó ïîâèíåí áóòè ïàðíèì. Îñêiëüêè ÷èñåëüíèê ìiñòèòü íåïàðíó
êiëüêiñòü ÷èñåë, òî âñi âîíè íåïàðíèìè íå ìîæóòü áóòè. Îòæå,
õî÷à á îäíå ç íèõ ïàðíå.
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6 êëàñ

¬ Íåõàé øóêàíå ÷èñëî ñêëàäà¹òüñÿ ç öèôð a i b. Òîäi ðiçíèöÿ
ìiæ öèì ÷èñëîì òà ÷èñëîì, çàïèñàíèì òèìè æ öèôðàìè, àëå ó
çâîðîòíîìó ïîðÿäêó äîðiâíþ¹

10a+ b− (10b+ a) = 9(a− b).

Îñêiëüêè 36 = 9 · 4, à 9 i 4 íå ìàþòü ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ, êðiì
îäèíèöi, òî a−b ïîâèííî äiëèòèñÿ áåç îñòà÷i íà 4. Øóêàíå ÷èñëî
ïîâèííî áóòè íàéáiëüøèì, òîìó a = 9, b = 5.

­ Âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè −5 i 2019 ñêëàäà¹ 2024 îäèíèöi. Òîäi Äî-
ïîìàãà÷ ïðîéøîâ âiäñòàíü 1518 = 3 ·506 îäèíèöü, à Iãðàøêîçáè-
ðà÷ � âiäñòàíü, ùî ñêëàäà¹ 506 îäèíèöü. Îòæå, Äîïîìàãà÷ òà
Iãðàøêîçáèðà÷ ïðè çóñòði÷i çíàõîäèëèñÿ â òî÷öi ç êîîðäèíàòîþ
−5 + 1518 = 1513.

® Íåõàé x ó÷íiâ ïiøëè ó êiíî, y � ó çîîïàðê i z � íà ôóòáîë. Òîäi
x + y + z = 20 i 75x + 40y + 15z = 800. Çðîçóìiëî, ùî x ≤ 10.
Çàóâàæèìî, ùî 75 = 40+35, à 15 = 40−25. Òîäi äðóãå ðiâíÿííÿ
ìîæåìî ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(40 + 35)x+ 40y + (40− 25)z = 800.

Òîäi, ðîçêðèâøè äóæêè, ìà¹ìî

40x+ 40y + 40z + 35x− 25z = 800,

çâiäêè âèïëèâà¹

40 · 20 + 35x− 25z = 800.

Îòæå,
7x = 5z.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî z äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà 7, à x � íà
5. Ïåðåáîðîì îòðèìó¹ìî, ùî x = 5, y = 8 i z = 7.

Îòæå, 5 ó÷íiâ ïiøëè â êiíî, 8 � ó çîîïàðê i 7 � íà ôóòáîë.
¯ Íi, íå ìîæíà.

Ðîçôàðáó¹ìî êëiòèíêè âñüîãî êâàäðàòà 5 × 5 ó øàõîâîìó ïî-
ðÿäêó â ÷îðíèé i áiëèé êîëið, ïðè÷îìó ââàæàòèìåìî, ùî êóòîâi
êëiòèíêè ¹ ÷îðíèìè. Òàêèì ÷èíîì îäåðæèìî 13 ÷îðíèõ êëiòè-
íîê i 12 áiëèõ.
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Çàóâàæèìî, ùî âèðiçàíà êëiòèíêà ¹ áiëîþ. Òîìó ôiãóðà, ùî çà-
ëèøèëàñü, ìiñòèòü 13 ÷îðíèõ êëiòèíîê i 11 áiëèõ.

Ç iíøîãî áîêó, êîæíèé ïðÿìîêóòíèê 2× 1 àáî 1× 2 ñêëàäà¹òüñÿ
ç îäíi¹¨ ÷îðíî¨ êëiòèíêè i îäíi¹¨ áiëî¨. Òîìó 12 òàêèõ ïðÿìîêó-
òíèêiâ ìàþòü 12 ÷îðíèõ êëiòèíîê i 12 áiëèõ. Îòæå, ôiãóðó, ùî
çàëèøèëàñü, ðîçðiçàòè íà 12 ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðîì 2× 1 àáî
1× 2 íå ìîæíà.

7 êëàñ

¬ Íåõàé òðèöèôðîâå ÷èñëî A çàïèñàíå ç äîïîìîãîþ öèôð a, b i c,
òîáòî

A = abc = 100a+ 10b+ c.

Òîäi òðèöèôðîâå ÷èñëî B, çàïèñàíå òèìè æ öèôðàìè çâîðî-
òíüîìó ïîðÿäêó, ìà¹ òàêèé âèãëÿä

B = cba = 100c+ 10b+ a.

Òîìó
A−B = 99(a− c).

Îòæå, ÷èñëî A−B äiëèòüñÿ íà 7 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÷èñëî
a − c äiëèòüñÿ íà 7. Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî A áóëî íàéáiëüøèì,
ïîòðiáíî âçÿòè a = 9. Òîäi c = 2. Çàëèøèëîñü âçÿòè b = 8.

Îòæå, øóêàíå ÷èñëî � öå 982.
­ ßêùî x = 0, òî

y2(y2 + z2) = 0

i îáîâ'ÿçêîâî y = 0, ùî äà¹ ñóïåðå÷íiñòü.

ßêùî y = 0, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî x = 0, ùî
òàêîæ íåìîæëèâî.

Îòæå, z = 0. Çâiäñè ìè îòðèìó¹ìî òàêó ñèñòåìó{
x = y4

x+ y4 = 162.

Çðîçóìiëî, ùî x íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíèì. Òîìó x > 0 i y < 0.
Ìà¹ìî

2y4 = 162.

Îòæå, y = −3. Òîäi x = 81.
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® Çàíóìåðó¹ìî äîøêè çëiâà íàïðàâî. Ñåðåä ïåðøèõ äâîõ äîøîê
õî÷à á îäíà ñèíüîãî êîëüîðó. Êðiì òîãî, ñåðåä äîâiëüíèõ òðüîõ
äîøîê, ÿêi iäóòü ïiäðÿä, îáîâ'ÿçêîâî ¹ õî÷à á îäíà ñèíüîãî êî-
ëüîðó. Ðîçiá'¹ìî äîøêè 3 � 80 íà 26 òðiéîê i îòðèìà¹ìî, ùî â
êîæíié ç íèõ îáîâ'ÿçêîâî ¹ õî÷à á îäíà äîøêà ñèíüîãî êîëüî-
ðó. Òàêèì ÷èíîì, ñèíiõ äîøîê ¹ ïðèíàéìíi 27. Îòæå, æîâòèõ
äîøîê íå áiëüøå, íiæ 53.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹ ñïîñiá ðîçôàðáóâàííÿ, ïðè ÿêîìó
¹ 53 æîâòi äîøêè:

Ñ, Æ, Ñ, Æ, Æ, Ñ, Æ, Æ, Ñ, . . . Ñ, Æ, Æ
¯ Çàäà÷à 6-4.

2020 � 2021

5 êëàñ

¬ Íàïðèêëàä, ÷èñëî 71371371. Ìîæëèâi òàêîæ iíøi âiäïîâiäi.
­ Ñèíiõ � 7, ÷åðâîíèõ � 6, çåëåíèõ � 2.

® Ïåðèìåòð êâàäðàòà � 1 äîðiâíþ¹ 24 ñì, òîäi ñòîðîíè êâàäðàòiâ
âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü:

Íîìåð êâàäðàòà Äîâæèíà ñòîðîíè
1 6
2 6 + 6 = 12
3 6 + 12 = 18
4 12 + 18 = 30
5 18 + 30 = 48

Òîäi ïëîùà êâàäðàòà �5 äîðiâíþ¹ 48× 48 = 2304 ñì2.
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¯ Øïóëÿ ñêà÷å íà 1 ñì çà ïiâñåêóíäè, òîìó çà 1 ñåêóíäó âî-
íà âiäñêî÷èòü íà 2 ñì. Ñiìêà ½ïðîáiæèòü� âñþ âiäñòàíü çà ÷àñ
240 : 3 = 80 (ñåêóíä), òîáòî áiëÿ ïå÷i âîíà áóäå ÷åðåç 80 ñå-
êóíä. Çà öåé ÷àñ Øïóëÿ ½ïðîáiæèòü� 80 × 2 = 160 ñì, òîáòî ¨é
çàëèøà¹òüñÿ âiäñòàíü â 240− 160 = 80 ñì. ×àñ, çà ÿêèé Øïóëÿ
½ïðîáiæèòü� âiäñòàíü 80 ñì, i áóäå øóêàíèì ÷àñîì î÷iêóâàííÿ
Ñiìêîþ Øïóëi. Òàêèì ÷èíîì, 80 : 2 = 40 ñåêóíä.

6 êëàñ

¬ ßêùî íà âiäðiçêó AB ïîçíà÷åíà îäíà òî÷êà C, òî âiäðiçêiâ áóäå
òðè � AC, AB i CB. ßêùî íà âiäðiçêó AB ïîçíà÷åíi äâi òî÷êè
C i D, òî âiäðiçêiâ áóäå øiñòü � AC, AD, AB, CD, CB i DB.
ßêùî íà âiäðiçêó AB ïîçíà÷åíi òðè òî÷êè C, D i E, òî âiäðiçêiâ
áóäå äåñÿòü � AC, AD, AE, AB, CD, CE, CB, DE, DB i EB.

Îòæå, âiäïîâiäü: 3.
­ Äiòè ðîçäiëèëèñÿ íà òðè ãðóïè:

� æîäíîãî áðàòà íå ìàþòü Êèðèëî i �ãîð;
� ïî îäíîìó áðàòó ìàþòü Àëiíà, Áåàòà, Äàíèëî, Ôåäið i Iðèí-
êà;

� ïî äâà áðàòè ìàþòü Îëåíà, Ãàëèíêà, Ìèõàéëî, Êîñòÿ i Áîã-
äàí.

® Íåõàé ó ìàòåìàòè÷íîìó ãóðòêó çàéìàþòüñÿ n ó÷íiâ. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç k íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå çà 0, 5n. Òîäi:

äëÿ n = 1 ìà¹ìî k = 1 (100% âiä n);

äëÿ n = 2 ìà¹ìî k = 2 (100%);

äëÿ n = 3 ìà¹ìî k = 2 (66, 7%);

äëÿ n = 4 ìà¹ìî k = 3 (75%);

äëÿ n = 5 ìà¹ìî k = 3 (60%);

äëÿ n = 6 ìà¹ìî k = 4 (66, 7%);

äëÿ n = 7 ìà¹ìî k = 4 (57, 1%).

Òàêèì ÷èíîì, âiäïîâiäü: 7.
¯ ßêáè îáèäâà ÷èñëà ìàëè ïî îäíié öèôði äî i ïiñëÿ êîìè, òî ¨õíÿ

ñóìà ìàëà áè íå áiëüøå îäíi¹¨ öèôðè ïiñëÿ êîìè, ùî íå òàê.

ßêáè îáèäâà ÷èñëà ìàëè íå ìåíøå äâîõ öèôð äî i ïiñëÿ êîìè,
òî ¨õíÿ ñóìà áóëà áè áiëüøà çà 20, ùî íå òàê.
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Îòæå, îäíå ÷èñëî ìà¹ ïî äâi öèôðè äî i ïiñëÿ êîìè (ïîçíà÷èìî
éîãî ÷åðåç T ), à iíøå � ïî îäíié öèôði (ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåçD).
Îñêiëüêè ÷èñëî T ïî÷èíà¹òüñÿ i çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðîþ 1, òî éîãî
çàïèñàëà Òåòÿíêà. Ùîá ÷èñëî D = 11, 11− T áóëî íàéáiëüøèì,
ïîòðiáíî, ùîá ÷èñëî T áóëî íàéìåíøèì. Îñêiëüêè ïðè öüîìó
âíóòðiøíi öèôðè ÷èñëà T ìàþòü áóòè ðiçíi i âiäìiííi âiä 1, òî
T = 10, 21. Òîìó D = 11, 11− 10, 21 = 0, 9.

7 êëàñ

¬ Òiëüêè ïðè n = 2. Çàóâàæèìî, ùî ïðè n = 1 ÷èñëî n2 + 3n − 1
íå ¹ ïîâíèì êâàäðàòîì, à ïðè n = 2 ìà¹ìî n2 + 3n− 1 = 32.

Òåïåð íåõàé n ≥ 3. Òîäi

(n+ 1)2 = n2 + 2n+ 1 < n2 + 3n− 1 < n2 + 4n+ 4 = (n+ 2)2.

Òîáòî ÷èñëî n2 +3n−1 çíàõîäèòüñÿ ìiæ êâàäðàòàìè äâîõ ïîñëi-
äîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Îòæå, âîíî íå ìîæå áóòè êâàäðàòîì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

­ Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà äëÿ òðèêóòíèêiâ AOB,
BOC i COA, îòðèìà¹ìî

OA+OB ≥ AB,

OB +OC ≥ BC

i
OC +OA ≥ CA.

Äîäàìî öi òðè íåðiâíîñòi i îäåðæèìî

2(OA+OB +OC) ≥ AB +BC +BC = 6 + 7 + 9 = 22.

Çâiäêè
OA+OB +OC ≥ 11.

® Íåõàé øóêàíå ÷èñëî

A = abc = 100a+ 10b+ c.

Òîäi ñóìà S éîãî öèôð äîðiâíþ¹ a+ b+ c. Òåïåð ìà¹ìî

A−13S = 100a+10b+c−13(a+b+c) = 87a−3b−12c = 3(29a−b−4c) = 0.
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Îòæå, çàëèøèëîñü çíàéòè öèôðè a, b, c òàêi, ùî

29a− b− 4c = 0,

òîáòî
29a = b+ 4c.

ßêùî a ≥ 2, òî

29a ≥ 58 > 45 = 5 · 9 ≥ b+ 4c.

Òîìó ïðè òàêèõ a ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

Îòæå, a = 1 i ìè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

b+ 4c = 29,

òîáòî
4c = 29− b.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öèôðè b òàêi, ÷èñëî 29− b äiëèòüñÿ íà 4, îòðèìó-
¹ìî b = 1, c = 7 àáî b = 5, c = 6 àáî b = 9, c = 5.

Îòæå, øóêàíå ÷èñëî � öå 117, 156, 195.
¯ Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ñóìà S âñiõ ÷èñåë òàáëèöi äîðiâíþ¹

S = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45.

Íåõàé â ñåðåäèííié êëiòèíöi çàïèñàíî ÷èñëî x. Êðiì òîãî, íå-
õàé ó äðóãîìó ðÿäêó çàïèñàíi ÷èñëà a, x, b. Îñêiëüêè ó ïåðøîìó
ðÿäêó i òðåòüîìó ðÿäêó ñóìè ÷èñåë = 18, òî

18 + (a+ x+ b) + 18 = 45,

òîáòî
a+ x+ b = 9.

Àíàëîãi÷íî,
c+ x+ d = 9,

äå c, x, d � ÷èñëà äðóãîãî ñòîâï÷èêà òàáëèöi. Òîäi

(a+ x+ b) + (c+ x+ d) = 18.

Òîìó
a+ b+ c+ d+ x = 18− x ≤ 18− 1 = 17.
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Êðiì òîãî, îñêiëüêè öèôðà 4 çíàõîäèòüñÿ â êóòêó, òî

a+ b+ c+ d+ x ≥ 1 + 2 + 3 + 5 + 6 = 17.

Îòæå,
18− x = a+ b+ c+ d+ x = 17

i x = 1.

Çàëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä òàêîãî ðîçòàøóâàííÿ. Íàïðèêëàä:

9 2 7

5 1 3

4 6 8

° Çàçíà÷èìî, ùî m+ n ≤ 43, ïðè÷îìó m+ n = 43 äëÿ îñòàííüîãî
ó÷àñíèêà îëiìïiàäè.

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî óìîâà

47m+ 50n = 2021

íå ìîæå âèêîíóâàòèñü ïðè m+ n ≤ 40, àäæå òîäi

47m+ 50n ≤ 50(m+ n) = 50 · 40 = 2000 < 2021.

Òåïåð âðàõóâàâøè, ùî 2021 = 43·47, ïðîàíàëiçó¹ìî ðiâíiñòü ïðè
m+ n = 41. Ìà¹ìî

47m+ 50n = 47 · 41 + 3n,

47 · 41 + 3n = 47 · 43

i
3n = 2 · 43 = 86.

Îñêiëüêè 86 íå äiëèòüñÿ íà 3, òî ó öüîìó âèïàäêó ðiâíiñòü òàêîæ
íåìîæëèâà.

Òåïåð ïðîàíàëiçó¹ìî ðiâíiñòü ïðè m+ n = 42. Ìà¹ìî

47m+ 50n = 47 · 42 + 3n,

47 · 42 + 3n = 47 · 43
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i

3n = 43,

ùî òàêîæ íåìîæëèâî.

Îòæå ðiâíiñòü

47m+ 50n = 2021

ìîæå âèêîíóâàòèñü ëèøå, êîëè m + n = 43, òîáòî ïðàâèëüíå
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìiã âè÷àðóâàòè òiëüêè îñòàííié ó÷àñíèê. Àëå
çãiäíî ç óìîâîþ âií âè÷àðóâàâ øîêîëàäêó. Òàêèì ÷èíîì, âiäïî-
âiäü: 0.

2022 � 2023

5 êëàñ

¬ Ç ìàëþíêó áà÷èìî, ùî âåëèêèé ïàçë ó 4 ðàçè áiëüøèé çà ìà-
ëåíüêèé, à îòæå ó íüîìó ó 4 ðàçè áiëüøå äåòàëåé. Òàêèì ÷èíîì,
âåëèêèé ïàçë ìiñòèòü 150× 4 = 600 åëåìåíòiâ.

­ Ç ìàëþíêó áà÷èìî, ùî ðîçìiðè ïëîùi ïåðåêðèòòÿ (òåìíiøà ÷à-
ñòèíà) öå 10 ñì i 20 ñì. Îñêiëüêè öå ïðÿìîêóòíèê, òî éîãî ïëîùà
10× 20 = 200 ñì2.
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® Àáè äiçíàòèñÿ ñêiëüêè íóëiâ ó êiíöi òàêîãî äîáóòêó ïîòðiáíî
çíàòè ñêiëüêè ðàçiâ ìè ìîæåìî ïîäiëèòè éîãî íàöiëî íà 10. Ùîá
÷èñëî äiëèëîñü íà 10 ïîòðiáíî ùîá âîíî äiëèëîñü íà 5 i íà 2.
Ïîðàõóéìî êiëüêiñòü ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà ï'ÿòü ó äîáóòêó. Öå
5, 10, 15, 20, 25, 30, 35. Âñüîãî 7 ÷èñåë, ïðîòå 25 ìîæíà äâi÷i ïîäi-
ëèòè íà 5, òîìó çàãàëîì 8. Äâiéîê ó äîáóòêó î÷åâèäíî áiëüøå,
òîìó ó ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ îòðèìà¹ìî ÷èñëî, ùî çàêií÷ó¹òüñÿ
íà 8 íóëiâ.

¯ Âiä êiíöÿ äîùó äî äçâiíêà äiòè çáëèçèëèñü íà 500 + 300 = 800
ìåòðiâ. Òîáòî êîæåí òàêèé ïðîìiæîê ÷àñó äiòè çìåíøóþòü âiä-
ñòàíü ìiæ ñîáîþ íà 800 ìåòðiâ. Ïîðàõó¹ìî çà ñêiëüêè òàêèõ
ïðîìiæêiâ âîíè çóñòðiíóòüñÿ: 3200

800 = 4. Çà öåé ÷àñ Íàòàëêà ïðî-
¨äå 4·300 = 1200 ìåòðiâ, à Ñàøêî 4·500 = 2000 ìåòðiâ. Âiäïîâiäü:
1200 ì âiä áóäèíêó Íàòàëêè i 2000 ì âiä áóäèíêó Ñàøêà.

° Óñi ôðàçè ìàþòü ÷àñòèíêó penda, ç ïåðåêëàäó ðîçóìi¹ìî, ùî
öå ½ëþáèòè�. Äàëi áóäåìî àíàëiçóâàòè ïî÷àòêè ôðàç. Ïåðøi òðè
ôðàçè ìàþòü ÷àñòèíó ku ïåðåä penda, à òàêîæ ìiñòÿòü ½òåáå�
â ïåðåêëàäi, ÿê îá'¹êò ëþáîâi, òîìó ku � öå ½òåáå�. Ç 1-¨, 3-¨ òà
5-¨ ôðàç áà÷èìî, ùî ni íà ïî÷àòêó îçíà÷à¹ ½ß�. Òîìó ñòðóêòóðà
ôðàç íàñòóïíà:

½ñóá'¹êò ëþáîâi� ½÷àñîâà ÷àñòèíà� ½îá'¹êò ëþáîâi� penda

Ñêëàäåìî òàáëèöþ äëÿ çðó÷íîñòi. Çíàþ÷è ñòðóêòóðó ôðàç i äå-
ÿêi ñëîâà ëåãêî áà÷èòè, ùî ïåðåêëàäè íàñòóïíi.

ÿ-ni òåïåðiøíié-na òåáå-ku
âií-a ìèíóëèé-me ¨õ-wa
òè-u ìàéáóòíié-ta ìåíå-ni

éîãî-m
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Ç òàáëèöi ëåãêî çàïèñàòè âñi ôðàçè äëÿ ïðîôåñîðêè Ìàêãîíå-
ãåë.

à) nitakupenda; á) amewapenda;

â) ninampenda; ã) ananipenda.

6 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-1.
­ Ìîæíà, íàïðèêëàä òàê:

20 → 2 → 4 → 8 → 16 → 32 → 64 → 128 → 256 → 25.

® Çàäà÷à 5-3.
¯ Ïîçíà÷èìî êâàäðàòè ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþíêó. Ñòîðîíà êâàäðà-

òà âòðè÷i áiëüøà çà ñòîðîíó êâàäðàòà . Íåõàé ñòîðîíà êâàäðàòà
äîðiâíþ¹ x. Òîäi ñòîðîíà êâàäðàòà äîðiâíþ¹ 3x.

Ç ìàëþíêà áà÷èìî, ùî ñóìà ñòîðií êâàäðàòà i êâàäðàòà ñêëàäà¹
ñòîðîíó âåëèêîãî ïðÿìîêóòíèêà, ÿêà äîðiâíþ¹ ñóìi òðüîõ ñòîðií
êâàäðàòà . Òîìó x + 3x = 12, çâiäêè x = 3. Çíàþ÷è öå, ëåãêî
ïîðàõóâàòè ïëîùó:

S = 12 · (3 + 4) = 12 · 13 = 156.

° Çàäà÷à 5-5.

7 êëàñ
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¬ Äëÿ êóáèêà 6×6×6 ïîòðiáíî 9 ãðàì ôàðáè. Ïëîùà ìàëåíüêîãî
êóáèêà S1 = 6 · 2 · 2, âåëèêîãî S2 = 6 · 6 · 6. Îñêiëüêè S2

S1
= 9, òî

íà âåëèêèé êóáèê âèòðàòÿòü ó 9 ðàçiâ áiëüøå ôàðáè.
­ Íåõàé x � øóêàíå ÷èñëî. Ç óìîâè:

3459− x
7891 + x

=
1

4
,

4(3459− x) = 7891 + x,

5x = 4 · 3459− 7891.

Îòæå, x = 1799.
® Çàäà÷à 6-3.
¯ Çàäà÷à 5-5.
° Âiçüìåìî äâi äîâiëüíi òî÷êè ïîçà ïðÿìîþ, òà äî íèõ òî÷êó ç

ïðÿìî¨, ùîá âîíè íå áóëè íà îäíié ïðÿìié (î÷åâèäíî, ùî òàêà
iñíó¹). Öå íàøà ïåðøà òðiéêà. Ëèøèëîñü 38 òî÷îê íà ïðÿìié
i 19 ïîçà. Äàëi áåðåìî ïî äâi òî÷êè ç ïðÿìî¨ i îäíó ïîçà íåþ.
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî ðîçáèòòÿ íà òðiéêè òî÷îê òàê, ùîá
æîäíà òðiéêà íå ëåæàëà íà îäíié ïðÿìié.

2023 � 2024

5 êëàñ

¬ ×èñëî äiëèòüñÿ íàöiëî íà 2 i 5 òiëüêè òîäi, êîëè îñòàííÿ öèôðà
öüîãî ÷èñëà � öå íóëü. Òîáòî, øóêàíå ÷èñëî ìà¹ âèãëÿä 7 ∗ 10.
Ïåðåáîðîì ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ÷èñëî 7110 äiëèòüñÿ íà 9 (ìîæíà
òàêîæ âèêîðèñòàòè îçíàêó ïîäiëüíîñòi íà 9).

­ Íà ìàëþíêó ç óìîâè çàäà÷i çîáðàæåíèé ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðîì
6 × 7 êëiòèíîê iç çàãàëüíîþ ñóìîþ êëiòèíîê 42. Ïîêàæåìî, ùî
éîãî íå ìîæíà ðîçðiçàòè ìåíøå, íiæ íà 5 êâàäðàòiâ. ßêùî òàêå
ðîçðiçàííÿ ìîæëèâå, òî ÷èñëî 42 ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó ÷îòè-
ðüîõ, òðüîõ àáî äâîõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi ¹ êâàäðàòàìè. Àëå ìîæëèâi
òiëüêè âàðiàíòè:

42 = 25 + 16 + 1,

42 = 16 + 16 + 9 + 1,
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æîäåí ç ÿêèõ íå ïiäõîäèòü, àäæå äâà êâàäðàòè 4×4 àáî êâàäðàò
4×4 i 5×5 íå ìîæóòü ìiñòèòèñÿ â êâàäðàòi 6×7 áåç íàêëàäàíü.

Ïðèêëàä ðîçðiçàííÿ íà 5 êâàäðàòiâ íàâåäåíèé íà ìàëþíêó íèæ-
÷å.

® Âiê Ãàííè � öå âiê óñiõ ÷îòèðüîõ äiâ÷àò ðàçîì áåç âiêó Àíàñòàñi¨,
Áîãäàíè i Âiêòîði¨. Âiê äiâ÷èíêè â æîâòié øàïöi � öå âiê óñiõ
÷îòèðüîõ äiâ÷àò ðàçîì áåç âiêó äiâ÷èíè ç ÷åðâîíié, äiâ÷èíè â
çåëåíié òà äiâ÷èíè â ñèíié øàïêàõ. Çà óìîâîþ çàäà÷i ñóìàðíèé
âiê Àíàñòàñi¨, Áîãäàíè i Âiêòîði¨ íà 3 áiëüøèé, íiæ ñóìàðíèé
âiê äiâ÷àò â ÷åðâîíié, çåëåíié òà ñèíié øàïêàõ. Îòæå, äiâ÷èíêà
â æîâòié øàïöi ñòàðøà çà Ãàííó íà 3 ðîêè.

¯ Ìîæíà. Âiçüìåìî ñòàêàíè �1 i �2 òà çðîáèìî â íèõ îäíàêîâó
êiëüêiñòü âîäè. Òàê ñàìî iç ñòàêàíàìè �3 i �4, �5 i �6, �7
i �8. Äàëi, âiçüìåìî ñòàêàíè �1 i �3 òà �2 i �4 i çðîáèìî â
íèõ îäíàêîâó êiëüêiñòü âîäè. Òàê ñàìî iç ïàðàìè �5 i �7 òà
�6 i �8. Òåïåð â ñòàêàíàõ �1,2,3,4 ïîðiâíó âîäè, i â ñòàêàíàõ
�5,6,7,8 òåæ îäíàêîâà êiëüêiñòü âîäè. Çàëèøà¹òüñÿ çðîáèòè ùå
4 ïåðåëèâàííÿ ç ïàðàìè ñòàêàíiâ �1 i �5, �2 i �6, �3 i �7, �4
i �8.

° Çðîçóìiëî, ùî êiëüêiñòü ïàñàæèðiâ, ÿêi ñèäÿòü â øåñòèìiñíèõ
êóïå, äiëèòüñÿ íàöiëî íà 6. Çàãàëüíà êiëüêiñòü ïàñàæèðiâ 102, i
öå ÷èñëî òåæ äiëèòüñÿ íàöiëî íà 6. Îòæå, êiëüêiñòü ïàñàæèðiâ,
ÿêi çàéíÿëè âîñüìèìiñíi êóïå, òåæ ïîâèííà äiëèòèñÿ íà 6. À
äëÿ öüîãî êiëüêiñòü âîñüìèìiñíèõ êóïå ïîâèííà äiëèòèñÿ íà 3.
Òîáòî, ¨õ ìîæå áóòè 3, 6, 9 àáî 12. Ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî
ïiäõîäèòü òiëüêè âàðiàíò 6 âîñüìèìiñíèõ êóïå i 9 øåñòèìiñíèõ
(6 · 8 + 9 · 6 = 102). Îòæå, øåñòèìiñíèõ êóïå áóëî 9.

6 êëàñ

¬ Çàäà÷à 5-2.
­ ×èñëî ïîâèííî áóòè ÿê ìiíiìóì ÷îòèðèöèôðîâå, îñêiëüêè ñóìà

öèôð íàéáiëüøîãî òðèöèôðîâîãî ÷èñëà ñêëàäà¹ 27. Äàëi, ïåðøà
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öèôðà ÷èñëà ïîâèííà áóòè áiëüøîþ íiæ 2, áî iíàêøå ñóìà öèôð
áóäå < 30. Îòæå, íàéìåíøå ÷èñëî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öi óìîâè �
öå ÷èñëî 3999.

Öèôðè ÷èñëà äàþòü â äîáóòêó 1080 = 2 · 2 · 2 · 3 · 3 · 3 · 5. Öèôðà
5 ïîâèííà áóòè ïðèñóòíÿ â çàïèñi ÷èñëà , îñêiëüêè â äîáóòêó
ç 2 àáî 3 âæå íå ¹ öèôðîþ. ×èñëî íå ìîæå áóòè ìåíøå, íiæ
÷îòèðèöèôðîâèì, áî íå iñíó¹ äâîõ öèôð, ÿêi â äîáóòêó äàþòü
1080 : 5 = 216. Îòæå, øóêà¹ìî íàéìåíøå ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî,
ÿêå ìiñòèòü öèôðó 5, i äîáóòîê âñiõ öèôð 1080. Íåõàé ïåðøà
öèôðà ÷èñëà � öå 2. Òîäi äîáóòîê iíøèõ äâîõ öèôð (íå ï'ÿòiðîê)
= 108, ùî íåìîæëèâî. Íåõàé ïåðøà öèôðà ÷èñëà � öå 3. Òîäi
äîáóòîê iíøèõ äâîõ öèôð (íå ï'ÿòiðîê) = 72. Öå ìîæëèâî, êîëè
öi äâi öèôðè � öå 8 i 9. Íàéìåíøå ñåðåä ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿ¹
âñiì öèì óìîâàì B = 3589. Âiäïîâiäü: 3999 + 3589 = 7588.

® Âèãðà¹ Äåíèñ. Ïðîàíàëiçó¹ìî ãðó. Âèãðà¹ òîé ç äiòåé, õòî íàçâå
÷èñëî 99. Îòæå, ñòðàòåãiÿ êîæíîãî ç ãðàâöiâ � çìóñèòè ñóïåð-
íèêà íàçâàòè ÷èñëî âiä 89 äî 98 � àäæå òîäi, äîäàâøè äî íüîãî
ïîòðiáíå ÷èñëî âiä 1 äî 10, ìîæíà íàçâàòè 99 i âèãðàòè. ßê
çìóñèòè ñóïåðíèêà íàçâàòè ÷èñëî âiä 89 äî 98 âêëþ÷íî? Äëÿ
öüîãî ïîòðiáíî íà ñâî¹ìó õîäi íàçâàòè 88, à öå ìîæëèâî òiëüêè
òîäi, êîëè ñóïåðíèê íà ïîïåðåäíüîìó õîäi íàçèâà¹ ÷èñëî âiä 78
äî 87 âêëþ÷íî. Çìóñèòè ñóïåðíèêà íàçâàòè ÷èñëî âiä 78 äî 87
ìîæëèâî òiëüêè òîäi, êîëè ãðàâåöü íàçèâà¹ ÷èñëî 77. Àíàëiçóþ-
÷è ïîäiáíèì ÷èíîì öþ ñòðàòåãiþ, ìè äiéäåìî äî ìîìåíòó, êîëè
ñòà¹ çðîçóìiëî, ùî äëÿ âèãðàøó ïîòðiáíî íàçâàòè ÷èñëî 11. À
öå çàâæäè ìîæå çðîáèòè Äåíèñ ïiñëÿ äîâiëüíîãî ïåðøîãî õîäó
Îëåíêè.

¯ Çàäà÷à 5-5.
° Îñêiëüêè ïîòðiáíî çíàéòè íàéìåíøó êiëüêiñòü ó÷íiâ ó êëàñi, òî

ïî÷íåìî àíàëiçóâàòè âèïàäêè, êîëè íàéìåíøà êiëüêiñòü äiòåé
íå ìà¹ áiëèõ íàâóøíèêiâ.

Íåõàé òiëüêè 1 ó÷åíü íå ìà¹ áiëèõ íàâóøíèêiâ. Òîäi íà íüî-
ãî ïðèïàäà¹ áiëüøå, íiæ 7, 2% i ìåíøå, íiæ 7, 6% âiä çàãàëüíî¨
êiëüêîñòi ó÷íiâ. Òîáòî, çàãàëüíà êiëüêiñòü ó÷íiâ â öüîìó âèïàä-
êó çíàõîäèòüñÿ ìiæ ÷èñëàìè 1

0,072 > 13 i 1
0,076 < 14. Òàêîãî

öiëîãî ÷èñëà íå iñíó¹.

Íåõàé òåïåð òiëüêè 2 ó÷íi íå ìàþòü áiëèõ íàâóøíèêiâ. Òîäi çà-
ãàëüíà êiëüêiñòü ó÷íiâ ó êëàñi ïîâèííà áóòè öiëèì ÷èñëîì â ìå-
æàõ 2

0,072 i 2
0,076 , òîáòî, ÷èñëîì ìiæ 26 i 28. Öå ÷èñëî 27. Îòæå,
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íàéìåíøà ìîæëèâà êiëüêiñòü ó÷íiâ ó êëàñi � 27.

2024 � 2025

4 êëàñ

¬ 2 + 0 + 2− 4 = 0 àáî 2 · 0 · 2 · 4 = 0.

­ ßêùî ½ÀÍÀ� � öå ½ÁÎÁ�, òî ëiòåðà Á çàìiíåíà íà À, òîäi ÿê
ëiòåðà Î çàìiíåíà íà Í. Îñêiëüêè öå ñóñiäíi ëiòåðè â àëôàâiòi,
òî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî êîæíà ëiòåðà ïðè øèôðóâàííi
çàìiíåíà ñóñiäíüîþ çëiâà â àëôàâiòi. Òîäi çàøèôðîâàíèé òåêñò
� öå

Áàíàíè íå ðîñòóòü íà áàîáàái. Áîá

® Äîñòàòíüî îäíi¹¨ öèôðè, áî 2222− 222 + 22 + 2 = 2024.

¯ à) Êîæíà ôiãóðêà ìà¹ ñêëàäàòèñÿ ç 4-õ êëiòèí, äàëi çàëèøà¹-
òüñÿ ïðîñòî âèáðàòè òó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè.

á) Òóò äîïîìàãà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ïóíêòó à), ÿêùî îäíó ç ôiãóð
ïåðåêëàñòè âiäïîâiäíèì ÷èíîì.

Ïðèêëàäè ïîêàçàíi íà ðèñóíêàõ.

° Ïåòðèê ðîáèòü îäíå ñêëåþâàííÿ çà õâèëèíó, à Äàðèíêà � äâà.
Îòæå âîíà âïîðà¹òüñÿ âäâi÷i øâèäøå i ñêëàäå ïàçë çà îäíó ãî-
äèíó.

5 êëàñ

¬ 20− 2 · 4 = 12 àáî (2 + 0) · (2 + 4) = 12.
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­ ßêùî ½ÕËÊ� � öå ½ØÎÍ�, òî ëiòåðà Ø çàìiíåíà íà Õ, ëiòåðà
Î çàìiíåíà íà Ë, à ëiòåðà Í çàìiíåíà íà Ê. Îñêiëüêè ìiæ Õ òà
Ø, Ë òà Î, Ê òà Í ðiâíî ïî äâi ëiòåðè â àëôàâiòi, òî ìîæíà
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî êîæíà ëiòåðà ïðè øèôðóâàííi çñóíóòà íà
òðè ëiâîðó÷ â àëôàâiòi. Òîäi çàøèôðîâàíèé òåêñò � öå

Øïèãóí áiëÿ ØîØî. Áàðàí÷èê Øîí

® Äëÿ ïåðøî¨ öèôðè 2 íàéìåíøèì íàáîðîì ïîñëiäîâíèõ öèôð áó-
äóòü öèôðè 0,1,2 òà 3. Äàëi çàëèøà¹òüñÿ óòâîðèòè ç íèõ íàé-
ìåíøå ÷èñëî: 2013 � íàéìåíøèé, íàñòóïíèé çà íèì: 2031. Äëÿ
ïåðøî¨ öèôðè 1 íàéáiëüøèì íàáîðîì öèôð ¹ 1,2,3 òà 4, òîìó
íàéáiëüøèìè ç öèõ ÷èñåë ¹ 1432, ïåðåä íèì éäå 1423. Îòæå,
øóêàíi ðîêè � öå 1423, 1432, 2013 òà 2031.

¯ Äèâ. çàäà÷ó 4-3.
° Äîáóäó¹ìî ôiãóðêó äî ïðÿìîêóòíèêà (äèâ. ðèñóíîê íèæ÷å). Âií

ìà¹ ïëîùó (10+8+6)·10 = 240. Ñèíÿ ôiãóðêà çà ïëîùåþ ñêëàäà¹
ïîëîâèíó ïëîùi öüîãî ïðÿìîêóòíèêà, âiä ÿêî¨ ùå òðåáà âiäíÿòè
ïëîùó äâîõ ïðÿìîêóòíèêiâ 8×2 òà 6×4. Òàêèì ÷èíîì îñòàòî÷íî
ìà¹ìî, ùî øóêàíà ïëîùà äîðiâíþ¹:

240 : 2− 8 · 2− 6 · 4 = 80.

6 êëàñ

¬ −20 + 2 · 4 = −12 àáî (2 + 0) · (−2− 4) = −12.
­ ßêùî ½ÌÉÜ� � öå ½ÎËß�, òî ïðè øèôðóâàííi ëiòåðà Î çàìiíåíà

íà Ì, ëiòåðà Ë çàìiíåíà íà É, à ëiòåðà ß çàìiíåíà íà Ü. Îñêiëü-
êè ìiæ Ì òà Î, É òà Ë, Ü òà ß ðiâíî îäíà ëiòåðà â àëôàâiòi,
òî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî êîæíà ëiòåðà ïðè øèôðóâàííi
çñóíóòà íà äâi ïîçèöi¨ ëiâîðó÷ â àëôàâiòi. Òîäi çàøèôðîâàíèé
òåêñò � öå

Êðîëèêè ïîâòiêàëè, ëîâiòü çàéöiâ. Îëÿ
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® Äèâ. çàäà÷ó 5-3.
¯ Íåõàé ó Ïåòðèêà a ìîíåò, ó Âàñèëÿ � b ìîíåò. Òîäi a−2 = b+ 2,

à òàêîæ a+ 1 = 3(b− 1). Çâiäñè ìîæåìî çàïèñàòè, ùî

a = b+ 4 = 3b− 4,

òîìó 2b = 8, çâiäêè b = 4, a = 8 i a+ b = 12. Îòæå, ó Ïåòðèêà i
Âàñèëÿ ðàçîì 12 ìîíåò.

° Äèâ. çàäà÷ó 5-5.
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Âiäáîðè íà IV åòàï Âñåóêðà¨íñüêèõ îëiìïiàä ç

ìàòåìàòèêè

2015 � 2016

8 êëàñ

¬ Ñåðåä òðüîõ öiëèõ ÷èñåë äâà îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü îäíàêîâó ïàð-
íiñòü. Íåõàé x òà y � ÷èñëà îäíî¨ ïàðíîñòi. Òîäi âèðàç

x+ 7y = (x+ y) + 6y

¹ ïàðíèì ÷èñëîì. Îòæå, i âåñü äîáóòîê (x+ 7y)(y+ 7z)(z+ 7x) �
ïàðíå ÷èñëî. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ
íåìà¹.

­ Íåõàé l � ïðÿìà, ÿêà ìiñòèòü íàéáiëüøó êiëüêiñòü òî÷îê ïåðå-
òèíó p1, . . . , pn. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè:

à) Ïðÿìà l íå ìiñòèòü æîäíî¨ äiàãîíàëi. Òîäi êîæíà äiàãîíàëü
ïðîõîäèòü ëèøå ÷åðåç îäíó ç òî÷îê pi, ïðè÷îìó ÷åðåç êîæíó ç
íèõ ïðîõîäèòü äâi äiàãîíàëi. Òîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü äiàãîíàëåé
(N = 9) íå ìåíøà, íiæ 2n. Òîäi n ≤ 4.

á) Ïðÿìà l ìiñòèòü äåÿêó äiàãîíàëü d. ÍåõàéA1, . . . , Am iB1, . . . , Bk�
öå âåðøèíè øåñòèêóòíèêà, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ïî ðiçíi áîêè âiä
äiàãîíàëi d. Òîäi m+k = 4 i n ≤ mk. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî n ≤ 4.

Çàëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä äëÿ n = 4.
® Ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê, êîëè òî÷êè D i E ëåæàòü çîâíi òðè-

êóòíèêà ABC. Òîäi âîíè ëåæàòü íà ñåðåäèííèõ ïåðïåíäèêóëÿ-
ðàõ äî AC òà BC, âiäïîâiäíî. ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi F �
ñåðåäèíi AB. Òðèêóòíèê DEF � ïðÿìîêóòíèé i CF � ñïiëüíà
ìåäiàíà ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ DEF i ABC. Îòæå, DE =
AB = 2CF .

¯ Âèãðà¹ ×iï. Íåõàé îáî¹ ãðàâöiâ ðîáëÿòü òàêi õîäè (ÿêùî öå ìî-
æëèâî), ùî ïiñëÿ ¨õíüîãî õîäó íåìà¹ çàìêíåíèõ ëàìàíèõ. Òîäi
ïåðåä îñòàííiì çàâåðøàëüíèì õîäîì óòâîðèòüñÿ ñiòêà âiäðiçêiâ,
ÿêà ç'¹äíó¹ êîæíó òî÷êó ç êîæíîþ ¹äèíèì ñïîñîáîì. Íåâàæ-
êî ç'ÿñóâàòè, ùî äàíà ñiòêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 24-õ âiäðiçêiâ. Îòæå,
îñòàííiì õîäîì áóäå 25-é.
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° Ïiñëÿ ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹òüñÿ ðiâíiñòü

3p

q + 2016
= q − 8,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî 3p
q+2016 öiëå. Îñêiëüêè ÷èñëî 3p ñåðåä

äiëüíèêiâ ìà¹ òiëüêè 1, 3, p i 3p, à ÷èñëî q + 2016 äîäàòíå, òî
ìîæëèâi âàðiàíòè òiëüêè q+ 2016 = p àáî q+ 2016 = 3p. Äðóãèé
âàðiàíò íå ïiäõîäèòü, îñêiëüêè òîäi q − 8 = 1, ùî íåìîæëèâî.
Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíÿííÿ q+2016 = p, ìè îäåðæèìî, ùî q = 11,
p = 2027. Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî 2027 � ïðîñòå ÷èñëî.

9 êëàñ

¬ Ïîçíà÷èìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi ÷åðåç g(x). Òîäi g(1) = g(−1).
Ç iíøîãî áîêó, ïðàâà ÷àñòèíà ïðè x = 1 äîðiâíþ¹ 5, à ïðè x = −1
äîðiâíþ¹ 1. Òàêèì ÷èíîì, äàíå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

­ Äèâ. çàäà÷ó 8-2.
® Ïîêàæåìî, ùî òî÷êà H ëåæèòü íà âèñîòi AD òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ∠B = ∠C.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî ∠B = ∠C, òî âèñíîâîê çàäà÷i î÷åâèäíèé.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ∠B > ∠C. Âèáåðåìî òî÷êóM , ÿêà ëåæèòü
íà AC òàê, ùî ∠ACB = ∠ABM . Ïðîâåäåìî âèñîòó AD òðèêó-
òíèêà ABC i ïîçíà÷èìî ÷åðåç K òî÷êó ïåðåòèíó AD i BM .
Òåïåð F � òî÷êà ïåðåòèíó AB i CK. Âèáåðåìî òî÷êó E, ùî íà-
ëåæèòü äî AC òàê, ùî ∠ABE = ∠ACF . Òîäi òî÷êà H, ÿêà ¹
ïåðåòèíîì BE i CF , ëåæèòü íà FK, ïðè÷îìó H 6= K. Îòæå, H
íå íàëåæèòü äî AD.

¯ Âèãðà¹ Äåéë (äèâ. âêàçiâêè äî çàäà÷i 8-4).
° Äèâ. çàäà÷ó 8-5.

10-11 êëàñè

¬ Äèâ. çàäà÷ó 9-1.
­ Âèãðà¹ ×óê. Ìîæíà ââàæàòè, ùî òî÷êè ëåæàòü ó âåðøèíàõ

ïðàâèëüíîãî 2016-òè êóòíèêà. Ïåðøèì õîäîì ×óê ç'¹äíó¹ äi-
àìåòðàëüíî ïðîòèëåæíi òî÷êè. Äàëi, íà êîæíèé õiä Ãåêà, ×óê
âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî ïðîâåäåíîãî äiàìåòðà.

® Äèâ. çàäà÷ó 9-3.
¯ Äèâ. çàäà÷ó 8-5.
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° Iíäóêöi¹þ ïî n ëåãêî ìîæíà äîâåñòè, ùî n
√
n+ 24 < 3 äëÿ âñiõ

n ≥ 4. Òîäi

2016
√

2037 <
2016
√

2040 < 3,

2015

√
2036 +

2016
√

2037 < 2015
√

2036 + 3 < 3,

. . .

3

√√√√
24 +

4

√
25 +

5

√
26 + · · ·+ 2015

√
2036 +

2016
√

2037 < 3
√

24 + 3 = 3.

2016 � 2017

8 êëàñ

¬ Îñêiëüêè 25! äiëèòüñÿ íàöiëî íà 11, òî çàñòîñó¹ìî îçíàêó ïî-
äiëüíîñòi íà 11 äî ÷èñëà ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi. Äëÿ öüîãî
îá÷èñëèìî ñóìè öèôð, ÿêi ñòîÿòü íà ïàðíèõ òà íåïàðíèõ ìiñöÿõ,
i ðîçãëÿíåìî ¨õ ðiçíèöþ d:

d = (1+5+1+1+3+3+9+5+8)−(5+1+2+4+3+x+9+4) = 8−x.

×èñëî d ïîâèííî äiëèòèñÿ íà 11, òîìó x = 8.
­ Çàóâàæèìî, ùî ïðè n = 49 ñåðåä âèïèñàíèõ ÷èñåë áóäåìî ìàòè

÷èñëî
492 + 99 = 492 + 2 · 49 + 1 = 502.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ n ≥ 50 ñåðåä âèïèñàíèõ ÷èñåë íåìà¹ ïîâíîãî
êâàäðàòà. Çàïèøåìî êîæíå ÷èñëî ó âèãëÿäi n2+k, äå 1 ≤ k ≤ 99.
Òîäi 1 ≤ k < 2n i òîìó

n2 < n2 + k < n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2.

Îòæå, ÷èñëî n2 +k ìiñòèòüñÿ ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè ïîâíèìè
êâàäðàòàìè, à çíà÷èòü ñàìå íå ìîæå áóòè ïîâíèì êâàäðàòîì.
Òàêèì ÷èíîì, íàéáiëüøå ìîæëèâå çíà÷åííÿ n = 49.

® Ñïî÷àòêó, çàóâàæèìî, ùî ç äîâiëüíèõ òðüîõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë ìîæíà âèáðàòè äâà ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà
2. Ñïðàâäi, çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå ç òðüîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
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ìîæíà âèáðàòè äâà ÷èñëà, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. Òîäi
ñóìà âèáðàíèõ ÷èñåë íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2.

Òåïåð áóäåìî ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâóâàòè îïèñàíó âèùå âëà-
ñòèâiñòü. Âiçüìåìî äîâiëüíi 3 ÷èñëà ç äàíèõ 7-ìè ÷èñåë i âèáåðå-
ìî 2 ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2. Ïîçíà÷èìî öi ÷èñëà
a1 i a2. Ç ðåøòè 5-òè ÷èñåë âiçüìåìî äîâiëüíi 3 ÷èñëà, âèáåðåìî
ç íèõ 2 ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2 i ïîçíà÷èìî ¨õ
a3 i a4. Íàðåøòi, ç 3-õ ÷èñåë, ùî çàëèøèëèñü íåïîçíà÷åíèìè,
âèáåðåìî 2 ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2 i ïîçíà÷èìî
¨õ a5 i a6.

Ç 3-õ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë b1 = a1+a2
2 , b2 = a3+a4

2 i b3 = a5+a6
2 âè-

áåðåìî 2 ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2. Áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî öå b1 i b2. Òîäi ñóìà ÷èñåë
a1, a2, a3 i a4 íàöiëî äiëèòüñÿ íà 4.

¯ Çà òåîðåìîþ ïðî ñi÷íi ìà¹ìî, ùî

BE ·AE = DE · CE.

Òîäi
BE · (2BE) = DE · (2DE),

çâiäêè BE = DE, òîìó AB = CD.
° Íi, íå ìîæå. Ðîçôàðáó¹ìî êëiòèíêè íåñêií÷åííî¨ äîøêè â øà-

õîâîìó ïîðÿäêó â ÷îðíèé òà áiëèé êîëið. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Êåí-
òàâð ïî÷èíà¹ i çàêií÷ó¹ êîæíèé õiä íà êëiòèíöi òîãî ñàìîãî êî-
ëüîðó. Òîìó Êåíòàâð íå çìîæå ïðîéòè, íàïðèêëàä, ç êëiòèíêè
÷îðíîãî êîëüîðó íà êëiòèíêó áiëîãî êîëüîðó.

9 êëàñ

¬ Äèâ. çàäà÷ó 8-1.
­ Çàïèøåìî êîæíå ÷èñëî ó âèãëÿäi n2 + 2k + 1, äå 0 ≤ k ≤ 1008.

Òîäi ïðè n = k = 1008 áóäåìî ìàòè ÷èñëî

10082 + 2017 = 10082 + 2 · 1008 + 1 = 10092.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ n > 1008 ñåðåä âèïèñàíèõ ÷èñåë íåìà¹ ïîâ-
íîãî êâàäðàòà. Îñêiëüêè 0 ≤ k ≤ 1008 < n, òî

n2 < n2 + 2k + 1 < n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2.

Îòæå, ÷èñëî n2 +2k+1 ìiñòèòüñÿ ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè ïîâ-
íèìè êâàäðàòàìè, à çíà÷èòü ñàìå íå ìîæå áóòè ïîâíèì êâàäðà-
òîì. Òàêèì ÷èíîì, íàéáiëüøå ìîæëèâå çíà÷åííÿ n = 1008.
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® Ìiðêóâàòèìåìî àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i 8.3. Ïðè
öüîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè, ùî ç äîâiëüíèõ òðüîõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà âèáðàòè äâà ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íàöiëî äi-
ëèòüñÿ íà 2. Ïîñëiäîâíî 7 ðàçiâ çàñòîñîâóþ÷è öþ âëàñòèâiñòü,
çàíóìåðó¹ìî 14 ÷èñåë ç äàíèõ 15-òè ó ïîñëiäîâíiñòü

a1, a2, . . . a14

òàê, ùî ÷èñëà

b1 =
a1 + a2

2
, b2 =

a3 + a4

2
, . . . , b7 =

a13 + a14

2

¹ öiëèìè. Äàëi, çãiäíî iç çàäà÷îþ 8.3, âèáåðåìî 4 ÷èñëà bi, ñóìà
ÿêèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà 4. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìî-
æåìî ââàæàòè, ùî öi 4 ÷èñëà � öå b1, b2, b3 i b4. Òîäi ñóìà ÷èñåë
a1, . . . , a8 íàöiëî äiëèòüñÿ íà 8.

¯ Äèâ. çàäà÷ó 8-4.
° Äèâ. çàäà÷ó 8-5.

10-11 êëàñè

¬ Îñêiëüêè 26! äiëèòüñÿ íàöiëî íà 11, òî çãiäíî ç îçíàêîþ ïîäiëü-
íîñòi íà 11 ðiçíèöÿ ñóì öèôð, ÿêi ñòîÿòü íà ïàðíèõ òà íåïàðíèõ
ìiñöÿõ, ïîâèííà äiëèòüñÿ íà 11. Ðîçãëÿíåìî öþ ðiçíèöþ:

(4+3+x+4+1+2+6+5+3+5+4)−(2+1+6+1+6+6+5+8) = x+2.

Îòæå, x = 9.
­ Çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ:

a3 + b3 − 2017ab = a3 + b3 − (a+ b)ab = a3 − a2 + b3 − ab2 =

= a2(a− b)− b2(a− b) = (a− b)2(a+ b) = 2017(a− b)2.

Òîäi
a3 + b3 − 2017ab = 2017(a− b)2 ≥ 0.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ïðè a = b = 2017
2 . Îòæå, ìiíiìàëüíå çíà÷å-

ííÿ âèðàçó äîðiâíþ¹ íóëþ.
® Ïîêàæåìî, ùî n = 2k+1 − 1. Ñïî÷àòêó íàâåäåìî ïðèêëàä, ÿêèé

äîâîäèòü, ùî n ≥ 2k+1 − 1.
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Çàôiêñó¹ìî k ∈ N i ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé íàáið 2k+1 − 2 íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë

a1 = a2 = · · · = a2k−1 = 1 i b1 = b2 = · · · = a2k−1 = 2k.

Îñêiëüêè âñi ÷èñëà bi íàöiëî äiëÿòüñÿ íà 2k, òî äëÿ äîâiëüíîãî
íàáîðó ç äàíèõ ÷èñåë îñòà÷à âiä äiëåííÿ ñóìè âèáðàíèõ ÷èñåë
íà 2k äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi N ÷èñåë ai ñåðåä âèáðàíèõ. ßêùî ìè
âèáèðà¹ìî 2k ÷èñåë, òî, ç îäíîãî áîêó, N > 0 (àäæå, êiëüêiñòü
÷èñåë âèäó bi íå ïåðåâèùó¹ 2k − 1), à ç iíøîãî áîêó, N < 2k

(àäæå, êiëüêiñòü ÷èñåë âèäó ai òàêîæ íå ïåðåâèùó¹ 2k−1). Îòæå,
ñóìà âèáðàíèõ ÷èñåë íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà 2k.

Òåïåð äëÿ ôiêñîâàíîãî k ∈ N äîâåäåìî, ùî n ≤ 2k+1−1, òîáòî ç
äîâiëüíîãî íàáîðó 2k+1− 1 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà âèáðàòè
2k ÷èñåë òàê, ùî ¨õ ñóìà íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2k.

Ìiðêóâàòèìåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêöiþ âiäíîñíî k ∈ N. Äëÿ
k = 1 äàíå òâåðäæåííÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä: ç äîâiëüíèõ 3-õ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà âèáðàòè 2 ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íàöiëî
äiëèòüñÿ íà 2. Öå ëåãêî ïåðåâiðèòè, âèáèðàþ÷è 2 ÷èñëà îäíà-
êîâî¨ ïàðíîñòi.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ 2k+1 − 1 íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë, i äîâåäåìî, ùî ç äîâiëüíèõ 2k+2−1 íàòóðàëüíèõ
÷èñåë ìîæíà âèáðàòè 2k+1 ÷èñåë òàê, ùî ¨õ ñóìà íàöiëî äiëèòüñÿ
íà 2k+1. Ïîñëiäîâíî 2k+1− 1 ðàçiâ çàñòîñîâóþ÷è íàøå òâåðäæå-
ííÿ äëÿ 3-õ ÷èñåë, çàíóìåðó¹ìî 2k+2− 2 ÷èñëà ç äàíèõ 2k+2− 1
÷èñåë ó ïîñëiäîâíiñòü

a1, a2, . . . a2k+2−2

òàê, ùî ÷èñëà

b1 =
a1 + a2

2
, b2 =

a3 + a4

2
, . . . , b2k+1−1 =

a2k+2−3 + a2k+2−2

2

¹ öiëèìè. Äàëi, çãiäíî iç iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, âèáåðåìî
2k ÷èñåë bi, ñóìà ÿêèõ íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2k. Áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî öi 2k ÷èñåë � öå b1, b2, b3 i
b2k . Òîäi ñóìà ÷èñåë a1, . . . , a2k+1 íàöiëî äiëèòüñÿ íà 2k+1.

¯ Ç ðiâíîñòi ïëîù òðèêóòíèêiâ ABE òà CDE âèïëèâà¹, ùî õîðäè
AC i BD ïåðåòèíàþòüñÿ âñåðåäèíi êîëà. Îñêiëüêè ∠ABE =
∠DCE i

S∆ABE = S∆DCE =
1

2
AB ·BE sin∠ABE =

1

2
CD ·CE sin∠DCE,
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òî
AB ·BE = CD · CE.

Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi ∠BAE = ∠CDE òà ðiâíîñòi ïëîù òðèêó-
òíèêiâ âèïëèâà¹, ùî

AB ·AE = CD ·DE.

Íàðåøòi çàñòîñó¹ìî ðiâíiñòü êóòiâ ∠DEC i ∠AEB, òîäi

DE · CE = AE ·BE.

Ç ïåðøèõ äâîõ ðiâíîñòåé ìà¹ìî

CE

BE
=
DE

AE
,

à ç òðåòüî¨
BE

CE
=
DE

AE
,

òîìó BE = CE. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∆ABE = ∆DCE. Òîìó
∠CDE = ∠ABE. Îòæå, AD‖BC.

° Ïîçíà÷èìî x = 3
√

2 + 3
√

4. Òîäi x = 3
√

2(1 + 3
√

2).

(a) Ïiäíåñåìî äî êóáó îáiäâi ñòîðîíè ðiâíîñòi:

x3 = 2(1 + 3(
3
√

2 +
3
√

4) + 2) ⇒ x3 = 2(3 + 3x),

çâiäêè
x3 − 6x− 6 = 0.

Îòæå, 3
√

2 + 3
√

4 ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà P (x) = x3 − 6x− 6 ç
öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

(á) Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òàêi
öiëi ÷èñëà a, b, c ∈ Z, a 6= 0, ùî

ax2 + bx+ c = 0.

Òîäi ax3+bx2+cx = 0. Ç ïóíêòó (à) çàäà÷i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
x3 = 6x+ 6. Òîäi

a(6x+ 6) + b(−c− bx
a

) + c = 0.
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Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî

x =
bc− 6a2

6a2 + ac− b2
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÿê ÷àñòêà äâîõ
öiëèõ ÷èñåë. Òîäi (x+ 1) � òåæ ðàöiîíàëüíå. Ëåãêî áà÷èòè,
ùî

x+ 1 =
1

3
√

2− 1
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî 3
√

2 � ðàöiîíàëüíå, ñó-
ïåðå÷íiñòü.

2017 � 2018

8 êëàñ

¬ ßêùî ñóìà öèôð ÷èñëà n äîðiâíþ¹ 30, òî n äiëèòüñÿ íàöiëî íà
3 i íå äiëèòüñÿ íà 9. Òîäi ðîçêëàä ÷èñëà n íà ïðîñòi ìíîæíèêè
ìà¹ âèãëÿä

n = 3 · pα1
1 . . . pαk

k ,

äå âñi ïðîñòi ÷èñëà pi âiäìiííi âiä 3. À òàêå ÷èñëî íå ìîæå áóòè
ïîâíèì êâàäðàòîì, îñêiëüêè ìiñòèòü 3 òiëüêè â ïåðøîìó ñòåïå-
íi.

­ Çâåäåìî ñóìó 1
2n1−1 + 1

2n2−1 + · · ·+ 1
2n2018−1 äî ñïiëüíîãî çíàìåí-

íèêà. Òîäi â çíàìåííèêó áóäå íåïàðíå ÷èñëî, à â ÷èñåëüíèêó
ïàðíå ÷èñëî (ïàðíà êiëüêiñòü íåïàðíèõ ÷èñåë). À âiäíîøåííÿ
ïàðíîãî ÷èñëà äî íåïàðíîãî íå ìîæå äîðiâíþâàòè îäèíèöi.

® Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ
ðàäióñà êîëà r, âïèñàíîãî â ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê,

r =
a+ b− c

2
,

äå a i b � êàòåòè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, à c � éîãî ãiïîòåíóçà.

Ïîçíà÷èìî AC = b, AB = c, AH = h, BH = u i CH = v.
Îñêiëüêè ðàäióñè êië, âïèñàíèõ â òðèêóòíèêè ABH i ACH ðiâíi,
òî

b+ v − h
2

=
c+ u− h

2
,
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òîáòî b+ v = c+ u. Êðiì òîãî, çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà ìà¹ìî

c2 − u2 = h2 = b2 − v2.

Îòæå,

c =
1

2

(
c+ u+

c2 − u2

c+ u

)
=

1

2

(
b+ v +

b2 − v2

b+ v

)
= b.

¯ Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ

a4 + b4 + 4c4 − 2ab− 4c+ 3
2 =

= (a− b)2 + (2c− 1)2 + a4 − a2 + b4 − b2 +
1

2
=

= (a− b)2 + (2c− 1)2 +

(
a2 − 1

2

)2

+

(
b2 − 1

2

)2

≥ 0.

Îòæå,
a4 + b4 + 4c4 + 3

2 ≥ 2ab+ 4c.

° Íå ìîæíà. Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ ïðî ñåðåäíi

a2 + b2

2
≥ ab,

à òàêîæ
a3 + b3

a+ b
= a2 + b2 − ab ≥ 2ab− ab = ab.

Îòæå, çà îäèí êðîê äîáóòîê óñiõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ íà äîøöi, íå
çìåíøó¹òüñÿ. Òîìó çà 99 êðîêiâ íà äîøöi çàëèøèòüñÿ ÷èñëî, ÿêå
íå ïåðåâèùó¹ 1.

9 êëàñ

¬ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

x− {x}+ x2 − {x2}+ x3 − {x3} = 0,

äå ñèìâîë {a} îçíà÷à¹ äðîáîâó ÷àñòèíó ÷èñëà a ∈ R. Òîäi

x+ x2 + x3 = {x}+ {x2}+ {x3}.

Îñêiëüêè {a} ∈ [0, 1) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R, òî

0 ≤ x+ x2 + x3 < 3.
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Çâiäñè
0 ≤ x(1 + x+ x2) < 3.

Îñêiëüêè 1+x+x2 = (x+ 1
2 )2+ 3

4 > 0, òî x ≥ 0. Òîäi ëiâà ÷àñòèíà
âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ ìiñòèòü ñóìó òðüîõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë,
ÿêà äîðiâíþ¹ íóëåâi. À öå ìîæëèâî òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè [x] =
[x2] = [x3] = 0. Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ¹ äîâiëüíå ÷èñëî
x ∈ [0, 1).

­ Çâåäåìî ñóìó 1
3n1−1 + 1

3n2−1 + · · · + 1
3n2017−1 äî ñïiëüíîãî çíà-

ìåííèêà. Òîäi â çíàìåííèêó áóäå ÷èñëî âèäó 3k − 1 (äîáóòîê
íåïàðíî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë âèäó 3k− 1), à â ÷èñåëüíèêó áóäå 2017
÷èñåë âèäó 3k+1, òîáòî, ÷èñëî âèäó 3k+1. À âiäíîøåííÿ òàêèõ
÷èñåë íå ìîæå äîðiâíþâàòè îäèíèöi.

® Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ
ðàäióñà êîëà r, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê ç ïëîùåþ S i íàïiâïåðè-
ìåòðîì p,

r =
S

p
.

Íåõàé AC = b, AB = c, k = b
c , AL = l, BL = u, CL = v, S1

� ïëîùà òðèêóòíèêà ACL i S2 � ïëîùà òðèêóòíèêà ABL. Çà
âëàñòèâiñòþ áiñåêòðèñè òðèêóòíèêà ìà¹ìî v

u = k. Êðiì òîãî,
S1

S2
= v

u , àäæå òðèêóòíèêè ACL i ABL ìàþòü ñïiëüíó âèñîòó,
ïðîâåäåíó ç âåðøèíè A. Îòæå, b = kc, v = ku i S1 = kS2.
Îñêiëüêè ðàäióñè êië, âïèñàíèõ â òðèêóòíèêè ABL i ACL ðiâíi,
òî

S2

c+ u+ l
=

S1

b+ v + l
=

kS2

kc+ ku+ l
=

S2

c+ u+ 1
k l
.

Òîìó l = 1
k l, òîáòî k = 1.

¯ Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Êîøi ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà ñåðå-
äíiì ãåîìåòðè÷íèì

a2

bc(a2 + b2)
+

b2

ca(b2 + c2)
+

c2

ab(c2 + a2)
≥

≥ 3 3

√
a2

bc(a2 + b2)
· b2

ca(b2 + c2)
· c2

ab(c2 + a2)
=

=
9

3 3
√

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
≥

≥ 9

(a2 + b2) + (b2 + c2) + (c2 + a2)
=

9

2(a2 + b2 + c2)
.
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° Äèâ. çàäà÷ó 8-5.

10 êëàñ

¬ Ïiäñòàâèâøè ó ïî÷àòêîâó ðiâíiñòü y = 0, îäåðæèìî, ùî f(f(x)) =
f(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Òàêèì ÷èíîì, ïî÷àòêîâà ðiâíiñòü íà-
áóäå òàêîãî âèãëÿäó

f(x+ y) = f(x) + y.

Òåïåð ïiäñòàâèìî â îòðèìàíó ðiâíiñòü x = 0 i îäåðæèìî, ùî

f(y) = f(0) + y

äëÿ êîæíîãî y ∈ R. Çîêðåìà, äëÿ y = f(0) ìà¹ìî

f(0) = f(f(0)) = f(0) + f(0).

Îòæå, f(0) = 0 i f(x) = x äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Çðîçóìiëî, ùî öÿ
ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó ðiâíiñòü.

­ Çíàéäåòüñÿ ðÿä, â ÿêîìó íà ðàíiøíüîìó ñåàíñi ñèäiëî íå ìåíøå
8 äiòåé (iíàêøå âñüîãî äiòåé áóëî áè íå áiëüøå 49). Îñêiëüêè
ðÿäiâ âñüîãî 7, òî õî÷à á äâî¹ ç öèõ âîñüìè äiòåé îïèíÿòüñÿ â
îäíîìó ðÿäó íà âå÷iðíüîìó ñåàíñi.

® Äèâ. çàäà÷ó 9-3.
¯ Äèâ. çàäà÷ó 9-4.
° Íå ìîæíà. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî ç êîæíèì êðîêîì ñóìà êâà-

äðàòiâ ÷èñåë, çàïèñàíèõ íà äîøöi, çìåíøó¹òüñÿ, ÿêùî õî÷à á
îäíå ç ÷èñåë ¹ íåíóëüâèì. Îòæå, äîâåäåìî, ùî

x2 + y2 >

(√
2

3
x+

1

2
y

)2

+

( √
7

2
√

3
y − 1√

6
x

)2

,

ÿêùî x2 + y2 > 0.

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî√
2

3
−
√

7

18
<

1

3
.

Îñêiëüêè
√

2 > 4
3 , òî 3− 2

√
2 < 1

3 . Òîìó(√
2

3
−
√

7

18

)2

<

(√
2

3
−
√

1

3

)2

= 1−2
√

2

3
=

3− 2
√

2

3
<

(
1

3

)2

.
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Òåïåð äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë x i y òàêèõ, ùî x2 + y2 > 0,
ìà¹ìî (√

2

3
x+

1

2
y

)2

+

( √
7

2
√

3
y − 1√

6
x

)2

=

=

(
2

3
+

1

6

)
x2 +

(
1

4
+

7

12

)
y2 +

(√
2

3
−
√

7

18

)
xy ≤

≤ 5

6
(x2 + y2) +

(√
2

3
−
√

7

18

)
1

2
(x2 + y2) <

<
5

6
(x2 + y2) +

1

6
(x2 + y2) = x2 + y2.

11 êëàñ

¬ Äèâ. çàäà÷ó 10-1.
­ Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ

ðàäióñà êîëà r, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê ç ïëîùåþ S i íàïiâïåðè-
ìåòðîì p,

r =
S

p
.

Íåõàé BC = a, CA = b, AB = c, S � ïëîùà òðèêóòíèêà ABC, r1

� ðàäióñ êîëà, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê ACM i r2 � ðàäióñ êîëà,
âïèñàíîãî â òðèêóòíèê BCH. Îñêiëüêè AM = CM = c

2 i ïëîùà
òðèêóòíèêà ACM äîðiâíþ¹ 1

2S, òî

r1 =
S

b+ c
.

Òðèêóòíèê CBH ¹ ïîäiáíèì äî òðèêóòíèêà ABC ç êîåôiöi¹í-
òîì a

c . Òîìó

r2 =
a

c
· 2S

a+ b+ c
.

Îòæå,
S

b+ c
=
a

c
· 2S

a+ b+ c
,

òîáòî,
c(a+ b+ c) = 2a(b+ c).
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Òåïåð ìà¹ìî

0 = c(a+ b+ c)− 2a(b+ c) = c2 − 2ab+ c(b− a) =

= a2 + b2 − 2ab+ c(b− a) = (b− a)(b− a+ c),

çâiäêè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî a = b.
® Ðîçäiëèìî êîëî òî÷êàìè A1, A2,. . . , A150 íà 150 ðiâíèõ äóã. Òå-

ïåð çàôàðáó¹ìî 101 òî÷êó ç öèõ 150 òî÷îê ó ÷åðâîíèé êîëið
òàê, ùîá äîâæèíà k-î¨ äóãè ç ÷åðâîíèìè êiíöÿìè ñêëàäàëà nk

150
÷àñòèíó êîëà. Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëüíi òðèêóòíèêè ç âåðøèíàìè
â òî÷êàõ A1, A2,. . . , A150. Òàêèõ òðèêóòíèêiâ ¹ ðiâíî 50, òîìó
õî÷à á â îäíîìó ç íèõ âñi òðè âåðøèíè ÷åðâîíîãî êîëüîðó. Öi
òðè ÷åðâîíi òî÷êè é äàäóòü íàì ïîòðiáíå ðîçáèòòÿ.

¯ Çàóâàæèìî, ùî

a3 + b3

a2 + b2
= (a+ b) · a

2 − ab+ b2

a2 + b2
= (a+ b)

(
1− ab

a2 + b2

)
≥

≥ (a+ b)

(
1− 1

2

)
=
a+ b

2
.

Òîäi

a3 + b3

a2 + b2
+
b3 + c3

b2 + c2
+
c3 + a3

c2 + a2
≥ a+ b

2
+
b+ c

2
+
c+ a

2
= a+ b+ c.

° Äèâ. çàäà÷ó 10-5.

2020 � 2021

5 êëàñ

¬ Îñêiëüêè ÷èñëî ïîâèííî áóòè íàéáiëüøèì, òî éîãî ïåðøà öèôðà
� 9. Òîäi ñóìà òðüîõ iíøèõ � 11. Âñi öèôðè ðiçíi, òîìó äðóãà
öèôðà � 8. Òîäi ñóìà äâîõ îñòàííiõ öèôð � 3. Äëÿ òîãî, ùîá
÷èñëî áóëî íàéáiëüøèì, òðåáà âçÿòè òðåòþ öèôðó � 3 i îñòàííþ
� 0. Îòæå, øóêàíå ÷èñëî � öå 9830.

­ Ó êðóæå÷êó çàïèñàíi ÷èñëà âèãëÿäó (2 + 4)(6 + 8), (2 + 6)(4 + 8)
àáî (2 + 8)(4 + 6), òîáòî, 84, 96 àáî 100.
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® Ïåðèìåòð óñi¹¨ ïëèòêè 40 ñì. Òîäi ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî êâà-
äðàòà 8 ñì, à éîãî ñòîðîíà 2 ñì. Òîäi ñóìà äâîõ ìåíøèõ ñòîðií
ïðÿìîêóòíèêiâ � öå 10 − 2 = 8 ñì. Îòæå, ìåíøà ñòîðîíà ïðÿ-
ìîêóòíèêà äîðiâíþ¹ 4 ñì. Òîäi áiëüøà ñòîðîíà ïðÿìîêóòíèêà
äîðiâíþ¹ 10− 4 = 6 ñì.

¯ Íåõàé çà ñòîëîì x ÷åñíèõ ëþäåé i 10−x áðåõóíiâ. Òîäi ïðàâîðó÷
âiä êîæíî¨ ÷åñíî¨ ëþäèíè ñèäèòü áðåõóí, çâiäñè çàãàëüíà êiëü-
êiñòü áðåõóíiâ íå ìåíøà, íiæ x. Òîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü ÷åñíèõ
ëþäåé õî÷à á 5. Ïîêàæåìî, ùî ¨õ ðiâíî 5. ßêùî ÷åñíèõ ëþäåé
ìåíøå ï'ÿòè, òî õî÷à á äâà áðåõóíè ñèäÿòü ïîðó÷, à òîäi îäèí
ç íèõ ñêàçàâ ïðàâäó, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Îòæå, ÷åñíèõ ëþäåé
ðiâíî 5.

2022 � 2023

9 êëàñ

¬ ßêùî âñi ó÷àñíèêè îëiìïiàäè çíàéîìi ìiæ ñîáîþ, òî òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå. Íåõàé òåïåð ó÷àñíèêè îëiìïiàäè A òà B � íåçíàéîìi
ìiæ ñîáîþ. Êîæåí ç íèõ ìà¹ ñåðåä ðåøòè 97 ó÷àñíèêiâ îëiìïiàäè
íå ìåíøå 49 çíàéîìèõ. Òîìó çíàéäåòüñÿ 2 ñïiëüíèõ çíàéîìèõ:
C òà D. Çà ñòîëîì ðîçñàäæó¹ìî ¨õ íàñòóïíèì ÷èíîì: A-C-B-D.

­ Çàóâàæèìî, ùî

AD ·AQ = AC2 = BD2 = DA ·DP.

Òîäi AQ = DP , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî AP = QD.
® Ç íåðiâíîñòi ìiæ ñåðåäíiìè ìà¹ìî

2(a3 + b3) + a+ b+ 1 = a3 + a3 + b3 + b3 + a+ b+ 1 ≥

≥ 7
7
√
a3 · a3 · b3 · b3 · a · b · 1 = 7ab.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ïðè a = b = 1.
¯ Ðiâíî 6 äiëüíèêiâ ìàþòü ÷èñëà q5, äå q � ïðîñòå, òà ÷èñëà q2r, äå

q, r � ðiçíi ïðîñòi. Îñêiëüêè p 6= 2, òî p íåïàðíå é (p2+11)
...4. Òîìó

ðiâíiñòü p2 +11 = q5 íåìîæëèâà. Îòæå, q = 2, òîáòî p2 +11 = 4r,
äå r � ïðîñòå. Çðîçóìiëî, ùî p = 3 ïiäõîäèòü. Íåõàé p > 3, òîäi

p íå äiëèòüñÿ íà 3, é (p2 + 11)
...3, àëå òîäi r = 3 i p2 + 11 = 12,

ïðîòèði÷÷ÿ.

Îòæå, p = 3.
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10 êëàñ

¬ Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 9-1.
­ Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 9-2.
® Ç íåðiâíîñòi ìiæ ñåðåäíiìè ìà¹ìî

(a+ b+ c)3 ≥ (3
3
√
abc)3 = 27abc.

Êðiì òîãî,
3(a4 + b4 + c4) + a+ b+ c+ 1 =

= a4 + a4 + a4 + b4 + b4 + b4 + c4 + c4 + c4 + a+ b+ c+ 1 ≥

≥ 13 13
√

(a4)3 · (b4)3 · (c4)3 · a · b · c · 1 = 13abc.

Òîäi

(a+ b+ c)3 +3(a4 + b4 + c4)+a+ b+ c+1 ≥ 27abc+13abc = 40abc.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ïðè a = b = c = 1.
¯ Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 9-4.



173

Îëiìïiàäà îäíi¹¨ çàäà÷i

6 êëàñ

À) Íàïðèêëàä, N = 550.
Á) Çðîçóìiëî, ùî îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà N ïîâèííà áóòè íóëåì, òî-

ìó N íå ìîæå áóòè äâîöèôðîâèì. Äëÿ òîãî, ùîá áóòè íàéìåí-
øèì, òðèöèôðîâå ÷èñëî N ïîâèííî ïî÷èíàòèñÿ ç îäèíèöi. Îò-
æå, N = 190.

Â) Íàïðèêëàä, N = 55 . . . 5500, äå êiëüêiñòü ï'ÿòiðîê â çàïèñi ÷èñëà
N äîðiâíþ¹ 20.

Ã) Íàéáiëüøà ñóìà öèôð äâîöèôðîâîãî ÷èñëà � öå 18, òîìó ÷è-
ñëî N ïîâèííî áóòè ùîíàéìåíøå òðèöèôðîâèì. ßêùî ÷èñëî N
òðèöèôðîâå, òî ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî îñòàííÿ
öèôðà íå ìîæå áóòè íóëåì. Îòæå, îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà N �
öå 5. Àëå òîäi ñóìà ïåðøèõ äâîõ öèôð ïîâèííà áóòè ðiâíîþ 20,
ùî íåìîæëèâî. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó âèïàäêó, êîëè ÷èñëî N
ìà¹ ÷îòèðè öèôðè. Çíîâó, ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî
îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà N ïîâèííà äîðiâíþâàòè 5. Çàëèøà¹òüñÿ
çíàéòè íàéìåíøå òðèöèôðîâå ÷èñëî, ñóìà öèôð ÿêîãî áóäå 20.
Öå ÷èñëî íå ìîæå ïî÷èíàòèñÿ ç îäèíèöi, áî òîäi ñóìà äâîõ ií-
øèõ öèôð � öå 19, ùî íåìîæëèâî. Îòæå, ÷èñëî ïî÷èíà¹òüñÿ ç
äâiéêè, à äâi iíøi öèôðè � 99.

Âiäïîâiäü: N = 2995.

7 êëàñ

À) Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi 11x = 7y. Îñêiëüêè 11 i 7 íå ìàþòü
ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ, òî 7 ïîâèííî áóòè äiëüíèêîì ÷èñëà x, à 11
� äiëüíèêîì ÷èñëà y. Îòæå, ïiäõîäÿòü, íàïðèêëàä, ïàðè (7, 11),
(14, 22) i (21, 33).

Á) Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi 5x = 8y. Îñêiëüêè 5 i 8 íå ìàþòü
ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ, òî 5 ïîâèííî áóòè äiëüíèêîì ÷èñëà y. Òîáòî,
y ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi y = 5n, äå n = 1, 2, . . . . Òîäi 5x =
40n, çâiäêè x = 8n. Âiäïîâiäü: (8n, 5n), n = 1, 2, . . . .

Â) Çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ

4x− 3y = 4− 3

4x− 4 = 3y − 3

4(x− 1) = 3(y − 1).
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Îñêiëüêè 4 i 3 íå ìàþòü ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ, òî x − 1 ìà¹ áóòè
÷èñëîì, êðàòíèì 3. Òîáòî, x − 1 = 3n, çâiäêè x = 3n + 1, n =
0, 1, 2, . . . . Òîäi y = 4n + 1. Âiäïîâiäü: (3n + 1, 4n + 1), äå n =
0, 1, 2, . . . .

Ã) Çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ

15x2 + 8y2 = 22xy + 1

15x2 − 22xy + 8y2 = 1

15x2 − 10xy − 12xy + 8y2 = 1

5x(3x− 2y)− 4y(3x− 2y) = 1

(5x− 4y)(3x− 2y) = 1.

Äîáóòîê äâîõ öiëèõ ÷èñåë ðiâíèé 1, ÿêùî öi ÷èñëà ðiâíi ïî 1 àáî
ïî −1. Îòæå,

5x− 4y = 1 i 3x− 2y = 1

àáî

5x− 4y = −1 i 3x− 2y = −1

I â ïåðøîìó, i â äðóãîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî

5x− 4y = 3x− 2y

2x = 2y

x = y

Ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü â ïåðøå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî âè-
ïàäêó, ìè îòðèìà¹ìî, ùî x = 1, y = 1, à ïiäñòàâëÿþ÷è x = y â
ïåðøå ðiâíÿííÿ äðóãîãî âèïàäêó, îòðèìó¹ìî, ùî x = y = −1.
Çà óìîâîþ çàäà÷i ÷èñëà íàòóðàëüíi, îòæå, âiäïîâiäü: (x, y) =
(1, 1).

8 êëàñ

À) Òàê. 200 = 196 + 4 = 142 + 22.
Á) Íi. Ïðèïóñòèìî, ùî 2002 = x2 + y2 = (2a)2 + (2b)2. Òîäi 2002 =

4(a2 + b2), ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi êðà-
òíà 4, à ëiâà � íi.
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Â) Òàê. Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ

22001 = 2 · 22000 = 22000 + 22000 = (21000)2 + (21000)2.

Ã) Íi. Ïðèïóñòèìî, ùî 200012 = x2 + y2 = 4(a2 + b2). Ïîäiëèìî
ðiâíiñòü íà 4, òîäi

50003 = a2 + b2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëà a òà b ïîâèííi áóòè ðiçíî¨ ïàðíîñòi.
Íåõàé a � ïàðíå, à b � íåïàðíå. Òîäi a = 2n i b = 2m + 1 äëÿ
äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i m. Çâiäñè a2 êðàòíå 4, à b2 =
4m2 + 4m + 1 äà¹ ïðè äiëåííi íà 4 îñòà÷ó 1. Îòæå, a2 + b2 äà¹
îñòà÷ó 1 ïðè äiëåííi íà 4, à 50003 äà¹ îñòà÷ó 3 ïðè äiëåííi íà 4.
Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü íåìîæëèâà.

9 êëàñ

À) Òàê. Íàïðèêëàä, y = x2 + x− 12.
Á) Òàê. Íàïðèêëàä y = x2 − 3.
Â) Òàê. Çà ôîðìóëîþ êîðåíiâ êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà,

x =
−b+

√
D

2a
.

Íåõàé a = 1, à b = 2k. Òîäi

2 +
√

3 = −k +
√
k2 − c.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü âiðíà ïðè k = −2 i c = 1.
Îòæå, øóêàíèé êâàäðàòíèé òðè÷ëåí ìà¹ âèãëÿä y = x2−4x+1.

Ã) Íi. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé òðè÷ëåí iñíó¹. Òîäi

a(
√

2 +
√

3)2 + b(
√

2 +
√

3) + c = 0.

Äîìíîæèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà (
√

3−
√

2) i âðàõó¹ìî, ùî (
√

3−√
2)(
√

3 +
√

2) = 1. Îòðèìà¹ìî:

a(
√

3 +
√

2) + b+ c(
√

3−
√

2) = 0,
√

3(a+ c) +
√

2(a− c) = −b.
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ßêùî a+c = 0, òî
√

2 = − b
2a � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ùî íåìîæëè-

âî.

Ïîäiëèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà a+ c 6= 0. Òîäi

√
2
a− c
a+ c

= − b

a+ c
−
√

3.

Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè äî êâàäðàòó. Òîäi çëiâà áóäå ðàöiî-
íàëüíå ÷èñëî, ïîçíà÷èìî éîãî r, à â ïðàâié ÷àñòèíi áóäå ÷èñëî
âèãëÿäó x− y ·

√
3, äå ÷èñëà x òà y ðàöiîíàëüíi. Îòæå,

r = x− y
√

3,
√

3 =
x− r
y

.

Îñêiëüêè ÷èñëî x−r
y ðàöiîíàëüíå, à

√
3 � íi, òî ìè îòðèìó¹ìî

ñóïåðå÷íiñòü.

10 êëàñ

A) Òàê.

N = 3. Íåõàé ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ ç ëþäåé A,B,C. Çà óìîâîþ
çàäà÷i ñåðåä íèõ ìàêñèìóì äâî¹ çíàéîìèõ. Íåõàé öå A i B. Òîäi
ãðóïïà 1={A,C}, ãðóïïà 2={B}.
N = 4. Íåõàé ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ ç ëþäåé A,B,C,D. Íåõàé íàé-
áiëüøå çíàéîìèõ ìà¹ A. Ïîìiñòèìî A â ïåðøó ãðóïó, à âñiõ éîãî
çíàéîìèõ â äðóãó. Òîäi çà óìîâîþ çàäà÷i â äðóãié ãðóïi íåìà¹
çíàéîìèõ ìiæ ñîáîþ, áî âñi âîíè âæå çíàéîìi ç A.

Á) Íi. Íåõàé ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ ç ëþäåé A,B,C,D,E, ïðè÷îìó
âîíè çíàéîìi íàñòóïíèì ÷èíîì: E ↔ A ↔ B ↔ C ↔ D ↔ E ↔
A. Òîäi ç ìiðêóâàíü ïàðíîñòi, öèõ ëþäåé íå ìîæíà ïîäiëèòè íà
äâi ãðóïè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i.

Â) Òàê. Â öüîìó i íàñòóïíîìó ïóíêòi ââàæàòèìåìî, ùî êîæíà ëþ-
äèíà ìà¹ õî÷à á îäíîãî çíàéîìîãî, iíàêøå öèõ ëþäåé ìîæíà
ïîìiñòèòè â áóäü-ÿêó ãðóïó äîâiëüíèì ÷èíîì.

Íåõàé A � äåÿêà ëþäèíà ç ãðóïè ñåðåä òèõ, õòî ìà¹ íàéáiëüøó
êiëüêiñòü çíàéîìèõ k. ßêùî k = 1, òî ðîçiá'¹ìî ëþäåé íà äâi
ãðóïè, ïîìiñòèâøè êîæíó ïàðó çíàéîìèõ â ðiçíi ãðóïè.

Íåõàé k ≥ 2. Ïîìiñòèìî ëþäèíó A â ãðóïó 1, à âñiõ ¨¨ çíàéîìèõ
� â ãðóïó 2 (ñåðåä íèõ íåìà¹ çíàéîìèõ ìiæ ñîáîþ, àäæå âñi âîíè



177

çíàéîìi ç A). Ç ãðóïè íåðîçïîäiëåíèõ ëþäåé âèáåðåìî äîâiëü-
íèì ÷èíîì ëþäèíó B i ïîìiñòèìî ¨¨ â ãðóïó 1 (áî âîíà íåçíàéîìà
ç A), à âñiõ ¨¨ çíàéîìèõ � â ãðóïó 2. Äîâåäåìî, ùî òîäi â ãðóïi 2
çíîâó íåìà¹ çíàéîìèõ ìiæ ñîáîþ ëþäåé. ßñíî, ùî çà óìîâîþ çà-
äà÷i çíàéîìi ëþäèíè B íå çíàéîìi ìiæ ñîáîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî
ó äåÿêîãî çíàéîìîãî ëþäèíè B (íàçâåìî éîãî B′) ¹ çíàéîìèé ñå-
ðåä çíàéîìèõ ëþäèíè A (íàçâåìî éîãî A′). Ðîçãëÿíåìî ï'ÿòiðêó
ëþäåé: A,A′, A′′, B,B′, äå A′′ � ùå îäèí çíàéîìèé A, âiäìiííèé
âiä A′. Òîäi A′, A′′, B ïîâèííi ìàòè ñïiëüíîãî çíàéîìîãî ñåðåä
öi¹¨ ï'ÿòiðêè, ùî íåìîæëèâî.

Îòæå, ìiðêóþ÷è çà öèì àëãîðèòìîì, çðåøòîþ âñi ëþäè áóäóòü
ïîäiëåíi íà 2 ãðóïè, â ÿêèõ íåìà¹ ïîïàðíî çíàéîìèõ.

Ã) Òàê. Ââàæàòèìåìî, ùî k ≥ 2 i, ÿê â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, ïî-
ìiñòèìî ëþäèíó A â ãðóïó 1, à âñiõ ¨¨ çíàéîìèõ � â ãðóïó 2. Ç
ãðóïè íåðîçïîäiëåíèõ ëþäåé âèáåðåìî ëþäèíó B òàê, ùî âîíà
çíàéîìà ç äåÿêèì çíàéîìèì A′′ ëþäèíè A (ÿêùî òàêèõ íåìà¹,
òî âèáåðåìî B äîâiëüíèì ÷èíîì) i ïîìiñòèìî ¨¨ â ãðóïó 1 (áî âî-
íà íåçíàéîìà ç A), à âñiõ ¨¨ çíàéîìèõ � â ãðóïó 2. Ïðèïóñòèìî,
ùî ó äåÿêîãî çíàéîìîãî ëþäèíè B (íàçâåìî éîãî B′) ¹ çíàéî-
ìèé ñåðåä çíàéîìèõ ëþäèíè A (íàçâåìî éîãî A′). Ðîçãëÿíåìî
ï'ÿòiðêó ëþäåé: A,A′, A′′, B,B′ (çàóâàæèìî, ùî A′ 6= A′′, àäæå
iíàêøå òðiéêà çíàéîìèõ B,B′, A′′ ñóïåðå÷èëà á óìîâi çàäà÷i).
Çíàéîìñòâà â öié 5-öi âèãëÿäàþòü òàê:

A′′ ↔ A↔ A′ ↔ B′ ↔ B ↔ A′′

Íåñêëàäíèì ïåðåáîðîì ìîæíà ïîêàçàòè, ùî æîäíà òðiéêà ñåðåä
öèõ 5-òè ëþäåé íå ìà¹ ñïiëüíîãî çíàéîìîãî çà ìåæàìè 5-êè,
àäæå öå ñóïåðå÷èòü óìîâi âèõiäíî¨ çàäà÷i.
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