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Роздiл 1

ЧИСЛЕННЯ ВИСЛОВЛЕНЬ

1.1

Предмет математичної логiки. Висловлення i предикати

1.1.1. Предмет математичної логiки. Сьогоднi математична логiка
використовується в бiологiї, медицинi, лiнгвiстицi, економiцi, педагогiцi i, звичайно,
у розвитку обчислювальної техники, при розробцi штучних мов для спiлкування з
машинами. Як виникла ця наука i що вона собою представляє?

Слово "логiка"ми часто чуємо у повсякденнiй розмовi. Який же змiст цього слова? У
тлумачному словнику української мови знаходимо "Логiка - наука про закони та форми
мислення". Логiка вивчає тi форми мислення, якi зафiксованi у мовi у виглядi слiв, речень
та їх сукупностей.Першi поняття математичної логiки почали розвиватися ще з часiв
грецького фiлософа Арiстотеля (384-322 рр. до нашої ери), але протягом багатьох столiть
вона майже зовсiм не розвивалась. У XVIII нiмецький вчений Лейбнiц задумав створити
"нову"логiку, яка стала б "мистецтвом обчислень". В цiй логiцi, за його задумом кожному
поняттю мав вiдповiдати певний символ, а роздуми мали б вигляд обчислень. Цей задум не
одразу отримав розвиток, лише в серединi XIX столiття iрландський математик Дж. Буль
частково втiлив у життя iдею Лейбнiца. На мовi булевої алгебри можна описувати роздуми
та "обчислювати"їх результати; але вона охоплює лише "простiшi"роздуми. Алгебра
логiки Буля стала зародком нової науки - математичної логiки. В назвi "математична
логiка"вiдображаються двi характернi риси цiєї науки: по-перше, математична логiка –
це логiка, що використовує мову та методи математики; по-друге, математична логiка
виникла з потреб математики, коли перед науковцями постали нерозв’язанi проблеми, якi
вже не можна було розв’язати засобами самої математики.

Характеристичною рисою математичної логiки є також сучасний формальний
аксiоматичний метод, розроблений одним з найвидатнiших математикiв XX столiття
Давидом Гiльбертом (1862-1943). Формальний аксiоматичний метод – це розвинення,
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уточнення та вдосконалення змiстовного аксiоматичного методу, який виражено в
аксiоматицi геометрiї Евклiда. У шкiльному курсi геометрiї, учень отримує першi уявлення
про те, як вибудовується математична теорiя; що iснують основнi поняття, якi не можна
означити в термiнах елементарнiших понять, аксiоми про основнi поняття, iснують iншi
поняття, якi означаються за допомогою основних, а також теореми, якi виводяться з
аксiом i теорем, яких встановлено ранiше. Неевклiдовi геометрiї демонструють, що певнi
твердження (наприклад, твердження про те, що аксiома паралельностi незалежна вiд
решти аксiом геометрiї), якi не можна довести в межах даної теорiї, можна доводити
шляхом логiчного аналiзу самої теорiї.

Аксiоматичний метод Гiльберта вiдрiзняється вiд змiстовного:

• повним абстрагуванням вiд змiсту (формалiзацiєю) як необхiдним засобом
уточнення;

• точним формулюванням усiх вихiдних тверджень даної теорiї

• явним формулюванням тих логiчних засобiв, якi допускаються при побудовi цiєї
теорiї (правил виводу)

На базi цього методу стало можливим уточнення таких фундаментальних понять,
як доведення, несуперечнiсть теорiї тощо. Теорiя математичного доведення становить
ядро математичної логiки. Кожне доведення полягає в послiдовному застосуваннi певних
логiчних засобiв до вихiдних тверджень. Встановлення та аналiз цих логiчних засобiв
є необхiдними для уточнення поняття математичного доведення. Таке уточнення було
обумовлено розвитком математики i, перш за все, виникненням важливих математичних
проблем, що базуються на теорiї множин. Це, наприклад, проблема континууму,
поставлена засновником теорiї множин Георгом Кантором (1845-1918) у 1877 роцi,
яку протягом десятилiть неможливо було розв’язати. Аналiз таких проблем наводив
математикiв на думку про те, що труднощi їх розв’язання обумовлено логiчною природою
цих проблем. Природно поставали питання: "Що точно означає вираз: довести певне
твердженння та що таке математичне доведення?"Адже можна доводити окремi
теореми не маючи строго означення поняття доведення, проте, не володiючи означенням,
неможливо довести, що якась проблема не є розв’язною в данiй теорiї.

1.1.2. Класи i функцiї. При вивченнi будь-якого математичного поняття зручно
уявляти зiбрання всiх об’єктiв, якi вiдповiдають даному поняттю (тобто, мають певну
властивiсть), i яке ми називатимемо класом i позначатимемо деякою лiтерою, наприклад,
U. Далеко не кожний клас можна вважати множиною у звичайному розумiннi, як ми
побачимо далi (див. парадокс Рассела). Ми мислимо клас, як “зiбрання певних об’єктiв”.
Ми не наводимо точного означення класу, але пишемо P ∈ U для позначення того факту,
що об’єкт P належить до класу U, тобто, має ту властивiсть, яка визначає даний клас
U. Домовимося клас таких об’єктiв x, для яких виконується умова p(x) записувати так:
{x : p(x)}, а клас таких об’єктiв з класу C, для яких виконується умова p(x) записувати
так: {x ∈ C : p(x)}.
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Таким чином, поняття класу є елементарним, яке не означається через iншi поняття
(подiбно поняттям точки та прямої в планiметрiї). Два класи вважаються рiвними, якщо
вони породженi одним i тим самим поняттям (властивiстю). Такий пiдхiд дозволяє дiяти
з класами, як з множинами. Так, клас U називається пiдкласом класу W (записується
U ⊆ W), якщо поняття, яке породжує клас W, ширше за поняття, яке породжує клас U,
тобто якщо з P ∈ U випливає P ∈ W для довiльного об’єкту P . Об’єднанням довiльної
сiм’ї класiв (Ui)i∈I є клас

⋃
i∈I Ui, який вiдповiдає такому поняттю, яке включає в себе всi

поняття, що породжують вiдповiднi класи Ui. Точнiше, P ∈ ⋃
i∈I Ui означає, що P ∈ Ui

для, принаймнi, одного значення i ∈ I. Аналогiчно вводяться iншi теоретико-множиннi
операцiї над класами.

Одне з стандартних позначень класу: N – клас, що вiдповiдає поняттю натурального
числа. Ми звикли до того, що N є множиною, причому N = {1, 2, . . .}.

Нехай n ∈ N i U1, . . . ,Un,W – класи. Через (P1, . . . , Pn) позначають впорядкований набiр
об’єктiв P1, . . . , Pn (при вивченнi аксiоматичної теорiї множин ми дамо точне означення
впорядкованого набору). Таким чином, рiвнiсть (P1, . . . , Pn) = (Q1, . . . , Qn) означає, що
Pi = Qi для всiх i = 1, . . . , n. Запис (P1, . . . , Pn) ∈ U1 × . . .× Un означає, що (P1, . . . , Pn) –
впорядкований набiр, причому Pi ∈ Ui для всiх i = 1, . . . , n. Клас U1 × . . .×Un всiх таких
наборiв називається декартовим добутком класiв U1, . . . ,Un. Зокрема, при U1 = . . . =

Un = U визначається декартовий степiнь класу U як U× . . .× U︸ ︷︷ ︸
n

i позначається через Un.

Наприклад, декартовий квадрат R2 = R×R множини всiх дiйсних чисел R – це декартова
площина.

Нагадаємо, що символи ∃ та ∀ називається кванторами iснування та, вiдповiдно,
загальностi . Вираз (∃x) p(x) служить скороченням речення “iснує такий об’єкт x, для
якого виконується p(x)”, а вираз (∀x) p(x) служить скороченням речення “для кожного
об’єкту x виконується p(x)”. Використовуються також обмеженi квантори: вираз (∃x ∈
X) p(x) служить скороченням речення “iснує такий об’єкт x з класу X, для якого
виконується p(x)”, а вираз (∀x ∈ X) p(x) служить скороченням речення “для кожного
об’єкту x з класу X виконується p(x)”.

Означення 1.1.1. Довiльний пiдклас G ⊆ U1 × . . .× Un декартового добутку U1 × . . .×
Un називається n-арним вiдношенням. Зокрема, для n = 1 вiдношення G називається
унарним, а при n = 2 – бiнарним.

Наприклад, бiнарне вiдношення рiвностi =⊆ U×U на довiльному класi U складається
з усiх пар однакових елементiв (x, x), де x ∈ U.

Для бiнарних вiдношень уводять поняття областi визначення та множини значень.

Означення 1.1.2. Нехай G ⊆ X × Y – бiнарне вiдношення. Областю визначення та,
вiдповiдно, множиною значень вiдношення G називають такi класи:

DomG =
{
x ∈ X : (∃ y ∈ Y )

(
(x, y) ∈ G)}

, (1.1)

RanG =
{
y ∈ Y : (∃ x ∈ X)

(
(x, y) ∈ G)}

. (1.2)
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Тепер ми наведемо, на перший погляд, незвичайне означення функцiї, яка дiє мiж
класами. Але для того, щоб читачевi було простiше сприймати це означення, будемо
виходити зi звичайного означення, до якого читач звик ще зi школи. Для того, щоб
уникнути нечiтких слiв у означеннi функцiї типу «правило, яке ставить у вiдповiднiсть»,
ми ототожнимо поняття функцiї та її графiку, i зосередимося на означеннi графiку. Як
охарактеризувати тi множини на площинi Γ ⊆ R2, якi є графiками деяких функцiй
F : D → R, визначених на деяких пiдмножинах D ⊆ R? Дуже просто: Γ є такою
множиною тодi i лише тодi, коли перетин Γ ∩ {(x, y) ∈ R2 : x = x0} цiєї множини Γ з
довiльною вертикальною прямою складається не бiльше, нiж з однiєї точки. Оскiльки ми
ототожнюємо функцiю F з її графiком Γ, то отримуємо таке означення функцiї.

Означення 1.1.3. Нехай X,Y – класи. Бiнарне вiдношення F ⊆ X × Y називається
функцiєю, якщо для довiльних об’єктiв x, y, z з умов (x, y) ∈ F та (x, z) ∈ F випливає,
що y = z.

Нехай F ⊆ X×Y – функцiя. Замiсть (x, y) ∈ F можна писати y = F (x), беручи до уваги,
що, за означенням, для кожного x iснує, максимум, одне значення y таке, що (x, y) ∈ F .
Область визначення та множину значень функцiї визначають за загальними правилами
(1.1) та, вiдповiдно, (1.2). Запис F : A→ Y означає, що F ⊆ X×Y є функцiєю для певного
класу X, причому A = DomF.

Якщо клас X є декартовим добутком X = U1×. . .×Un класiв U1, . . . ,Un, то функцiя F ⊆(
U1× . . .×Un

)×Y називається функцiєю n змiнних , а при U1 = . . . = Un = U – функцiєю
n змiнних на класi U. Якщо ж, крiм того, Y = U, то функцiя n змiнних F ⊆ Un × U на
класi U називається n-арною операцiєю на класi U. Пiдклас U′ ⊆ U називається замкненим
вiдносно операцiї F ⊆ Un × U, якщо F(u1, . . . , un) ∈ U′ для довiльних u1, . . . , un ∈ U′.

1.1.3. Висловлення та предикати. Висловлення виражається за допомогою
розповiдного речення в українськiй (або iншiй) мовi i є змiстом цього речення. Стосовно
кожного висловлення можна стверджувати, що воно є або iстинним, або хибним.
Наприклад, висловлення 3 ≤ 5 та 5 ≤ 5 iстиннi, а висловлення 8 ≤ 5 хибне. Для зручностi
той факт, що P є висловленням, ми позначатимемо через P ∈ P , а клас P називатимемо
класом всiх висловлень.

Зазначимо, що вираз x ≤ 5 не є висловленням, тому що не можна однозначно
стверджувати, чи є даний вираз iстинним. Даний вираз можна розглядати як функцiю,
яка задана на множинi R всiх дiйсних чисел, i значення якої є висловлення.

Означення 1.1.4. Нехай n ∈ N, U1, . . . ,Un – класи. Довiльна функцiя F ⊆ (U1 × . . . ×
Un)× P називається предикатом (або, точнiше, n-арним предикатом).

Отже, x ≤ 5 – це предикат вiд однiєї змiнної x, а xy > z + 2 – предикат вiд трьох
змiнних.

Якщо висловлення позначити лiтерою P , то запис |P | = 1 означає, що висловлення P

є iстинним. У протилежному випадку пишуть |P | = 0.
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Операцiї над висловленнями. У звичайнiй мовi висловлення з’єднуються
рiзними зв’язками, що виражаються словами «не», «або», «i», «якщо ..., то», «тодi i
тiльки тодi, коли», i так з них утворюються складнiшi висловлення. У символiчнiй
мовi математичної логiки цi зв’язки позначаються вiдповiдно символами ¬,∨,∧,→,↔ i
називаються запереченням, диз’юнкцiєю, кон’юнкцiєю, iмплiкацiєю i еквiвалентнiстю.
Точнiше, вважається наступне.

• Запереченням ¬P висловлення P називається висловлення, яке є iстинним, якщо
висловлення P є хибним i є хибним, коли P є iстинним.

• Диз’юнкцiєю P ∨ Q висловлень P та Q називається висловлення, яке є iстинним
якщо, принаймнi, одне з висловлень P та Q є iстинним.

• Кон’юнкцiєю P ∧ Q висловлень P та Q називається висловлення, яке є iстинним
лише тодi, коли обидва висловлення P та Q iстиннi.

• Iмплiкацiя P → Q висловлень P та Q називається висловлення, яке стверджує,
що з P випливає Q (iншими словами, якщо P , то Q). Iмплiкацiя P → Q є хибною
тодi i тiльки тодi, коли P iстинне, а Q хибне.

• Еквiвалентнiстю P ↔ Q висловлень P та Q називається висловлення, яке
стверджує, що данi висловлення мають рiвнi значення iстинностi.

Зазначимо, що ¬ є унарною операцiєю, а ∨, ∧, → та ↔ – бiнарнi операцiї на класi P
всiх висловлень. Операцiї над висловленнями називаються пропозицiйними (логiчними)
зв’язками. Висловлення яке мiстить хоча б одну логiчну зв’язку називається складним
висловленням. Наприклад, висловлення "дзвiнок не дзвонить або в квартирi нiкого
немає"є складним висловленням. Пiдкреслимо, що однiєю iз задач логiки висловлень
є визначення iстинностi чи хiбностi складного висловлення за даними iстинiсними
значеннями елементарних висловлень, що його складають. Отже, згiдно з вищенаведеними
означеннями, iстиннiсть означених складених висловлень ¬P , P ∨ Q, P ∧ Q,
P → Q та P ↔ Q не залежить вiд самих висловлень, а лише залежить
вiд їхньої iстинностi. Таким чином, можна скласти таблицю iстинностi введених
унарної та бiнарних операцiй:

P ¬P

0 1
1 0

P Q P ∨Q P ∧Q P → Q P ↔ Q

0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1

Зауважимо, що означення iмплiкацiї може викликати деякий сумнiв у читача, оскiльки
воно не цiлком узгоджується з нашою iнтуiцiєю слiдування. Зокрема, це стосується перших
двох рядкiв таблицi iстинностi. Не слiд змiшувати iмплiкацiю з таким тлумаченням

9



зв’язки "якщо ..., то ... яке надає їй причинно-наслiдковий характер!Таблиця iмплiкацiї,
звичайно не застосовна до такого тлумачення. Справа в тому, що в природнiй мовi,
як правило, не вживається слiдування "якщо P, то Q"при умовi, що Q хибне. Проте
легко впевнитись, що введене означення iмплiкацiї вiдповiдає тому розумiнню слiдування,
якого додержуються у математичних мiркуваннях. З цiєю метою розглянемо наступне
математичне твердження: "Для кожного дiйсного числа x, якщо x > 3 то x > 1 iстиннiсть
якого є очевидною. Зокрема, при x = 2 отримаємо "якщо 2>3, то 2>1"(|2 > 3| = 0; |2 >

1| = 1, |2 > 3 → 2 > 1| = 1); маємо випадок другого рядка таблицi. При x = 0 матимемо
iстинне твердження, яке вiдповiдає першому рядку таблицi.

Розглянемо приклад iмплiкацiї iз життя студентiв. Висловлення «Якщо менi
попадеться на iспитi бiлет № 13, то я отримаю вiдмiнно» є iмплiкацiєю P → Q таких
висловлень:

P := “на iспитi менi попався бiлет № 13”

Q := “я отримав/ла вiдмiнно” .

Нескладний аналiз чотирьох випадкiв iстинностi висловлень P та Q призводить до
очевидного висновку: студент збреше лише у випадку, коли P iстинне та Q хибне.

Питання про переклад пропозицiйних зв’язкiв на термiни звичайної мови є
неоднозначним. У математичнiй мовi той факт, що iмплiкацiя P → Q має мiсце,
часто передають виразом "Твердження P є достатньою умовою для твердження
Q або "Твердження Q є необхiдною умовою для твердження P". Насправдi
неоднозначнiсть перекладу на звичайну мову стосується i iнших символiв логiчних
операцiй. Так, наприклад, символ ∧ можна перекладати, як "i "а "але "...незважаючи на
..."тощо. Пропонуємо читачу самостiйно подумати над можливими перекладами iнших
пропозицiйних зв’язкiв.
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1.2

Пропозицiйнi форми i тавтологiї

1.2.1. Рекурсивнi означення i доведення теорем iндукцiєю за
довжиною об’єкта. Iнколи математики пишуть: «побудуємо послiдовнiсть
iндуктивно» (або «за iндукцiєю»). З точки зору математичної логiки, це не зовсiм
коректно: iндукцiя – це метод доведення. Метод побудови, схожий на iндукцiю,
називається рекурсiєю. Iснування об’єкту, побудованого рекурсивно, можна доводити
iндуктивно, а можна використовувати загальну теорему про рекурсiю, яка обґрунтовує
iснування таких об’єктiв. Як рекурсiя, так i вiдповiдна iндукцiя бувають рiзними:
математична, трансфiнiтна та за довжиною об’єкта. Швидше за все, читач уже знайомий з
принципом математичної iндукцiї. Пiзнiше ми познайомимося з трансфiнiтною iндукцiєю
та рекурсiєю, а тепер – з третiм видом iндукцiї та рекурсiї. Але, для кращого розумiння
матерiалу, почнiмо з математичної iндукцiї та рекурсiї.

Теорема 1.2.1 (Принцип математичної iндукцiї). Нехай P : N→ P – предикат. Якщо

(i) |P (1)| = 1;

(ii) для кожного n ∈ N, |P (n) → P (n + 1)| = 1,

то |P (n)| = 1 для довiльного n ∈ N.

Як правило, принцип математичної iндукцiї приймають за аксiому. Але, для
демонстрацiї аналогiї з подальшими типами iндукцiї, ми доведемо цю теорему, виходячи
з наступної аксiоми.

Аксiома. Кожна непорожня пiдмножина A натурального ряду N має найменший
елемент.

Доведення теореми 1.2.1. Нехай, навпаки, iснує n ∈ N, для якого |P (n)| = 0. Розглянемо
множину таких номерiв. З аксiоми випливає, що iснує n0 – найменший з таких номерiв. З
властивостi (i) випливає, що n0 > 1, а з мiнiмальностi n0 випливає, що |P (n0 − 1)| = 1. За
таблицею iстинностi, це суперечить властивостi (ii), адже |P (n0)| = 0 .

Наступна теорема, яка часто використовується в математицi, як очевидна рiч, має не
зовсiм просте доведення. Залишимо його читачевi для самостiйного розбору.

Теорема 1.2.2 (Математична рекурсiя). Нехай U – клас та F : U→ U – унарна операцiя.
Тодi для довiльного u0 ∈ U iснує єдина послiдовнiсть (un)∞n=1 з U з властивостями

(i) u1 = u0;

(ii) un+1 = F(un) для довiльного n ∈ N.

Доведення. Доведемо iснування такої послiдовностi un = G(n), тобто, функцiї G ⊆ N× U
з Dom G = N, для якої
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(i′) G(1) = u0;

(ii′) G(n + 1) = F
(
G(n)

)
для довiльного n ∈ N.

Уведемо предикат P ⊆ N× P , визначивши для кожного m ∈ N висловлення P (m)

iснує єдина функцiя Gm ⊆ {1, . . . , m} × U з властивостями

(im) Gm(1) = u0;

(iim) Gm(n + 1) = F
(
Gm(n)

)
для довiльного n ∈ {1, . . . ,m− 1}

i доведемо за допомогою принципу математичної iндукцiї, що |P (m)| = 1 для кожного m ∈
N. Зазначимо, що P (1) стверджує iснування єдиної функцiї G1 ⊆ {1}×U з одноелементною
областю визначення {1} та єдиною умовою G1(1) = u0, яка, фактично i визначає цю
функцiю. Припустимо, що для даного m ∈ N має мiсце |P (m)| = 1 i доведемо, що |P (m +

1)| = 1. Нехай Gm ⊆ {1, . . . , m} ×U – та єдина функцiя, яка iснує, згiдно з припущенням.
Визначимо функцiю Gm+1 ⊆ {1, . . . ,m, m + 1} × U, поклавши

Gm+1 = Gm ∪
{(

m + 1,F(Gm(m))
)}

. (1.3)

Оскiльки Gm+1(1) = Gm(1) = u0, то виконується (im+1). Доведемо (iim+1). Якщо n ∈
{1, . . . , m − 1}, то, згiдно з (iim), Gm+1(n + 1) = Gm(n + 1) = F

(
Gm(n)

)
= F

(
Gm+1(n)

)
.

Якщо n = m, то з (1.3) дiстаємо Gm+1(m+1) = F(Gm(m)), а отже, (iim+1) доведено. Таким
чином, |P (m)| = 1 для кожного m ∈ N. Крiм того, з (1.3) випливає, що Gm ⊆ Gm+1 для
всiх m ∈ N. За допомогою принципу математичної iндукцiї доводимо, що

для довiльних m,n ∈ N з умови m ≤ n випливає, що Gm ⊆ Gn. (1.4)

Доведемо, що вiдношення G =
⋃∞

m=1 Gm ⊆ N×U є функцiєю. Нехай (m,u) ∈ G та (m, v) ∈
G. Виберемо, згiдно з означенням G, номери i, j ∈ N такi, що (m,u) ∈ Gi та (m, v) ∈ Gj.
Покладемо k = max{i, j}. З (1.4) дiстаємо, що (m,u) ∈ Gk та (m, v) ∈ Gk. Оскiльки Gk –
функцiя, то u = v. Таким чином, G – функцiя.

Оскiльки (1, u0) ∈ G1 ⊆ G, то G(1) = u0, а отже, (i′) доведено. Для доведення (ii′)
зазначимо, що, згiдно з означенням G маємо G(n + 1) = Gn+1(n + 1) та G(n) = Gn+1(n).
Тодi з (iin+1) отримуємо G(n + 1) = Gn+1(n + 1) = F

(
Gn+1(n)

)
= F(Gn). А отже, (ii′)

встановлено.
Нарештi, доведемо єдинiсть функцiї G з властивостями (i′) та (ii′). Нехай G′, G′′ ⊆

N × U – функцiї з Dom G′ = Dom G′′ = N та властивостями (i′) та (ii′). Рiвнiсть G′ = G′′,
яку нам треба довести, означає, що для довiльних x, y умови (x, y) ∈ G′ та (x, y) ∈ G′′

рiвносильнi. Ми доведемо принципом математичної iндукцiї, що для довiльного n ∈ N
виконується рiвнiсть G′(n) = G′′(n). Цього буде достатньо, адже Dom G′ = Dom G′′ = N.
З умови (i′) для обох функцiй випливає, що G′(1) = G′′(1). Припустимо, що для даного
n ∈ N виконується рiвнiсть G′(n) = G′′(n). Тодi, згiдно з умовою (ii′) для обох функцiй,
G′(n + 1) = F

(
G′(n)

)
= F

(
G′′(n)

)
= G′′(n + 1). Отже, з принципу математичної iндукцiї
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випливає, що для довiльного n ∈ N виконується рiвнiсть G′(n) = G′′(n).

Наступна теорема для читача нова. Вона обґрунтовує iснування i надає конструкцiю
об’єктiв, якi визначатимуться далi в нашому курсi за допомогою рекурсивних означень за
довжиною об’єкта.

Попереджаємо своїх читачiв, що теореми 1.2.3 та 1.2.4 сприймаються на перший погляд
досить важко, проте вони стають абсолютно зрозумiлими, коли їх будемо застосовувати
до поняття пропозицiйних форм.

Теорема 1.2.3 (Рекурсiя за довжиною об’єкта). Нехай M = {Fni
i }i∈I – деяка множина

операцiй Fni
i : Uni → U, ni ∈ N, i ∈ I, на класi U та U0 ⊆ U – пiдклас. Тодi iснує

єдиний найменший (в розумiннi включення ⊆) пiдклас UM класу U, який мiстить U0 i

замкнений вiдносно кожної операцiї Fni
i ∈ M . Бiльш того, UM =

∞⋃
n=0

Un, де для кожного

n = 0, 1, . . .

Un+1 = Un ∪
{
Fni

i (u1, . . . , uni
) : i ∈ I, u1, . . . , uni

∈ Un

}
. (1.5)

Доведення. З (1.5) безпосередньо випливає, що Un ⊆ Un+1 для всiх n, звiдки для кожного
фiксованого m ∈ N iндукцiєю вiдносно n−m доводимо, що

Um ⊆ Un для довiльних m ≤ n. (1.6)

Доведемо, що клас UM має потрiбнi властивостi. Клас UM мiстить U0 за означенням класу
UM . Доведемо замкненiсть UM вiдносно всiх операцiй Fni

i ∈ M . Нехай j ∈ I та u1, . . . , unj
∈

UM . Нехай, для певностi, uk ∈ Umk
для k = 1, . . . , nj. Покладемо m = max{m1, . . . , mnj

}.
З (1.6) дiстаємо, що uk ∈ Um для k = 1, . . . , nj. З (1.5) випливає, що Fnj

j (u1, . . . , unj
) ∈

Um+1, а з огляду на Um+1 ⊆ UM отримуємо Fnj

j (u1, . . . , unj
) ∈ UM . Отже, замкненiсть UM

вiдносно всiх операцiй доведено. Доведемо мiнiмальнiсть класу UM . Нехай пiдклас U′ ⊆ U
теж мiстить U0 та замкнений вiдносно всiх операцiй Fni

i ∈ M . Використовуючи (1.5) за
допомогою принципу математичної iндукцiї доводимо, що Un ⊆ U′ для всiх n = 0, 1, . . .. За
означенням класу UM маємо UM ⊆ U′, що й означає мiнiмальнiсть. Нарештi, мiнiмальний
клас єдиний, згiдно з означеннями мiнiмальностi та рiвностi двох класiв.

Теорема 1.2.4 (Iндукцiя за довжиною об’єкта). Нехай UM – мiнiмальний пiдклас класу
U, що мiстить пiдклас U0 ⊆ U, замкнений вiдносно кожної операцiї Fni

i ⊆ Uni×U, ni ∈ N
з множини операцiй M = {Fni

i }i∈I . Нехай P : UM → P – предикат, причому

(i) |P (x)| = 1 для довiльного x ∈ U0;

(ii) для довiльних i ∈ I, u1, . . . , uni
∈ UM

∣∣∣
(
P (u1) ∧ P (u2) ∧ . . . ∧ P (uni

)
) → P

(
F ni

i (u1, . . . , uni
)
)∣∣∣ = 1.

Тодi |P (x)| = 1 для довiльного x ∈ UM .
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Доведення. Нехай, навпаки, iснує x ∈ UM , для якого |P (x)| = 0. Згiдно з теоремою 1.2.3,

UM =
∞⋃

n=0

Un, де класи Un при n = 1, 2, . . . визначаються рекурсивно формулою (1.5).

Нехай n0 – найменший з номерiв n, для яких iснує x ∈ Un з |P (x)| = 0, а x0 ∈ Un0

– такий елемент, що |P (x0)| = 0. З (i) дiстаємо, що n0 > 0. А отже, згiдно з (1.5) для
n = n0 − 1, враховуючи, що x0 /∈ Un0−1, маємо x0 = Fni

i (u1, . . . , uni
) для деяких i ∈ I та

u1, . . . , uni
∈ Un0−1. З мiнiмальностi n0 отримуємо, що |P (u1)| = 1, . . . , |P (uni

)| = 1, що
суперечить умовi (ii).

1.2.2. Пропозицiйнi операцiї та пропозицiйнi форми. Штучнi мови, що
створюються для потреб логiки називаються формалiзованими мовами. Формалiзована
мова будується наступним чином: задається алфавiт мови, тобто вихiднi символи; кожна
послiдовнiсть вихiдних символiв називається словом; потiм вводиться синтаксис, тобто
набiр правил, що видiляє з усiх слiв формалiзованої мови слова, якi називаються
формулами. Такою формалiзованою мовою є, зокрема, мова логiки висловлень. Будь яка
формалiзована мова будується таким чином, щоб для довiльного слова у цiй мовi чiтко
можна було вiдрiзнити чи є воно формулою чи набором символiв, що не є формулою.

Пропозицiйнi лiтери, символи пропозицiйних операцiй та дужки становлять вихiднi
символи мови алгебри висловлень. Будь-яка послiдовнiсть вихiдних символiв є виразом
мови. З множини всiх виразiв видiляють пропозицiйнi форми, якi в мовi числення
висловлень вiдповiдають словам в природнiй мовi.

Застосуємо наведенi вище вiдомостi про рекурсiю для означення пропозицiйних форм.
Нехай U – клас всiх виразiв у деякому алфавiтi, а F0 – пiдклас класу U всiх пропозицiйних
констант та пропозицiйних змiнних. Пропозицiйними константами називаються довiльнi
конкретнi висловлення A,B, . . . ∈ P , а пропозицiйними змiнними – довiльнi змiннi
P, Q, . . ., значення яких пробiгають клас P всiх висловлень. На класi U визначимо
формально пропозицiйнi зв’язки (операцiї) заперечення, диз’юнкцiї, кон’юнкцiї, iмплiкацiї
та еквiвалентностi за допомогою виразiв ¬x, (x)∨(y), (x)∧(y), (x) → (y), (x) ↔ (y). Дужки
навколо виразiв указують на однозначний порядок виконання операцiї. Символу кожного
логiчного зв’язку вiдповiдає пара дужок, що робить запис досить громiздким. З метою
спрощення встановлюються правила скорочення числа дужок:

• зовнiшнi дужки в записi кiнцевої форми опускаються;

• усiм пропозицiйним зв’язкам приписується певний ранг, який знижується в мiру
перемiщення злiва направо в такому записi символiв операцiй: ¬,∧,∨,→,↔. При
цьому вважається, що зв’язок вищого рангу зв’язує сильнiше, нiж зв’язок нижчого
рангу.

Останнiй по порядку логiчний зв’язок називається головним.

Означення 1.2.5. Клас F всiх пропозицiйних форм визначається як найменший (у
розумiннi включення) пiдклас класу U, який мiстить F0 та замкнений вiдносно всiх
пропозицiйних операцiй. Пропозицiйними формами називаються елементи класу F i
тiльки вони.
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Згiдно з теоремою 1.2.3, F =
∞⋃

n=0

Fn, де

Fn+1 = Fn ∪
{
¬f, f ∨ g, f ∧ g, f → g, f ↔ g : f, g ∈ Fn

}

для кожного n = 0, 1, 2, . . ..
Домовимося нульовий степiнь довiльного непорожнього класу покладати рiвним

множинi, що складається з порожньої множини D0 = {∅} (подiбно до того, як нульовий
степiнь довiльного ненульового числа визначається рiвним одиницi). Таким чином, функцiї
нульової кiлькостi змiнних (зокрема, 0-арнi операцiї) приймають рiвно одне значення, а
тому ототожнюються з константами.

Твердження 1.2.6. Пропозицiйнi форми є операцiями на класi P всiх висловлень.

Доведення iндукцiєю за довжиною пропозицiйної форми. (див. теорему 1.2.4).
(i) Згiдно з домовленiстю, пропозицiйнi константи є 0-арними операцiями.

Пропозицiйна змiнна є тотожною функцiєю однiєї змiнної.
(ii) Нехай пропозицiйна форма ϕ = ϕ(P1, . . . , Pm) є функцiєю змiнних P1, . . . , Pm, а

пропозицiйна форма ψ = ψ(Q1, . . . , Qn) є функцiєю змiнних Q1, . . . , Qn, де m, n ∈ {0, 1, . . .}.
Тодi ϕ∨ψ = ϕ(P1, . . . , Pm)∨ψ(Q1, . . . , Qn) є функцiя змiнних P1, . . . , Pm, Q1, . . . , Qn (змiнних
може бути менше, якщо списки змiнних цих пропозицiйних форм ϕ та ψ перетинаються).
Аналогiчно доводиться, що решта пропозицiйних зв’язок є функцiями багатьох змiнних.

Покажемо на прикладi, як будується таблиця iстинностi, що вiдповiдає данiй
пропозицiйнiй формi.

Приклад 1.2.7. ϕ(P,Q, R) = ¬P → Q ∨R

P Q R ¬P Q ∨R ϕ

0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 1 1

Таблиця iстинностi пропозицiйної форми задає певну функцiю iстинностi. При цьому
не слiд плутати цi два поняття. Форма є "iм’ям"вiдповiдної функцiї iстиностi. Та сама
функцiя iстинностi може зображатись рiзними пропозицiйними формами (рiч може мати
кiлька назв). Проте кожнiй пропозицiйнiй формi алгебри висловлень вiдповiдає єдина
таблиця iстинностi, отже, єдина функцiя iстинностi, подiбно тому, як кожному iменi в
формалiзованiй мовi вiдповiдає тiльки один предмет. Оскiльки iстиннiсть висловлення
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| · | є вiдображенням з P у двоелементну множину {0, 1}, то для довiльної пропозицiйної
форми ϕ композицiя |ϕ| є функцiєю багатьох змiнних на класi P зi значеннями в {0, 1}.

Означення 1.2.8. Функцiєю iстинностi називають довiльну функцiю n змiнних F :

{0, 1}n → {0, 1}, де n може приймати довiльне значення 0, 1, 2, . . ..

Означення 1.2.9. Булевою називають довiльну функцiю, значення якої,як i значення
всiх її аргументiв, належать заданiй двохелементнiй множинi.

Очевидно, що функцiї iстинностi алгебри висловлень є булевими функцiями.
Зокрема, константи 0 i 1 є функцiями iстинностi вiд нульової кiлькостi змiнних.

Зауважимо, що кожна пропозицiйна форма ϕ(P1, . . . , Pn) породжує функцiю iстинностi
F : {0, 1}n → {0, 1} за таким правилом: для довiльних значень змiнних x1, . . . , xn ∈ {0, 1}
нехай P1, . . . , Pn – довiльнi висловлення такi, що |Pi| = xi для всiх i = 1, . . . , n. Тодi
покладемо

Fϕ(x1, . . . , xn) =
∣∣ϕ(P1, . . . , Pn)

∣∣.

Визначена у такий спосiб функцiя iстинностi Fϕ не залежить вiд вибору висловлень
P1, . . . , Pn, згiдно з означенням iстинностi пропозицiйних зв’язок.

Виникає природне питання: чи кожну функцiю iстинностi можна зобразити за
допомогою пропозицiйної форми? Вiдповiдь на це питання дамо трохи згодом.

Серед всiх пропозицiйних форм особливе мiсце займають так званi тавтологiї.

Означення 1.2.10. Пропозицiйна форма ϕ називається тавтологiєю, якщо |ϕ| = 1 для
довiльних значень змiнних, вiд яких залежить пропозицiйна форма ϕ. Iншими словами,
коли її функцiя iстинностi тотожно дорiвнює 1.

Той факт, що пропозицiйна форма ϕ є тавтологiєю, позначають так: |= ϕ.
Тавтологiї ще називають тотожно iстинними формулами, або законами числення

висловлень. Наведемо приклади найважливiших тавтологiй.

1) ¬¬P ↔ P – закон повторного заперечення.

2) P ∨ ¬P – закон виключення третього.

3) ¬(P ∧ ¬P ) – закон виключення суперечностi.

4) (P → Q) ↔ (¬Q → ¬P ) – закон контрапозицiї.

5)
(
P → (Q → R)

)
→

(
(P → Q) → (P → R)

)
– закон самодистрибутивностi

iмплiкацiї.

Згiдно з означеннями, має мiсце таке твердження.

Твердження 1.2.11.

1) Пропозицiйна форма ϕ є тавтологiєю тодi i лише тодi, коли Fϕ ≡ 1.

2) Пропозицiйнi форми ϕ та ψ еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли Fϕ = Fψ.
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Очевидно довести те, що пропозицiйна форма є тавтологiєю можна за допомогою
таблиць iстинностi. Проте часто виявляється зручним, так званий, метод вiдшукання
контрприклада. Продемонструємо нижче, як можна спростити доведення в окремих
випадках на прикладi наступної пропозицiйної форми

f :=
(
P → (Q → R)

) → (
(P → Q) → (P → R)

)

Доведемо, що ПФ f є тавтологiєю вiд супротивного. Нехай, навпаки, f не є тавтологiєю.

Тодi iснують iстинностнi значення змiнних P,Q, R, при яких
∣∣P → (Q → R)

∣∣ = 1 та∣∣(P → Q) → (P → R)
∣∣ = 0. З останньої умови отримуємо |P → Q| = 1 та |P → R| = 0.

Звiдси почергово, починаючи з останньої умови, отримуємо, що |P | = 1, |R| = 0 та |Q| = 1.
Але це суперечить умовi

∣∣P → (Q → R)
∣∣ = 1. Отже, припущення про те, що f не є

тавтологiєю, хибне.
У математицi iз даних, вже встановлених спiввiдношень, виводять новi спiввiдношення.

Аналогiчно в алгебрi висловлень з вiдомих тавтологiй виводять iншi. Важливим способом
утворення нових тавтологiй є пiдстановка в дану пропозицiйну форму.

Теорема 1.2.12. Якщо пропозицiйна форма ϕ(P1, . . . , Pn) є тавтологiєю, то
пропозицiйна форма ϕ∗, утворена з форми ϕ(P1, . . . , Pi, . . . , Pn) пiдстановкою довiльної
форми з класу F замiсть кожного входження пропозицiйної букви Pi в ϕ, є також
тавтологiєю.

Означення 1.2.13. Пропозицiйнi форми ϕ та ψ називаються еквiвалентними
(записується ϕ ≡ ψ), якщо пропозицiйна форма ϕ ↔ ψ є тавтологiєю (тобто їх функцiї
iстинностi тотожно рiвнi).

Пiдкреслимо, що символ ” ≡ ” не є символом операцiї числення висловлень, а означає
певне вiдношення мiж пропозицiйними формами, цей символ належить не предметнiй мовi
логiки висловлень, а метамовi.

Наведемо основнi рiвносильностi алгебри висловлень:

1) P ∧Q ≡ Q ∧ P – комутативнiсть кон’юнкцiї ;

2) (P ∧Q) ∧R ≡ P ∧ (Q ∧R) – асоциативнiсть кон’юнкцiї ;

3) P ∨Q ≡ Q ∨ P – комутативнiсть диз’юнкцiї ;

4) (P ∨Q) ∨R ≡ P ∨ (Q ∨R) – асоциативнiсть диз’юнкцiї ;

5) P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R) – перший дистрибутивний закон;

6) P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R) – перший дистрибутивний закон;

7) ¬(P ∧Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q – правило де Морга́на;

8) ¬(P ∨Q) ≡ ¬P ∧ ¬Q – правило де Морга́на.
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Означення 1.2.14. Пропозицiйна форма ϕ = ϕ(P1, . . . , Pn) називається логiчним
наслiдком пропозицiйних форм ψ1, . . . , ψn (записується ψ1, . . . , ψn |= ϕ), якщо
пропозицiйна форма (ψ1 ∧ . . . ∧ ψn) → ϕ є тавтологiєю.

Цiкаво зазначити, що довiльну «логiчну» операцiю «можна виразити» через
операцiї диз’юнкцiї, кон’юнкцiї та заперечення. Точнiше, довiльна пропозицiйна форма
еквiвалентна певнiй комбiнацiї диз’юнкцiї, кон’юнкцiї та заперечення.

Повернiмось до питання: чи кожну функцiю iстинностi можна зобразити за допомогою
пропозицiйної форми? Наступна теорема дає вiдповiдь, навiть бiльше, демонструє повноту
пропозицiйних зв’язок диз’юнкцiї, кон’юнкцiї i заперечення.

Теорема 1.2.15 (Теорема про повноту). Для довiльної функцiї iстинностi F : {0, 1}n →
{0, 1} iснує пропозицiйна форма ϕ така, що Fϕ = F . Бiльш того, можна вимагати, щоби
ця пропозицiйна форма була побудована за допомогою лише пропозицiйних констант,
пропозицiйних змiнних, диз’юнкцiй, кон’юнкцiй i заперечень.

Доведення. Для пропозицiйної змiнної P та числа ξ ∈ {0, 1} визначимо пропозицiйну
форму

τξ(P ) =

{
P, якщо ξ = 1

¬P, якщо ξ = 0.

Зазначимо, що
|τξ(P )| = 1 тодi i лише тодi, коли |P | = ξ. (1.7)

Зафiксуємо довiльну функцiї iстинностi F : {0, 1}n → {0, 1}. Якщо n = 0, то функцiя
є константою i шукану форму можна буде знайти серед пари висловлень-констант, одне з
яких є хибним, а друге – iстинним. Отже, нехай n ≥ 1. Покладемо

ϕ(P1, . . . , Pn) =
∨

{
(ξ1,...,ξn)∈{0,1}n: F (ξ1,...,ξn)=1

}
n∧

i=1

τξi
(Pi) (1.8)

i доведемо, що Fϕ = F .
Зафiксуємо довiльний набiр (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n i виберемо висловлення A1, . . . , An

так, що |Ai| = xi для всiх i = 1, . . . , n. Тодi умова |ϕ(A1, . . . , An)| = 1, згiдно з (1.8),
рiвносильна наступнiй: ∃(ξ1, . . . , ξn) ∈ {0, 1}n :

(
F (ξ1, . . . , ξn) = 1

)
∧

(
∀i |τξi

(Ai)| = 1
)
,

яка з урахуванням (1.7), в свою чергу, рiвносильна умовi

∃(ξ1, . . . , ξn) ∈ {0, 1}n :
(
F (ξ1, . . . , ξn) = 1

)
∧

(
∀i |Ai| = ξi

)
.

Але оскiльки |Ai| = xi для всiх i = 1, . . . , n, то остання умова рiвносильна тому, що
F (x1, . . . , xn) = 1. А це й означає, що Fϕ = F .

Наслiдок 1.2.16. Довiльна пропозицiйна форма еквiвалентна деякiй композицiї
диз’юнкцiй, кон’юнкцiй i заперечень.

Зауваження 1.2.17. З правил де Морга́на випливає, що теорема 1.2.15 i наслiдок 1.2.16
залишаться iстинними, якщо в формулюваннях забрати або кон’юнкцiї, або диз’юнкцiї.
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1.3

Контрольнi питання та вправи

1.3.1. Контрольнi питання.

1) Що таке висловлення?

2) Дайте означення предиката.

3) Дайте визначення операцiй над висловленнями.

4) Що таке пропозицiйнi зв’язки?

5) Вiд чого залежить iстинiсть скалдених висловлень?

6) Дайте визначення головного зв’язку.

7) Як визначається клас всiх пропозицiйних форм?

8) Що таке функцiя iстиностi?

9) Дайте означення тавтологiї.

10) Коли пропозицiйнi форми є еквiвалентними?

11) Що таке логiчний наслiдок пропозицiйних форм?

1.3.2. Вправи.

1) Вказати якi з даних виразiв є висловленнями, якi є предикатами, а якi не є анi
висловленнями, анi предикатами?

(a) Кожний студент є жiнкою.

(b) 2 ≤ 1.

(c) (Кожний студент є жiнкою) → (2 ≤ 1).

(d) (Число r є рацiональним) ∨ (
r =

√
5
)
.

(e) Для довiльного дiйсного числа x iснує натуральне число n таке, що n ≤ x.

(f) Для довiльного дiйсного числа x.

(g) Iснує натуральне число n таке, що n ≤ x.

(h) 15 олiвцiв.

(i) Властивiсть А випливає з властивостi В.

(j) Кожний пiвень є рибою.

(k) Iснує довiльне число, вiдмiнне вiд нуля.
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(l) Байрон – нiмецький поет.

(m) 5 – просте число.

(n) Що бiльше: 4 чи 3?.

(o) a > 3.

(p) 17 дiлиться нацiло на 4.

(q) Iснує довiльне число, вiдмiнне вiд нуля.

(r) Iснує деяке число, вiдмiнне вiд нуля.

(s) sin x ≤ 1.

(t) Число 100000000 дуже велике.

(u) Цiлих чисел бiльше нiж натуральних.

(v) Загальний член збiжного числового ряду прямує до нуля.

(w) x ≤ y + z.

Визначити якi з наведених вище висловлень iстиннi. Кожний предикат перетворити
в iстинне висловлення за допомогою слiв «довiльний» та «iснує».

2) Визначити iстиннiсть наступних висловлень.

(a) «Чернiвцi розташованi на рiчцi Прут i 2+3=5».

(b) «1 – просте число або 2 – просте число».

(c) «якщо 3 ≤ 2, то бiлi ведмедi живуть у Африцi».

3) З’ясувати iстиннiснi значення висловлень A,B та C, якщо

(a) «A ∧ (2 · 2 = 4)» – iстинне висловлення;

(b) «B ∨ (2 · 2 = 5)» – iстинне висловлення;

(c) «C ∨ (2 · 2 = 5)» – хибне висловлення.

4) Сформулювати у виглядi iмплiкацiй наступнi речення:

(a) Сума величин внутрiшнiх кутiв трикутника дорiвнює 180◦.

(b) Дiагоналi ромба взаємно перпендикулярнi.

(c) В прямокутному трикутнику квадрат довжини гiпотенузи дорiвнює сумi
квадратiв довжин катетiв.

5) Предикат P задається на множинi натуральних чисел за допомогою предикату «х -
просте число». Чому дорiвнюють P (1), P (2), P (6) у таблицi iстинностi?

6) Довести наступнi твердження для довiльних висловлень P та Q.

(a) |¬P | = 1− |P |.
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(b) |P ∨Q| = |P |+ |Q| − |P ||Q|.
(c) |P ∧Q| = |P ||Q|.

7) Записати подiбнi формули (як у вправi вище) для iстинностi iмплiкацiї та
еквiвалентностi. Точнiше, виразити наступнi iстинностi через арифметичнi операцiї
над значеннями |P | та |Q|.

(a) |P → Q| =?

(b) |P ↔ Q| =?

8) Який з наступних виразiв є пропозицiйною формою?

(a) (Кожний студент є жiнкою) → (
P ∧ (2 ≤ 1)

)
.

(b) (Число r є рацiональним) ∨ (
r =

√
5
)
.

(c) P ↔ (
P ∧ (x ≤ 2)

)
.

(d) P ∧ ∧(Q ⇔ R).

(e) ∀x∃y (x ≤ y).

9) У заданих пропозицiйних формах встановити головну операцiю (зв’язок).

(a) (P → ¬Q) ∧R ∨ ¬Q.

(b) ¬P ∨ (P → Q) ↔ Q ∧ (¬P → Q).

10) Довести, що наступнi пропозицiйнi форми є тавтологiями.

(a) ¬¬P ↔ P – закон повторного заперечення.

(b) P ∨ ¬P – закон виключення третього.

(c) ¬(P ∧ ¬P ) – закон виключення суперечностi.

(d) (P → Q) ↔ (¬Q → ¬P ) – закон контрапозицiї.

(e)
(
P → (Q → R)

)
→

(
(P → Q) → (P → R)

)
– закон самодистрибутивностi

iмплiкацiї.

11) Довести, що якщо ϕ та ϕ → ψ – тавтологiї, то ψ – теж тавтологiя.

12) Вказати, якi з наведених нижче пропозицiйних форм A-F є еквiвалентними.

A. (P ∨Q) → (P ∧Q).

B. (P → Q) ∨ (Q → P ).

C. (P → Q) ∧ (Q → P ).

D. (P ∨Q) ∧ (P → Q).

E. P .

F. Q.
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13) Довести такi еквiвалентностi.

(a) P ∧Q ≡ Q ∧ P .

(b) (P ∧Q) ∧R ≡ P ∧ (Q ∧R).

(c) P ∨Q ≡ Q ∨ P .

(d) (P ∨Q) ∨R ≡ P ∨ (Q ∨R).

(e) P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R).

(f) P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R).

(g) ¬(P ∧Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q – правило де Морга́на.

(h) ¬(P ∨Q) ≡ ¬P ∧ ¬Q – правило де Морга́на.

(i) P → Q ≡ ¬P ∨Q.

(j) P ↔ Q ≡ (P → Q) ∧ (Q → P ).

(k) ¬¬P ≡ P .

(l) P ∨ P ≡ P .

(m) P ∧ P ≡ P .

(n) P → Q ≡ ¬Q → ¬P .

14) Визначити, в яких випадках друга пропозицiйна форма є логiчним наслiдком першої.

(a) X ∧ Y, X;

(b) X,X ∧ Y ;

(c) Y, X ∨ Y ;

(d) X ∧ Y, X ∨ Y ;

(e) X ∧ Y, X → Y ;

(f) X → Y, Y → X;

(g) X → Y, X → Y ;

(h) (X → Y ) ∧X, Y ;

(i) (X → Y ) ∧ Y,X.

15) Довести:

(a) P → Q,P |= Q (правило виводу «modus ponens»);

(b) P → Q,¬Q |= ¬P (правило виводу «modus tobbens»).
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