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Вступ

Навчальна дисциплiна призначена для ознайомлення студентiв з основними теоретичними
та практичними аспектами теорiї керування.

Вивчення навчальної дисциплiни "Теорiя керування"дозволить студентам оволодiти знан-
нями основ класичної та сучасної теорiї керування, принципами побудови систем керування;
методами проектування i дослiдження систем керування; методами дослiдження стiйкостi i
якостi неперервних систем.

Вивчення поведiнки i конструювання систем керування є основною задачею теорiї керуван-
ня. При цьому на перший план висувають такi властивостi систем, як стiйкiсть i оптимальнiсть.

При дослiдженнi рiзноманiтних практичних задач керування iстотну роль вiдiграє теорiя
стiйкостi. Пiд стiйкiстю звичайно розумiють властивiсть системи або якогось стану зберiгатись
при малих змiнах початкових станiв, зовнiшнiх впливiв, параметрiв системи i т.д.

Рiзноманiтнi реальнi процеси, що вiдбуваються в навколишньому середовищi, найчастiше
є керованими, тобто протiкають рiзним чином в залежностi вiд конкретного впливу на них
керуючої сторони. При цьому природним є прагнення обрати в деякому розумiннi оптималь-
ний керуючий вплив, тобто найкращий в порiвняннi з усiма iншими можливими варiантами
керування.

Мета i завдання навчальної дисциплiни

Мета навчальної дисциплiни: Дати достатньо повний виклад математичних основ су-
часної теорiї керування на рiвнi iдей, якi базовi для методiв теорiї керування та оптимального
керування системами з неперервним та дискретним аргументами. Отриманi знання, вмiння та
навички - основа сучасного пiдходу до аналiзу, синтезу i розрахунку систем керування за най-
новiшими iдеями i принципами у систематизованому виглядi.

Завдання навчальної дисциплiни: Отриманi знання, вмiння та навички - основа сучасного
пiдходу до аналiзу, синтезу i розрахунку систем керування за найновiшими iдеями i принципами
у систематизованому виглядi.

Знання i досвiд, набутi в цьому курсi, будуть корисними в майбутнiй практичнiй дiяльностi
студентiв при дослiдженнi математичних моделей систем керування.

Дисциплiна формує такi компетентностi за ОП:
ЗК01. Здатнiсть до абстрактного мислення, аналiзу та синтезу;
ЗК02. Здатнiсть застосовувати знання у практичних ситуацiях;
ЗК07. Здатнiсть до пошуку, оброблення та аналiзу iнформацiї з рiзних джерел;
ЗК10. Здатнiсть працювати автономно;
ЗК11. Здатнiсть генерувати новi iдеї (креативнiсть);
ФК1. Здатнiсть використовувати системний аналiз як сучасну мiждисциплiнарну методо-

логiю, що базується на прикладних математичних методах та сучасних iнформацiйних техно-
логiях i орiєнтована на вирiшення задач аналiзу i синтезу технiчних, економiчних, соцiальних,
екологiчних та iнших складних систем.

ФК5. Здатнiсть формулювати задачi оптимiзацiї при проєктуваннi систем управлiння та
прийняття рiшень, а саме: математичнi моделi, критерiї оптимальностi, обмеження, цiлi управ-
лiння; обирати рацiональнi методи та алгоритми розв’язання задач оптимiзацiї та оптимального
керування.

3. Пререквiзити. Вказуються дисциплiни чи сертифiкованi курси, якi здобувач вищої освi-
ти має вивчити до початку або разом iз цiєю дисциплiною, що пiдвищує ефективнiсть засво-
єння курсу. Математичний аналiз, диференцiальнi рiвняння, алгебра i геометрiя, обчислю-
вальнi методи, математичне та комп’ютерне моделювання. Постреквiзити. Диференцiально-
функцiональнi рiвняння.
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4. Результати навчання В результатi вивчення дисциплiни студент повинен ЗНАТИ:
– загальну класифiкацiю систем керування та їх математичних моделей;
– основнi властивостi систем керування: керованiсть, спостережуванiсть, критерiї цих вла-

стивостей;
– задачi про побудову регуляторiв та спостерiгачiв;
– методи оптимального керування.
ВМIТИ:
– застосовувати критерiї для перевiрки властивостей керованостi i спостережуваностi лiнiй-

них систем керування;
– будувати функцiї Гамiльтона i застосовувати принцип максимуму для дослiдження опти-

мальних процесiв;
– розв’язувати задачi оптимального керування методом Беллмана;
– будувати областi стiйкостi для лiнiйних автономних диференцiальних рiвнянь iз двома

запiзненнями;
– розв’язувати матричнi алгебраїчнi рiвняння Ляпунова i Рiккатi, якi виникають у задачах

оптимального керування.
Наведенi результати навчання за вiдповiдною дисциплiною спiввiдносяться iз такими про-

грамними результатами навчання:
ПР1. Знати i вмiти застосовувати на практицi диференцiальне та iнтегральне числення,

ряди та iнтеграл Фур’є, аналiтичну геометрiю, лiнiйну алгебру та векторний аналiз, функцiо-
нальний аналiз та дискретну математику в обсязi, необхiдному для вирiшення типових завдань
системного аналiзу.

ПР7. Знати основи теорiї оптимiзацiї, оптимального керування, теорiї прийняття рiшень,
вмiти застосовувати їх на практицi для розв’язування прикладних задач управлiння i проєкту-
вання складних систем.

1. Критерiй Гурвiца

Нехай маємо характеристичний многочлен

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ...+ an, a0 > 0, (1)

з дiйсними коефiцiєнтами i додатним старшим коефiцiєнтом. Будемо вважати, що коефiцiєнти
ak визначенi при всiх невiд’ємних k, причому ak = 0 при k > n (насправдi нам потрiбнi цi
коефiцiєнти тiльки при k ≤ 2n).

Многочлен (1) називається стiйким, якщо всi його коренi лежать у лiвiй пiвплощинi, тобто
якщо їх дiйснi частини вiд’ємнi.

На основi характеристичного многочлена (1) утворюється матриця Гурвiца за такими пра-
вилами:

1) матриця має n рядкiв та n стовпцiв, у першому рядку розташовуються непарнi коефiцi-
єнти, пiсля чого рядок заповнюють до останньої комiрки нулями;

2) другий рядок мiстить усi парнi коефiцiєнти i також заповнюється нулями до останньої
комiрки;

3) третiй i четвертий рядки отримують зсувом вправо вiдповiдно першого й другого рядкiв
на один елемент, а злiва проставляють нуль;

4) аналогiчно зсувом вправо попереднiх рядкiв на один елемент отримують наступнi рядки;
5) на головнiй дiагоналi матрицi розташовують усi коефiцiєнти, крiм a0.
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Матриця Гурвiца має вигляд
a1 a3 a5 a7 ... a2n−1

a0 a2 a4 a6 ... a2n−2

0 a1 a3 a5 ... a2n−3

0 a0 a2 a4 ... a2n−4

... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... an

 .

Визначниками Гурвiца D1, ..., Dn многочлена f називаються головнi мiнори його матрицi
Гурвiца. Отже,

D1 = a1, D2 =

∣∣∣∣ a1 a3
a0 a2

∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5
a0 a2 a4
0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣ , ...
Зауважимо, що Dn = anDn−1.

Теорема Гурвiца для многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами. Многочлен f з дiйсни-
ми коефiцiєнтами i додатним старшим коефiцiєнтом стiйкий тодi i тiльки тодi, коли всi його
визначники Гурвiца додатнi,тобто D1 > 0, D2 > 0, ... , Dn > 0.

Приклад 1. Дослiдити стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння x′′′ + 6x′′ + 3x′ + 2x = 0.
� Характеристичне рiвняння λ3+6λ2+3λ+2 = 0, коефiцiєнти a0 = 1, a1 = 6, a2 = 3, a3 = 2,

матриця Гурвiца  a1 a3 0
a0 a2 0
0 a1 a3

 =

 6 2 0
1 3 0
0 6 2

 .

Обчислимо її головнi мiнори

∆1 = a1 = 6,∆2 =

∣∣∣∣ 6 2
1 3

∣∣∣∣ = 18− 2 = 16 > 0,∆3 = a3 ·∆2 = 2 · 16 = 32 > 0.

Всi мiнори додатнi, отже, нульовий розв’язок рiвняння асимптотично стiйкий. �
Приклад 2. Дослiдити стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння x′′′ + x′′ + 4x′ + 30x = 0.
� Характеристичне рiвняння λ3 + λ2 + 4λ + 30 = 0, коефiцiєнти a0 = 1, a1 = 1, a2 = 4,

a3 = 30, матриця Гурвiца  a1 a3 0
a0 a2 0
0 a1 a3

 =

 1 30 0
1 4 0
0 1 30

 .

Обчислимо її головнi мiнори

∆1 = a1 = 1,∆2 =

∣∣∣∣ 1 30
1 4

∣∣∣∣ = 4− 30 = −26 < 0.

Маємо ∆2 < 0, тому нульовий розв’язок рiвняння нестiйкий. Характеристичне рiвняння має
корiнь λ = −3, отже, виконується рiвнiсть λ3 + λ2 +4λ+30 = (λ+3)(λ2 − 2λ+10), тому коренi
характеристичного рiвняння λ = 1± 3i. �

Приклад 3. Дослiдити стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння x(4)+2x′′′+4x′′+7x′+3x = 0.
� Характеристичне рiвняння λ4 + 2λ3 + 4λ2 + 7λ+ 3 = 0, коефiцiєнти a0 = 1, a1 = 2, a2 = 4,

a3 = 7, a4 = 3, матриця Гурвiца
a1 a3 0 0
a0 a2 a4 0
0 a1 a3 0
0 a0 a2 a4

 =


2 7 0 0
1 4 3 0
0 2 7 0
0 1 4 3

 .
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Обчислимо її головнi мiнори

∆1 = a1 = 2 > 0,∆2 =

∣∣∣∣ 2 7
1 4

∣∣∣∣ = 8− 7 = 1 > 0,∆3 =

∣∣∣∣∣∣
2 7 0
1 4 3
0 2 7

∣∣∣∣∣∣ =
= 56 + 0 + 0− 0− 49− 12 = −5 < 0.

Маємо ∆3 < 0, тому нульовий розв’язок рiвняння нестiйкий. �

2. Побудова областей стiйкостi лiнiйних автономних диференцiальних рiвнянь iз
багатьма запiзненнями

Дослiдження стiйкостi розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь є важливою прикла-
дною задачею. Необхiдною i достатньою умовою асимптотичної стiйкостi розв’язкiв лiнiйних
автономних систем диференцiальних рiвнянь iз запiзненням є вiд’ємнiсть дiйсних частин всiх
коренiв характеристичного квазiполiнома. Тому для знаходження областi стiйкостi систем з
багатьма запiзненнями можна застосовувати амплiтудно-фазовий метод, метод D-розбиттiв,
метод Меймана i Чеботарьова та iн.

Особливо простим є метод D-розбиттiв, коли простiр коефiцiєнтiв розбивається на областi
гiперплощинами, точкам яких вiдповiдають квазiполiноми, що мають хоча б один нуль на уяв-
нiй осi. Очевидно, що точкам кожної областi такого D-розбиття вiдповiдають квазiполiноми з
однаковим числом нулiв iз додатною дiйсною частиною. Якщо таких областей скiнченне число,
то неважко видiлити серед них область стiйкостi. Але часто iснує нескiнченне число областей
D-розбиття.

Тому доцiльно спочатку за допомогою принципу аргументу знайти обмеження, якi задо-
вольняє область стiйкостi, а потiм уже застосовувати метод D-розбиттiв. Доведемо обмеженiсть
областi стiйкостi i побудуємо областi стiйкостi при рiзних вiдхиленнях аргументу.

Розглянемо рiвняння

dz

dt
= a1z(t− 1) + a2z(t− 2) + ...+ anz(t− n), (1)

де коефiцiєнти ak, 1 ≤ k ≤ n, дiйснi.
Для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (1) був асимптотично стiйким, необхiдно i до-

сить, щоб всi коренi характеристичного рiвняння

λ = a1e
−λ + a2e

−2λ + ...+ ane
−nλ (2)

лежали в лiвiй пiвплощинi Re λ < 0.
Означення. Областю стiйкостi рiвняння (2) називається множина точок (a1, ..., an) ∈

Rn, для яких всi коренi рiвняння (2) задовольняють умову Re λ < 0.
Теорема. Область стiйкостi рiвняння (2) обмежена [1].
Лема. Якщо вектор (a1, a2, ..., an) належить областi стiйкостi рiвняння (2), то c+ a1 +

a2 + ...+ an < 0.
Розглянемо випадок рiвняння iз двома запiзненнями.
Застосуємо метод D− розбиттiв до рiвняння

λ = ae−mλ + be−nλ, (3)

де m та n – взаємно простi натуральнi числа, m < n. Квазiполiном має нульовий корiнь, якщо
a+ b = 0. Ця пряма i є однiєю з лiнiй, що утворюють межу D− розбиття.
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Нехай тепер рiвняння (3) має суто уявний корiнь iy, y ̸= 0:

a(cosmy − i sinmy) + b(cosny − i sinny) = iy.

Вiдокремлюючи дiйсну i уявну частини, одержимо систему

a cosmy + b cosny = 0, a sinmy + b sinny = −y. (4)

Розв’яжемо систему (4), якщо∣∣∣∣ cosmy cosny
sinmy sinny

∣∣∣∣ = sin(n−m)y ̸= 0.

Рiвняння лiнiй D− розбиття в параметричнiй формi матимуть вигляд

a =
y cosny

sin(n−m)y
, b = − y cosmy

sin(n−m)y
.

Цi лiнiї розбивають площину параметрiв (a, b) на нескiнченне число областей, всерединi
кожної з яких рiвняння (3) має однакове число коренiв з додатною дiйсною частиною.

Система (4) може бути сумiсною також у випадку, коли її головний визначник sin(n−m)y =
0. Це можливо при y ̸= 0 тодi i тiльки тодi, коли cosmy = cosny = 0 або my = π/2 + kπ,
ny = π/2 + lπ, k ∈ Z, l ∈ Z. Такi рiвностi виконуються тiльки у випадку, коли m та n непарнi.
Якщо ж m та n непарнi, то досить взяти k = (m − 1)/2, l = (n − 1)/2, y = π/2 i система
(4) визначатиме пряму лiнiю a sinmπ/2 + b sinnπ/2 = −π/2. Крiм цiєї прямої iснуватиме ще
злiченне число однаково вiддалених взаємно паралельних прямих, якi є лiнiями D− розбиття.
У цьому випадку лiнiями D− розбиття будуть прямi, кут нахилу яких рiвний π/4 або −π/4.
При непарних m та n вiдбувається бiфуркацiя появи нових лiнiй D− розбиття.

У випадку, коли m = 1, n – непарне натуральне число (n > 1), область стiйкостi обмежена
n+ 3

2
дугами лiнiй, серед яких двi дуги будуть вiдрiзками прямих. Iншi дуги одержуються iз

параметричного зображення

a =
y cosny

sin(n− 1)y
, b = − y cos y

sin(n− 1)y

при 0 < y <
2π

3
.

Як приклад знайдемо область стiйкостi рiвняння

λ = ae−λ + be−3λ.

Щоб знайти оцiнки для коефiцiєнтiв a та b, використаємо методику доведення теореми 1.
Застосуємо принцип аргументу до прямокутника на рис. 1.

Спочатку припустимо, що α = 0. Тодi при ||a| − |b|| ≥ π маємо |ae−iy + be−3iy| ≥ π ≥ |iy|,
тому змiна аргументу функцiї P (λ) = λ − ae−λ − be−3λ при русi вздовж контура ABCD буде
додатною. Отже, функцiя P (λ) буде мати нуль у прямокутнику ABCD.

Застосовуючи цю ж методику до прямокутника ABCD при α = 1, одержимо, що функцiя
P (λ) буде мати нуль у цьому прямокутнику при ||a|e−1 − |b|e−3| ≥

√
π2 + 1.

Iз наших мiркувань випливає, що для точок (a, b) iз областi стiйкостi правильнi нерiвностi

||a| − |b|| ≤ π, ||a|e−1 − |b|e−3| ≤
√
π2 + 1. (5)
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Згiдно з лемою 3 область стiйкостi повинна задовольняти ще одну нерiвнiсть

a+ b < 0. (6)

Нерiвностi (5) i (6) визначають на площинi параметрiв a та b деякий обмежений многокутник.
Для знаходження областi стiйкостi застосуємо тепер метод D− розбиттiв. Пряма a + b = 0

є однiєю з лiнiй, що утворюють межу D− розбиття.
Якщо квазiполiном має суто уявний корiнь iy, то рiвняння меж D− розбиття в параметри-

чнiй формi матимуть вигляд

a =
y(4 cos2 y − 3)

2 sin y
, b = − y

2 sin y
. (7)

Побудуємо лiнiї, що вiдповiдають випадку cos y = cos 3y = 0. Цi рiвняння мають сумiснi
коренi y = π/2 + kπ, k ∈ Z. Тому лiнiями D−розбиття будуть прямi a− b = (−1)k+1(π/2 + kπ).

Вiдзначимо, що лiнiї D−розбиття досить нанести в многокутнику, що обмежує область стiй-
костi. Неважко переконатися, що зв’язна область, обмежена вiдрiзками прямих

b = −a, −π

4
≤ a ≤ 1

2
; b = a+

π

2
, −3

π

4
≤ a ≤ −π

4

та дугою лiнiї (7) при 0 ≤ y ≤ π

2
є областю стiйкостi. Область стiйкостi рiвняння (3), у якому

m = 1, а n = 3, n = 4, n = 5, вiдповiдно, – це заштрихована частина площини, зображена на
рис. 1, 2, 3.

Рис. 1
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Рис. 2

Рис. 3

Завдання до лабораторної роботи № 1

Побудувати в MS Excel область стiйкостi для характеристичного рiвняння (3) iз двома па-
раметрами m та n. Нижче вказано варiанти вибору m та n.

1) m = 1, n = 2. 2) m = 1, n = 3. 3) m = 2, n = 3. 4) m = 1, n = 4.
5) m = 3, n = 4. 6) m = 1, n = 5. 7) m = 2, n = 5. 8) m = 3, n = 5.
9) m = 4, n = 5. 10) m = 1, n = 6. 11) m = 2, n = 6.
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12) m = 3, n = 6. 13) m = 4, n = 6. 14) m = 5, n = 6.
15) m = 1, n = 7. 16) m = 2, n = 7. 17) m = 3, n = 7.
18) m = 4, n = 7. 19) m = 5, n = 7. 20) m = 6, n = 7.
21) m = 1, n = 8. 22) m = 2, n = 8. 23) m = 3, n = 8.
24) m = 5, n = 8. 25) m = 4, n = 8. 26) m = 6, n = 8.
27) m = 7, n = 8. 28) m = 1, 5; n = 2. 29) m = 1, 4; n = 2, 5.
30) m = 1, 4; n = 3. 31) m = 1, 4; n = 5. 32) m = 1, 4; n = 4, 6.
33) m = 1, 5; n = 5. 34) m = 1, 5; n = 6. 35) m = 1, 5; n = 7.
36) m = 2; n = 5. 37) m = 2; n = 6, 2. 38) m = 2; n = 6, 5.
39) m = 2, 2; n = 5. 40) m = 2; n = 5, 5.

Контрольнi запитання до лабораторної роботи № 1

1. Що таке критерiй Гурвiца i для чого вiн використовується?
2. Якi умови необхiднi для застосування критерiю Гурвiца до характеристичного полiнома?
3. Як побудувати матрицю Гурвiца для полiнома четвертого степеня?
4. Що таке область стiйкостi для диференцiального рiвняння iз запiзненням?
5. Якi методи використовуються для визначення меж областi стiйкостi?
6. Як запiзнення впливає на стiйкiсть лiнiйної системи?
7. Опишiть загальний пiдхiд до побудови областi стiйкостi у просторi параметрiв запiзнення.
8. Яким чином можна перевiрити змiну стiйкостi системи при змiнi одного з параметрiв

запiзнення?
9. Що таке керованiсть динамiчної системи?
10. Яка рiзниця мiж керованiстю та спостережнiстю?
11. Що означає повна керованiсть системи?
12. У чому полягає суть критерiю Калмана для перевiрки керованостi лiнiйної стацiонарної

системи?
13. Дослiдити керованiсть системи.
14. Дослiдити спостережуванiсть системи.

3. Керованiсть лiнiйних систем

3.1. Керованiсть лiнiйних стацiонарних систем

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь [2 – 11]

dx

dt
= Ax(t) + Bu(t), t ≥ t0, x ∈ Rn, u ∈ Rm, (1)

де вектор x(t) визначає стан системи, вектор u(t) = (u1(t), ..., um(t))
T складається з керуючих

сил або керувань ui(t), A, B – сталi матрицi, що мають вiдповiдно розмiри n × n та n × m.
Обмежень на керування не накладається.

Означення. Система (1) називається керованою на вiдрiзку [t0, t1], якщо для довiльних
векторiв x0 ∈ Rn, x1 ∈ Rn знайдеться таке керування u(t), при якому iснує розв’язок системи
(1), що задовольняє умови x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Iншими словами, керовану систему iз довiльного початкового стану x0 можна перевести в в
момент часу t0 можна перевести в стан x1 в момент часу t1 при вiдповiдному виборi керування.
Умови керованостi системи (1) залежать вiд рангу матрицi керованостi, яка має вигляд

K = (B,AB, ..., An−1B). (2)

Теорема 1. Для керованостi системи (1) необхiдно i досить, щоб ранг матрицi керованостi
K був був рiвний n (розмiрностi вектора x) [9].
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3.2. Керованiсть лiнiйних нестацiонарних систем

Наведемо достатнi умови керованостi лiнiйних нестацiонарних систем

dx

dt
= A(t)x(t) +B(t)u(t), x ∈ Rn, u ∈ Rm. (3)

Означення керованостi аналогiчне означенню для стацiонарних систем.
Припускається, що матрицi A(t) i B(t) неперервно диференцiйовнi до порядку n−1 включно

в околi деякої точки τ ∈ [t0, t1]. Нехай матрицi Ki(t) визначаються такими спiввiдношеннями

K1(t) = B(t), Ki(t) = A(t)Ki−1(t)−
dKi−1

dt
, 2 ≤ i ≤ n.

Теорема 2. Якщо iснує така точка τ ∈ [t0, t1], в котрiй ранг матрицi

K = (K1, K2, ..., Kn)

рiвний n, то система (3) керована на iнтервалi [t0, t1].

3.3. Оптимальне керування лiнiйними системами з квадратичним функцiоналом

Розглянемо нестацiонарну лiнiйну систему [9]

dx

dt
= A(t)x(t) +B(t)u(t), (4)

t ∈ [t0, T ], x ∈ Rn, u ∈ Rm, A(t) – n × n матриця, B(t) – n × m матриця, x(t0) = x0. Моменти
часу t0 i T а також початковий стан x0 заданi.

Керування u(t) повинно бути вибрано так, щоб мiнiмiзувати квадратичний функцiонал

J(u) = x′(T )N1x(T ) +

T∫
t0

(x′(t)N2(t)x(t) + u′(t)N3(t)u(t))dt. (5)

Через N1 i N2(t) позначенi невiд’ємно визначенi n × n матрицi, тобто симетричнi матрицi, що
задовольняють умову a′N1a ≥ 0, a′N2(t)a ≥ 0 для кожного a ∈ Rn. Матриця N3(t) – додатно
визначена m×m-матриця, тобто симетрична матриця, що задовольняє умову b′N3(t)b > 0 для
кожного b ∈ Rm, b ̸= 0. Припускається, що матрицi A(t), B(t), N2(t), N3(t) мають кусково
неперервнi елементи.

За допомогою принципу максимуму Понтрягiна можна показати, що оптимальне керування
для задачi (4)-(5) матиме вигляд

u0(t) = −N−1
3 (t)B′(t)P (t)x(t), (6)

де P (t) – розв’язок матричного диференцiального рiвняння Рiккатi

dP

dt
+ A′(t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)B(t)N−1

3 (t)B′(t)P (t) +N2(t) = 0 (7)

з граничною умовою P (T ) = N1.
Диференцiальне рiвняння, що визначає закон руху системи (4) згiдно з (6) буде таким:

dx

dt
= [A(t)−B(t)N−1

3 (t)B′(t)P (t)]x(t), (8)
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початкова умова x(t0) = x0.
При цьому мiнiмальне значення критерiю якостi (5), що вiдповiдає керуванню (6), визнача-

ється спiввiдношенням
min
u

J(u) = J(u0) = x′
0P (t0)x0.

Розв’язком рiвняння Рiккатi (7) є невiд’ємно визначена симетрична матриця P (t), тобто матри-
ця, що задовольняє умови P ′(t) = P (t), a′P (t)a ≥ 0 для кожного a ∈ Rn.

Щоб знайти розв’язок задачi (4)-(5), треба спочатку розв’язати в оберненому часi рiвняння
(7), запам’ятати значення матрицi P (t) у вузлах сiтки, а потiм розв’язати рiвняння (8) вперед.

3.4. Регулювання стану системи. Оптимальна стабiлiзацiя керованого руху

Нехай рiвняння руху системи має вигляд

dx

dt
= Ax+Bu. (9)

Розглянемо граничний випадок, коли кiнець iнтервалу T → ∞. При цьому функцiонал, котрий
треба мiнiмiзувати, буде мати вигляд

J∞ = lim
T→∞

T∫
0

(x′(t)N2x(t) + u′(t)N3u(t))dt,

де N2 та N3 – додатно визначенi симетричнi матрицi.
Припустимо, що система (9) цiлком керована, тобто

rank(B,AB, ..., An−1B) = n. (10)

Рiвняння Рiккатi (7) тепер набуде вигляду

dP

dt
= −A′P − PA+ PBN−1

3 B′P −N2,

гранична умова P (T ) = 0.
Розв’язок рiвняння Рiккатi, що задовольняє граничну умову P (T ) = 0, позначимо через

P (t, 0, T ). Як випливає iз результатiв американського математика Калмана, для стацiонарних
цiлком керованих систем цей розв’язок має при T → ∞ границю

lim
T→∞

P (t, 0, T ) = P ,

де P – стала симетрична додатно визначена матриця, що є розв’язком матричного алгебраїчного
рiвняння Рiккатi

A′P + PA− PBN−1
3 B′P +N2 = 0. (11)

Аналогiчно формулi (6) оптимальне керування має вигляд

u(t) = −N−1
3 B′Px. (12)

Диференцiальнi рiвняння руху оптимальної системи будуть такими:

dx

dt
= [A−BN−1

3 B′P ]x,
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причому оптимальна система асимптотично стiйка, тобто

lim
t→∞

x(t) = 0.

Оптимальне значення функцiонала

J∞(x, t) =

∞∫
t

(x′(τ)N2x(τ) + u′(τ)N3u(τ))dτ

буде таким:
J∗
∞(x, t) = x′(t)Px(t).

Отже, ми одержали розв’язок задачi оптимальної стабiлiзацiї: знайти таке керування u(t), що
забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового розв’язку системи (9) i доставляє мiнiмум фун-
кцiоналу J∗

∞(x, t0).
При виконаннi умови (10) оптимальне стабiлiзуюче керування можна вибрати у виглядi (12),

де матриця P є розв’язком матричного алгебраїчного рiвняння (11).
Аналогiчно можна знайти розв’язок задачi оптимальної стабiлiзацiї для неавтономних си-

стем, коли матрицi A, B, N2, N3 залежать вiд часу. В цьому випадку оптимальне керування
буде мати вигляд (12), а матриця P буде розв’язком матричного диференцiального рiвняння
Рiккатi.

4. Метод динамiчного програмування

4.1. Принцип оптимальностi Беллмана

Розглянемо керовану систему, що описується такою системою диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f(x, u, t), (1)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm,

f(x, u, t) =

 f1(x, u, t)
...

fn(x, u, t)

 .

Нехай на вектор керувань накладено деякi обмеження u ∈ Ω, де Ω – деяка область в просторi
Rm, Ω ⊂ Rm (обмеження характеризують обмеженiсть ресурсiв).

Метою керування є мiнiмiзацiя функцiонала

Q =

T∫
0

G(x(t), u(t), t)dt → min
u∈Ω

,

де G – деяка обмежена неперервна функцiя змiнних x, u, t, T – задана фiксована величина.
Метод динамiчного програмування грунтується на сформульованому Р. Беллманом прин-

ципi оптимальностi. Цей принцип справджується для систем, наступний рух яких повнiстю
визначається станом цiєї системи в даний момент часу. До таких систем вiдносяться, напри-
клад, системи, що описуються диференцiальними рiвняннями (1), дискретнi системи та iншi.

Принцип оптимальностi. Оптимальна поведiнка має ту властивiсть, що якi б не були по-
чатковий стан i розв’язок в початковий момент, наступнi розв’язки повиннi утворювати опти-
мальну поведiнку вiдносно стану, що одержується в результатi першого розв’язку.
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Розглянемо оптимальну траєкторiю системи (1), що проходить через задану точку x(0).
Значення x(T ) невiдоме. Точка x(t1) розбиває розглядувану траєкторiю на двi дiлянки 1 i 2.
Дiлянцi 2 вiдповiдає функцiонал

Q2 =

T∫
t1

G(x(t), u(t), t)dt. (2)

Принцип оптимальностi стверджує, що дiлянка 2 оптимальної траєкторiї 1-2 сама по собi є
оптимальною траєкторiєю системи (1), що виходить з точки x(t1) i дає мiнiмум функцiоналу
(2).

4.2. Застосування динамiчного програмування до системи диференцiальних
рiвнянь (1)

Розглянемо систему (1) з фiксованим моментом часу T i вiльним кiнцем траєкторiї x(T ).
Задано початковий стан системи

x(t)|t=0 = x(0).

Треба знайти керування u = u(t), що задовольняє обмеження u ∈ Ω i доставляє мiнiмум фун-
кцiоналу

Q =

T∫
0

G(x(t), u(t), t)dt → min
u∈Ω

.

Нехай знайдена оптимальна траєкторiя системи (1), що проходить через точку x(0). Мi-
нiмальне значення функцiонала Q, що вiдповiдає оптимальнiй траєкторiї, позначимо через
S(x(0), 0).

Стан системи в момент часу t буде x(t). Стан системи в момент часу t′ = t+∆t позначимо
так:

x(t+∆t) = x(t′) = x′.

Згiдно з приципом оптимальностi дiлянка оптимальнiй траєкторiї вiд точки x(t) до точки x(T )
сама по собi є оптимальною траєкторiєю, що доставляє мiнiмум функцiоналу

Qt =

T∫
t

G(x, u, s)ds.

Це мiнiмальне значення функцiонала Qt позначимо через S(x(t), t) = S(x, t),

S(x, t) = min
u(s)∈Ω

T∫
t

G(x(s), u(s), s)ds. (3)

Iнтеграл у правiй частинi формули (3) запишемо у виглядi
T∫
t

... =

t′∫
t

...+

T∫
t′

..., тодi (3) набуде

вигляду

S(x, t) = min
u(τ)∈Ω,t≤τ≤t′

 t′∫
t

G(x(τ), u(τ), τ)dτ + min
u(s)∈Ω,t′≤s≤T

T∫
t′

G(x(s), u(s), s)ds

 =
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= min
u(τ)∈Ω,t≤τ≤t′

 t′∫
t

G(x(τ), u(τ), τ)dτ + S(x′, t′)

 . (4)

Згiдно з (1)

x′ = x(t+∆t) = x(t) +
dx

dt
∆t+ o(∆t) = x(t) + f(x(t), u(t), t)∆t+ o(∆t).

Прирпустимо, що функцiя S неперервна i має неперервнi частиннi похiднi за всiма своїми ар-
гументами. Тодi

S(x′, t′) = S(x(t) + f(x(t), u(t), t)∆t+ o(∆t), t+∆t) = S(x, t)+

+
n∑

i=1

∂S(x, t)

∂xi

fi(x, u, t)∆t+
∂S(x, t)

∂t
∆t+ o(∆t) =

= S(x, t)+ < gradS(x, t), f(x, u, t) > ∆t+
∂S(x, t)

∂t
∆t+ o(∆t),

де gradS(x, t) =

(
∂S(x, t)

∂x1

, ...,
∂S(x, t)

∂xn

)T

, < ., . > – скалярний добуток. Пiдставивши останнiй

вираз в (4), одержимо

S(x, t) = min
u(τ)∈Ω,t≤τ≤t′

[ t′∫
t

G(x(τ), u(τ), τ)dτ + S(x, t)+

+ < gradS(x, t), f(x, u, t) > ∆t+
∂S(x, t)

∂t
∆t+ o(∆t)

]
. (5)

Функцiя S(x, t) не залежить вiд u. Тому доданки S(x, t) та
∂S(x, t)

∂t
∆t можна винести за знак

min i переписати (5) так

−∂S(x, t)

∂t
= min

u(τ)∈Ω,t≤τ≤t′

[
1

∆t

t′∫
t

G(x(τ), u(τ), τ)dτ+

+ < gradS(x, t), f(x, u, t) > +
o(∆t)

∆t

]
.

Перейдемо до границi при ∆t → 0. Тодi

−∂S(x, t)

∂t
= min

u∈Ω
[G(x, u, t)+ < gradS(x, t), f(x, u, t) >] . (6)

Рiвняння (6) називається рiвнянням Беллмана. Оскiльки в результатi мiнiмiзацiї вiдносно u ви-
разу в квадратних дужках права частина рiвняння (6) не буде мiстити u, то (6) буде нелiнiйним
рiвнянням першого порядку з частинними похiдними типу рiвнянь Гамiльтона-Якобi.

Отже, рiвняння Беллмана за умов гладкостi S(x, t) дає необхiднi умови оптимальностi.
Гранична умова для рiвняння (6) буде такою: S(x, T ) = 0.
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Зауваження. Розглянемо систему (1) з критерiєм

J(u) = φ(x(T )) +

T∫
t0

G(x(t), u(t), t)dt → min
u∈Ω

.

Тодi можна одержати таке ж рiвняння Беллмана (6) з граничною умовою S(x, T ) = φ(x).

4.3. Лiнiйно-квадратична задача

Застосуємо метод динамiчного програмування до лiнiйної системи

dx(t)

dt
= A(t)x(t) +B(t)u(t), x ∈ Rn, u ∈ Rm, x(t0) = x0, (7)

з квадратичним критерiєм

J(u) = x′(T )N1x(T ) +

T∫
t0

(x′(s)N2(s)x(s) + u′(s)N3(s)u(s))ds, (8)

де матрицi N1 i N2(s) симетричнi i невiд’ємно визначенi, а матриця N3(s) симетрична i додатно
визначена.

Для задачi (7), (8) запишемо рiвняння Беллмана (6):

−∂S(x, t)

∂t
= min

u∈Ω
[x′N2x+ u′N3u+ < gradS(x, t), (Ax+Bu) >] (9)

з граничною умовою S(x, T ) = x′N1x. Щоб знайти min
u∈Ω

в квадратних дужках, продиференцiю-
ємо цей вираз вiдносно u i прирiвняємо похiдну до нуля. Тодi

B′gradS + 2N3(t) = 0, u = −1

2
N−1

3 (t)B′gradS. (10)

Пiдставляючи (10) в (9), одержимо

−∂S(x, t)

∂t
= x′N2x+ (gradS)′Ax− 1

4
(gradS)′BN−1

3 B′gradS. (11)

Будемо шукати розв’язок рiвняння (11) у виглядi S(x, t) = x′P (t)x, тодi gradS = 2Px i для P (t)
одержимо рiвняння

dP (t)

dt
+N2 + A′P + PA− PBN−1

3 B′P = 0, t0 ≤ t ≤ T,

з умовою P (T ) = N1.
Отже, u(t, x) = −N−1

3 (t)B′P (t)x, а мiнiмальне значення критерiю якостi J(u0) = x′
0P (t0)x0 =

S(x0, t0).
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5. Фiльтри Калмана-Б’юсi

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= A(t)x(t) + B(t)W (t). (1)

Тут x – n-вимiрний вектор стану системи, A(t) – n× n-матриця, W (t) – r-вимiрний векторний
випадковий процес, B(t) – n× r-матриця.

За допомогою спостережень визначається m-вимiрний вектор z

z(t) = C(t)x(t) + V (t),

де C(t) – m× n-матриця, а V (t) – m-вимiрний векторний випадковий процес.
Випадковi процеси W (t) i V (t) є гауссовими випадковими процесами типу бiлого шуму з

нульовими середнiми значеннями M [W (t)] = 0, M [V (t)] = 0. Їх кореляцiйнi матрицi мають
вигляд

cov[W (t),W (τ)] = M [W (t)W ′(τ)] = Q(t)δ(t− τ), cov[V (t), V (τ)] =

= M [V (t)V ′(τ)] = R(t)δ(t− τ), cov[W (t), V (τ)] = M [W (t)V ′(τ)] = 0,

де δ(t) – дельта-функцiя Дiрака, Q(t) – симетрична додатно визначена r × r-матриця, R(t) –
симетрична додатно визначена m×m-матриця.

Ми припускаємо, що x(t0) – n-вимiрний гауссовий випадковий вектор з нульовим середнiм
значенням M [x(t0)] = 0 i кореляцiйною матрицею

M [x(t0)x
′(t0)] = Σ0, (2)

причому невiд’ємно визначена матриця Σ0 вiдома. Крiм того, припускається, що W (t), V (t) i
x(t0) незалежнi.

Оскiльки M [W (t)] = 0 i M [x(t0)] = 0, то M [x(t)] = 0 для всiх t.
Будемо шукати фiльтр, що описується диференцiальним рiвнянням

dx(t)

dt
= F (t)x(t) +G(t)z(t), x(t0) = 0, (3)

де x(t) – оцiнка стану системи x(t). Рiзницю e(t) = x(t)−x(t) будемо називати похибкою фiльтра.
Параметри фiльтра (3), тобто функцiї F (t) i G(t) треба вибрати так, щоб доставити мiнiмум
функцiоналу J(t) = M [e′(t)e(t)].

Через Σ(t) позначимо кореляцiйну матрицю похибки фiльтра Σ(t) = M [e(t)e′(t)]. Оскiльки
x(t0) = 0, то Σ(t0) = M [x(t0)x

′(t0)] = Σ0. Матриця Σ(t) розмiрностi n× n задовольняє рiвняння

dΣ

dt
= A(t)Σ + ΣA′(t)− ΣC ′(t)R−1(t)C(t)Σ +B(t)Q(t)B′(t) (4)

з початковою умовою Σ(t0) = Σ0.
Рiвняння (4) є матричним диференцiальним рiвнянням Рiккатi.
Диференцiальне рiвняння оптимального фiльтра можна записати у виглядi

dx(t)

dt
= [A(t)− ΣC ′(t)R−1(t)C(t)]x(t) + ΣC ′(t)R−1(t)z(t), (5)

x(t0) = 0.
Для стацiонарних систем справджується наступна теорема.
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Теорема. Нехай A, B, C, Q i R – сталi матрицi, причому матрицi Q i R додатно визначе-
нi. Припустимо, що стацiонарна система (1) цiлком керована i цiлком спостережувана, тобто
виконуються умови

rank(B,AB, ..., An−1B) = n, rank(C ′, A′C ′, ..., (A′)n−1C ′) = n.

Тодi
1. Розв’язок Σ(t, 0, t0) рiвняння Рiккатi

dΣ

dt
= AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ + BQB′ (6)

має при t0 → −∞ границю lim
t0→−∞

Σ(t, 0, t0) = Σ, котра iснує для всiх t, причому Σ є стала
симетрична матриця, що є розв’язком матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0. (7)

2. Кожний розв’язок Σ(t,Σ0, t0) рiвняння (6), що задовольняє початкову умову Σ(t0) = Σ0,
де матриця Σ0 невiд’ємно визначена, прямує рiвномiрно до Σ при t → ∞.

6. Методи розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Ляпунова

6.1. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Ляпунова шляхом зведення
до векторної системи алгебраїчних рiвнянь

Будемо розв’язувати рiвняння
F ′X +XF = −Q, (1)

де F , Q – заданi матрицi, матриця Q = (qij) симетрична i додатно визначена, X = (xij), X = X ′

– шукана матриця, шляхом зведення матричного рiвняння Ляпунова до векторної системи
алгебраїчних рiвнянь. Будемо використовувати кронекеровий добуток матриць. Кронекеровий
добуток n× n матриць A = (aij) i B = (bij) – це матриця розмiрностi n2 × n2, що позначається
символом A

⊗
B i має вигляд

A
⊗

B =


a11B a12B ... a1nB
a21B a22B ... a2nB
... ... ... ...

an1B an2B ... annB

 .

Нехай зберiгається порядок обходу матриць по рядках. Позначимо

X = (x11, x12, ..., x1n, ..., xn1, xn2, ..., xnn)
′,

Q = (q11, q12, ..., q1n, ..., qn1, qn2, ..., qnn)
′,

тодi одержимо систему
W ·X = −Q,

де W = F ′
⊗

E + E
⊗

F ′. Недолiк методу – потрiбно багато пам’ятi.
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6.2. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Ляпунова методом
матричної сигнум-функцiї

Якщо власнi значення матрицi A не лежать на уявнiй осi, то можна визначити послiдовнiсть

Xk+1 =
1

2
(Xk +X−1

k ), X0 = A, k = 0, 1, 2, ...

Послiдовнiсть Xk збiгається, а її границя називається сигнум-функцiєю вiд матрицi A i по-
значається sgnA. Якщо матриця A стiйка, тобто всi її власнi значення мають вiд’ємнi дiйснi
частини, то sgnA = −E.

Нехай треба розв’язати рiвняння Ляпунова

A′P + PA = C, (2)

де всi власнi значення матрицi A мають вiд’ємнi дiйснi частини.
Домноживши рiвняння (2) злiва на (A′)−1, а справа на A−1, одержимо

PA−1 + (A′)−1P = (A′)−1CA−1.

Звiдси i iз (2) випливає

1

2
(A′ + (A′)−1)P +

1

2
P (A+ A−1) =

1

2
(C + (A′)−1CA−1).

Одержимо такий метод розв’язування рiвняння (2). Пiдставимо A0 = A i побудуємо

Ak+1 =
1

2
(Ak + A−1

k ), Ck+1 =
1

2
(Ck + (A′

k)
−1CkA

−1
k ), k = 0, 1, 2, ...

Тодi
A′

k+1P + PAk+1 = Ck+1. (3)

Оскiльки lim
k→∞

Ak = −E, то лiва частина рiвняння (3) прямує до −2P , тому

P = −1

2
lim
k→∞

Ck.

Збiжнiсть цього методу залежить вiд близькостi спектру матрицi A до уявної осi. Чим ближче
спектр до уявної осi, тим повiльнiша збiжнiсть.

7. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi методом матричної
сигнум-функцiї

Для розв’язування рiвняння

A′P + PA− PBN−1
3 B′P +N2 = 0 (1)

розглянемо матрицю

Z =

(
A −BN−1

3 B′

−N2 −A′

)
.
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Матриця Z розмiрностi 2n є гамiльтоновою. Тому вона має n власних значень λ в лiвiй
пiвплощинi, їм вiдповiдає iнварiантний пiдпростiр L−, а також n власних значень λ в правiй
пiвплощинi – їм вiдповiдає L+. Справджується рiвнiсть

(sgnZ)x =

{
x, x ∈ L+,
−x, x ∈ L−.

Нехай d(λ) = det(λE−Z) – характеристичний многочлен матрицi Z. Факторизуємо цей много-
член, тобто подамо його у виглядi добутку полiномiв d(λ) = φ−(λ)φ+(λ) так, що нулi полiнома
φ−(λ) лежать в лiвiй пiвплощинi, а φ+(λ) – в правiй. Тодi шуканий розв’язок рiвняння (1)
визначається спiввiдношенням Басса

φ−(Z)

[
E
P

]
= 0. (2)

Матриця sgnZ має тi ж власнi вектори, що й матриця Z, а власнi значення sgnZ рiвнi ±1.
Характеристичний полiном матрицi sgnZ має вигляд

det(λE − sgnZ) = (λ+ 1)n(λ− 1)n.

Iз спiввiдношенням Басса (2) одержимо

(E + sgnZ)n
[
E
P

]
= 0,

або
(E + sgnZ)

[
E
P

]
= 0.

Звiдси знаходимо
WP = −M, (3)

де

W =

[
Z12

Z22 + E

]
, M =

[
Z11 + E
Z21

]
, sgnZ =

[
Z11 Z12

Z21 Z22

]
.

Розв’язок рiвняння (3) має вигляд
P = −W+M, (4)

де W+ – псевдообернена матриця до матрицi W .
Отже, алгоритм розв’язування рiвняння Рiккатi (1) зводиться до виконання таких крокiв.
1. Утворюємо матрицю Z i наближено знаходимо sgnZ ≈ Xn, за формулою

Xn+1 =
1

2
(Xn +X−1

n ), X0 = Z, n = 0, 1, 2, ...

Обчислення зупиняємо, якщо ∥ Xn −Xn−1 ∥< ε.
2. Видiляємо блоки матрицi sgnZ i знаходимо матрицi W i M . За формулою (4) знаходимо

розв’язок P рiвняння Рiккатi. Для знаходження W+ можна скористатися формулою

W+ = (W ′W )−1W ′.

21



8. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi для неперервного
випадку методом Ньютона-Рафсона

Розглянемо лiнiйну стацiонарну систему на безмежному iнтервалi, що має вигляд

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bu(t), x ∈ Rn, u ∈ Rm, x(0) = x0, (1)

з критерiєм якостi

J(u) =

∞∫
0

(x′(s)N2x(s) + u′(s)N3u(s))ds, (2)

де A, B – матрицi розмiрностей n × n та n × m вiдповiдно, N2 i N3 – симетричнi i додатно
визначенi матрицi вiдповiдних розмiрностей. Оптимальне стабiлiзуюче керування для задачi
(7), (8) при якому система (7) є асимптотично стiйкою, визначається формулою

u(t) = −N−1
3 B′Px(t) = −Kx(t). (3)

Симетрична i невiд’ємно визначена матриця P у формулi (3) задовольняє матричне алгебраїчне
рiвняння Рiккатi

A′P + PA− PBN−1
3 B′P +N2 = 0. (4)

Розглянемо один iз алгоритмiв розв’язування рiвняння (4) - метод зведення до послiдовностi
рiвнянь Ляпунова. Цей пiдхiд є одним iз методiв Ньютона розв’язування нелiнiйних рiвнянь за
допомогою послiдовного розв’язування лiнiйних рiвнянь.

Вiн реалiзується наступним чином. Спочатку вибирається матриця L0 так, щоб спектр ма-
трицi (A+BL0) лежав у лiвiй пiвнлощинi. Далi розв’язується послiдовнiсть рiвнянь Ляпунова,
що має вигляд

(A′ + L′
jB

′)Pj + Pj(A+BLj) +N2 + L′
jN3Lj = 0,

Lj = −N−1
3 B′Pj−1, j ≥ 1.

Можна показати, що
а) всi матрицi (A+BLj) стiйкi, якщо матриця (A+BL0) стiйка;
б) Pj+1 ≤ Pj, тобто матриця (Pj − Pj+1) невiд’ємно визначена;
в) lim

j→∞
Pj = P .

Зупинимося на питаннi вибору матрицi L0. Нехай система (1) керована, тобто
rang(B,AB, ..., An−1B) = n. Тодi матриця L0 = −B′Z−1 стабiлiзує систему (1), якщо додатно
визначена симетрична матриця Z задовольняє матричне рiвняння Ляпунова

(A+ βE)Z + Z(A′ + βE) = 2BB′,

де число β > ||A|| (||A|| – довiльна норма матрицi A). Якщо матриця A асимптотично стiйка,
то доцiльно вибрати L0 = 0. Така процедура вибору L0 фактично зводить процес розв’язування
рiвняння (4) до розв’язування послiдовностi рiвнянь Ляпунова

F ′X +XF = −Q,

де F , Q – заданi матрицi, матриця Q симетрична i додатно визначена, X = X ′ – шукана
матриця.
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Завдання до лабораторної роботи № 2

Варiант 1

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R3, u ∈ R,

де

A =

 0 1 0
1 0 1
0 0 0

 , B =

 0
0
1

 , x =

 x1

x2

x3

 .

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї
∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + x2
3(t) + u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова зводити до системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.

Варiант 2

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R3, u ∈ R,

де

A =

 0 1 0
1 0 1
0 0 0

 , B =

 0
0
1

 , x =

 x1

x2

x3

 .

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї
∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + x2
3(t) + u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова розв’язувати методом матричної сигнум-
функцiї.

Варiант 3

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R3, u ∈ R,

де

A =

 0 1 0
1 0 1
0 0 0

 , B =

 0
0
1

 , x =

 x1

x2

x3

 .

Методом матричної сигнум-функцiї розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для за-
дачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + x2
3(t) + u2(t))dt → min.
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Варiант 4

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова зводити до системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.

Варiант 5

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова розв’язувати методом матричної сигнум-
функцiї.

Варiант 6

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Методом матричної сигнум-функцiї розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для за-
дачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + u2(t))dt → min.
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Варiант 7

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

4
u2(t))dt → min.

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова розв’язувати методом матричної сигнум-
функцiї.

Варiант 8

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
−1 −5

)
, B =

(
1

−0, 1

)
, C =

(
1, 0

)
, Q = 1, R = 0, 005.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова зво-
дити до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Варiант 9

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
−1 −5

)
, B =

(
1

−0, 1

)
, C =

(
1, 0

)
, Q = 1, R = 0, 005.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова
розв’язувати методом матричної сигнум-функцiї.

Варiант 10

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
−1 −5

)
, B =

(
1

−0, 1

)
, C =

(
1, 0

)
, Q = 1, R = 0, 005.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод матричної сигнум-функцiї.
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Варiант 11

Для побудови фiльтра Калмана методом Рунге-Кутта розв’язати матричне ди-
ференцiальне рiвняння Рiккатi:

dΣ

dt
= AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′, (1)

де

A =

(
0 1
−1 −5

)
, B =

(
1

−0, 1

)
, C =

(
1, 0

)
, Q = 1, R = 0, 005.

Рiвняння (1) розв’язувати на вiдрiзку [0; 2] з початковою умовою

Σ =

(
0 0
0 0

)
.

Побудувати графiки компонент матричного розв’язку на комп’ютерi.

Варiант 12

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

2
, Q = 1.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова зво-
дити до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Варiант 13

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

2
, Q = 1.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова
розв’язувати методом матричної сигнум-функцiї.

Варiант 14

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

2
, Q = 1.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод матричної сигнум-функцiї.
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Варiант 15

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
−1 1
−1 −1

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова зводити до системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.

Варiант 16

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
−1 1
−1 −1

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + 2x2

2(t) + u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова розв’язувати методом матричної сигнум-
функцiї.

Варiант 17

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
−1 1
−1 −1

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Методом матричної сигнум-функцiї розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для за-
дачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + 2u2(t))dt → min.

27



Варiант 18

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
−1 1
−1 −1

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Методом Рунге-Кутта розв’язати матричне диференцiальне рiвняння Рiккатi для задачi опти-
мального керування з функцiоналом

2∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + u2(t))dt → min.

Побудувати графiки компонент матричного розв’язку на комп’ютерi.

Варiант 19

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R3, u ∈ R,

де

A =

 0 1 0
1 0 1
0 0 0

 , B =

 0
0
1

 , x =

 x1

x2

x3

 .

Методом матричної сигнум-функцiї розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для за-
дачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + x2
3(t) +

1

2
u2(t))dt → min.

Варiант 20

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Методом матричної сигнум-функцiї розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для за-
дачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + 4u2(t))dt → min.
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Варiант 21

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
−1 −5

)
, B =

(
1

−0, 1

)
, C =

(
1, 0

)
, Q = 1, R = 0, 004.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод матричної сигнум-функцiї.

Варiант 22

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

2
, Q = 4.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод матричної сигнум-функцiї.

Варiант 23

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
−1 1
−1 −1

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Методом матричної сигнум-функцiї розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для за-
дачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + 9u2(t))dt → min.

Варiант 24

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R3, u ∈ R,

де

A =

 0 1 0
1 0 1
0 0 0

 , B =

 0
0
1

 , x =

 x1

x2

x3

 .

Методом матричної сигнум-функцiї розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для за-
дачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + x2
3(t) + 9u2(t))dt → min.
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Варiант 25

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R3, u ∈ R,

де

A =

 0 1 0
1 0 1
0 0 0

 , B =

 0
0
1

 , x =

 x1

x2

x3

 .

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї
∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) + x2
3(t) +

1

2
u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова зводити до системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.

Варiант 26

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
−1 −5

)
, B =

(
1

−0, 1

)
, C =

(
1, 0

)
, Q = 1, R = 0, 01.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод матричної сигнум-функцiї.

Варiант 27

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

2
, Q = 2.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi (1) методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння
Ляпунова зводити до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Варiант 28

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

2
, Q = 2.

Для розв’язування рiвняння (1) використати метод матричної сигнум-функцiї.
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Варiант 29

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

2
, Q = 2.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi (1) методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння
Ляпунова розв’язувати методом матричної сигнум-функцiї.

Варiант 30

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

2
u2(t))dt → min

методом матричної сигнум-функцiї.

Варiант 31

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

2
u2(t))dt → min

методом Ньютона-Рафсона. Рiвняння Ляпунова зводити до системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.
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Варiант 32

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

4
u2(t))dt → min

методом матричної сигнум-функцiї.

Варiант 33

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

3
u2(t))dt → min

методом матричної сигнум-функцiї.

Варiант 34

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

5
u2(t))dt → min

методом матричної сигнум-функцiї.
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Варiант 35

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
−1 1
−1 −1

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Методом Рунге-Кутта розв’язати матричне диференцiальне рiвняння Рiккатi для задачi опти-
мального керування з функцiоналом

2∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

2
u2(t))dt → min.

Побудувати графiки компонент матричного розв’язку на комп’ютерi.

Варiант 36

Для побудови фiльтра Калмана розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiк-
катi:

AΣ + ΣA′ − ΣC ′R−1CΣ +BQB′ = 0, (1)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0

0
√
2

)
, C =

(
1 0
0 0

)
, R =

1

3
, Q = 3.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi (1) методом матричної сигнум-функцiї.

Варiант 37

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

6
u2(t))dt → min

методом матричної сигнум-функцiї.
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Варiант 38

Задана система:
dx

dt
= Ax+Bu, x ∈ R2, u ∈ R,

де

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1

x2

)
.

Розв’язати матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi для задачi оптимальної стабiлiзацiї

∞∫
0

(x2
1(t) + x2

2(t) +
1

7
u2(t))dt → min

методом матричної сигнум-функцiї.

Контрольнi запитання до лабораторної роботи № 2

1. Знаходження рангу матрицi.
2. Сингулярнi числа i сингулярний розклад прямокутної матрицi.
3. Псевдообернена матриця.
4. Що таке метод динамiчного програмування?
5. Якi основнi iдеї лежать в основi динамiчного програмування?
6. У чому полягає принцип оптимальностi Беллмана?
7. Якi типовi проблеми розв’язуються за допомогою методу динамiчного програмування?
8. Застосування динамiчного програмування до системи диференцiальних рiвнянь.
9. Принцип максимуму Понтрягiна. 10. Оптимальне керування лiнiйними системами з ква-

дратичним функцiоналом (лiнiйно- квадратична задача). 11. Оптимальна стабiлiзацiя керова-
ного руху. Побудова оптимального регулятора.

12. Оптимальнi фiльтри Калмана-Б’юсi.
13. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Ляпунова шляхом зведення до систе-

ми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.
14. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Ляпунова методом матричної сигнум-

функцiї.
15. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi методом матричної сигнум-

функцiї.
16. Розв’язування матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi методом Ньютона-Рафсона.
17. Керованiсть лiнiйних дискретних систем.
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