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ПЕРЕДМОВА
Серед оптичних приладів виділяють прилади різного призначення, такі як око найпростіший, телескопічні системи, лупа, мікроскопи, фотографічні об’єктиви, освітлювальні системи, проекційні системи, коліматори і автоколіматори. 

При розробці довільної оптичної системи виникає необхідність одночасного розв’язку трьох основних задач: 1) створення принципової схеми, що забезпечує дію  приладу; 2) створення фізичної моделі схеми; 3) розробка  схеми.

Виникає необхідність  узгодженням технічних умов, що накладаються на систему, яка аналізується, тобто підбираються збільшення, поле зору, віддалення і величина зіниці входу та виходу,  визначаються конструктивні елементі і параметри, які входять в оптичну систему (відстані між окремими елементами, поля зору, апертурні кути, збільшення, габарити оптичних деталей), що формує основу габаритного розрахунку оптичної ситеми; далі розраховується світлосила оптичної систем, що є основою  енергетичного розрахунку; здійснюється оцінка корекційних можливостей елементів оптичної системи на етапі абераційного розрахунку.

Друга задача полягає в необхідності узгодження оптичної системи з підходами до утворення зображення. 

Третя задача зумовлює  створення оптичної системи в рамках існуючих технічних можливостей, саме тут визначається якість виконання розробленої схеми, її вартість і технологічність.

У запропонованому навчально-методичному виданні пропонуються для розгляду деякі оптичні системи, аналітичні вирази розрахунку їх основних параметрів, виходячи із завдань габаритного, енергетичного та абераційного розрахунків. 

Вступ
1. Завдання розрахункової оптики

Основний зміст –  сукупність різних методів розрахунку, які зустрічаються в процесі розробки, конструювання та виготовлення оптикомеханічних і оптикоелектронних приладів.

Завдання курсу: послідовний розгляд теоретичних основи і практична реалізація основних трьох типів розрахунків: габаритного, енергетичного та абераційного.

2. Зміст і структура курсу:

Виділяють 6 блоків:

1. Геометрична теорія оптичних систем.

2. Принципові оптичні схеми і габаритний розрахунок оптичної системи.

3. Фотометричні величини і одиниці їх вимірювання.
4. Методи енергетичного та фотометричного розрахунків.
5. Аберація оптичних систем.
6. Методи автоматизованого розрахунку оптичних систем.
Основні завдання оптичної системи оптичних приладу - якісне перетворення простору предметів у простір зображення, в межах - завдань, визначених для певного приладу.

Наша промисловість, і зарубіжні фірми виробляють прилади, які класифікуються так:

1) прилади візуального спостереження (мікроскопи, астрономічні, геодезичні);

2) фото-, кіно- апаратура;

3) проекційні прилади (проектори);

4) спектральні (спектроскопи, фотометри);

5) фотометричні (фотометр, мікрофотометр);

6) інтерферометри та голографічні пристрої, що працюють на принципах фізичної оптики;

7) медичні оптичні прилади.
РОЗДІЛ 1. ГАБАРАТНИЙ РОЗРАХУНОК ОПТИЧНИХ СИСТЕМ
1.1. Задачі габаритного розрахунку оптичних систем

Розрахунок оптичних систем, що полягає у визначенні кількості складових компонентів оптичної системи, які розв’язують ту чи іншу задачу, взаємного розташування компонентів, їх приблизних поперечних і поздовжніх розмірів, фокусних відстаней окремих компонентів, носить назву габаритного розрахунку оптичної системи (ОС).
Габаритний розрахунок починається з узгодження технічних умов, які ставлять до ОС, тобто узгодження збільшень кутових або лінійних полів, діаметра зіниць, віддалення вхідної зіниці, поздовжніх і поперечних розмірів системи. Далі визначають складові елементи системи та їх основні параметри: фокусні відстані, кутові або лінійні поля, апертури або відносні отвори, світлові діаметри; при цьому поперечні і поздовжні розмірів системи повинні залишатися у вибраних межах.

На стадії габаритного розрахунку вибирають конструкцію оптичної системи, наприклад, тип обертальної системи (лінзова або призмова), спосіб проектування джерела світла в проекційних системах.

Результат габаритного розрахунку  достовірний, якщо основні оптичні характеристики окремих компонентів (об’єктивів, окулярів, обертальних систем, конденсаторів) не виходять за межі, які встановлені на практиці.
На наступному етапі розрахунків визначаються оптимальні конструктивні параметри окремих елементів оптичної системи: радіуси кривизни лінз, дзеркал, товщина лінз, марки скла з точки зору мінімальних аберацій на оптичних елементах. Цей етап називають коректуванням або виправленням аберацій оптичних систем. Перш ніж проводити коректування, треба знати, які аберації і якою мірою наявні в системі. Тому безпосередньо з процесом коректування пов’язаний абераційний розрахунок.

Далі проводиться розрахунок послаблення пучків, що переносять зображення як на окремих елементах системи, так і в цілому через систему, з метою вибору відповідного приймача реєстрації зображення; вирішується питання про необхідність просвітлення оптичних елементів. Ця стадія називається енергетичним (фотометричним) розрахунком.

1.2. Принципові схеми оптичних систем

Основними даними, що характеризують типи оптичних систем, є визначення положення предмета та його зображення, а також вибір пристрою для сприйняття зображення.
Розрізняють чотири типи систем щодо розміщення предмета та його зображення:

1) телескопічна система – предмет і його зображення знаходяться в нескінченності (00);
2) мікроскопи – предмет знаходиться на близькій віддалі, а його зображення в нескінченності (10);
3) фотооб’єктиви – предмет розміщений у нескінченності, а його зображення на близький віддалі (01);
4) проекційні системи – предмет і зображення знаходяться на близькій відстані від системи (11).
Поняття “нескінченність” тут відносне, визначається умовами розташування предмета та зображення. Якщо оцінка здійснюється в кутовій мірі (градусах), то мова йде про “нескінченність”, якщо в лінійній мірі (мм), то розташування вважається близьким.

З точки зору сприйняття зображення виділяють:

1) візуальні системи, коли зображення сприймаються оком спостерігача;
2) об’єктивні системи, в яких зображення сприймається об’єктивним приймачем: фотопластинка, фотодіод, фотоопір, термоелемент та ін. фотоелектричні та термоелектричні пристрої.

Візуальні системи для розрахунку складні: в них як мінімум одне проміжне зображення після об’єктива, що є предметом для окуляра.
1.3. Розрахунок простої телескопічної системи

Прості телескопічні системи складаються з двох компонентів: об’єктива і окуляра. Тому оптична довжина такої системи дорівнює сумі фокусних відстаней об’єктива та окуляра. Прості телескопічні системи бувають двох типів, що відрізняються знаком задньої фокусної відстані окулярів. Якщо знак додатний, то це система Кеплера, якщо від’ємний – система Галілея. Більшість систем мають додатні окуляри.

Габаритний розрахунок розглядаються на прикладі зорової труби Кеплера.

Для розрахунку задаються такі параметри:

· видиме збільшення [image: image3.png]


;зділ
· поле зору в просторі предметів 2ω;
· діаметр вихідної зіниці D’;
· віддалення вихідної зіниці [image: image5.png]


 від останньої поверхні окуляра.
Довжина система повинна бути мінімальною.
Порядок розрахунку такий:

1. Вибирають тип окуляра, найбільш складного компонента системи. Тип окуляра залежить від кутового поля 2ω’ у просторі зображень, що називають окулярним полем і визначають за формулою:

[image: image6.png]tgw' = I tgw




В залежності від 2ω` є шість типів окулярів:
· Рамздена [image: image8.png]20" < 40°



;
· Гюйгенса [image: image10.png]20" < 45°



;
· Кельнера [image: image12.png]2w’ < 50°



;
· симетричний [image: image14.png]20" ~ 40 + 42°



;
· ортоскопічний [image: image16.png]2w ~40°



;

· Ерфле [image: image18.png]20" ~ 65°



.

2. Після вибору типу окуляра уточнюють фокусну відстань.
Фокусна відстань виражається в умовах достатнього віддалення вихідної зіниці від останній поверхні окуляра [image: image20.png]


.

Для телескопічних систем, як правило, [image: image22.png]Sy XS



.

За певним значенням [image: image24.png]


 визначають f` окуляра вибраного типу:
[image: image26.png]Se=K-fox



.
Якщо окулярному полю 2ω’ відповідають окуляри кількох типів, то вибирають окуляри з найменшою фокусною відстанню при тому самому [image: image28.png]


, щоб довжина зорової труби була мінімальною.

3. Знаходять фокусну відстань об’єктива і діаметр вхідної зіниці:
[image: image30.png]fob ' fo;D=Tp D



,

а потім відносний отвір об’єктива [image: image32.png]


[1:2;1:5].

4. Визначають розміщення вхідної зіниці. Для цього, як правило, використовують графічний метод побудови зображення апертурної діафрагми за допомогою оптичних елементів, що знаходяться перед нею. У випадку труби Кеплера апертурною діафрагмою виступає оправа об’єктива. Оскільки перед апертурною діафрагмою оптичних елементів немає, то розміщення і величина її зображення (вхідна зіниця) буде повністю збігатися з оправою.
Це дає можливість визначити величину [image: image34.png]


 – відстань від переднього фокуса об’єктива до центральної точки (на оптичній осі) P вхідної зіниці.

Тоді [image: image36.png]Zp = —for = Fob



.

5. Уточнюють віддалення [image: image38.png]


 вихідної зіниці відповідно до формули [image: image40.png]


, де [image: image42.png]


 – відрізок, який визначає положення вихідної зіниці відносно заднього фокуса окуляра:
[image: image44.png]


.
6. Визначають світлові діаметр об’єктива й окуляра, для чого систему вважають безмежно тонкою, та використовують формули кутів і висот:
[image: image45.png]tg & =g Gy





[image: image47.png]


.
Розраховують хід трьох променів: апертурного та двох нахилених польових променів, які йдуть з точкою предмета по краю поля і падають на верхній та нижній краї вхідної зіниці.
[image: image48.png]BX.3iH
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Рис. 1. Хід променів через телескопічну систему
Світлові діаметри об’єктива та окуляра знаходяться за максимальним значенням [image: image50.png]


, тобто [image: image52.png]


.
Повні діаметри компонентів повинні бути на 1-3 мм більші, в залежності від розрахункових світлових діаметрів, оскільки дається припуск на кріплення лінз в оправах.
7. Для обмеження розмірів поля в суміщених фокальних площинах об’єктива й окуляра розташовують польову діафрагму, розмір якої

[image: image54.png]Dng =fob tg @



.
8. Труба Кеплера може мати візирну сітку з поділками, у вигляді плоскопаралельної пластини, що поміщається у площині польової діафрагми, кутова ціна поділки шкали задається. Якщо поділці N відповідає кутова величина [image: image56.png]


, то відстань [image: image58.png]VN



 від осі до цієї поділки розраховують як
[image: image60.png]Vv = 2f op - tg wy



.

Розрахунок труби Галілея відрізняється від наведеної вище тим, що в трубі Галілея окуляр від’ємний (використовують два типи таких окулярів), тому зображення пряме та уявне.
1.4. Розрахунок проекційних систем

Задачею габаритного розрахунку проекційних системи є визначення оптичних характеристик проекційного об’єктива й освітлювальної системи. Необхідно вибрати джерело світла для отримання заданої опроміненості зображення на екрані, тобто здійснити світлоенергетичний розрахунок. Після визначних характеристик об’єктивна та освітлювальної системи вибирають тип об’єктива і конденсора.

Для розрахунку зазвичай задають такі параметри:

· формат діапозитива b×h;
· розмір екрана b`×h` (або масштаб зображення);
· віддалення екрана від проектора S`;
· освітлення екрана [image: image62.png]


;
· тип лампи освітлювача.
Проекційні системи – активні системи, призначені для отримання зображення предмета на екрані.

У залежності від виду проектованого предмета оптичні системи поділяються на дві групи: діаскопічні та епіскопічні. Якщо предмет прозорий і опромінюється прохідними через нього променями світла, то проекція такого виду – діаскопічна, або проекція у прохідному світлі.

Якщо предмет непрозорий і опромінюється ззовні, а проектування відбувається відбитими від нього променями, то проекція такого виду – епіскопічна, або проекція у відбитому світлі.

Існує дві принципово відмінні схеми діапроекції.

У першій схемі освітлювання системи зображує джерело світла в площині вхідної зіниці. У другій схемі освітлювальна система утворює зображення джерела світла в площині проектованого прозорого предмета (діапозитива) або поблизу нього.

Першу схему використовують, коли яскравість джерела нерівномірна за площею, а також якщо розміри тіла малі або діапозитив має значні розміри. Якщо ж джерело має рівномірну яскравість і тіло випромінювання суцільне, то використовують другу схему діапроекції. При опроміненні проектованого предмета за другою схемою він сильно нагрівається, тому цю схему не можна використовувати для проектування нерухомого діапозитива; другу схему для діапроекції використовують у кінопроекційних апаратах, де кадри чергується зі значною швидкістю і окремий кадр не встигає нагріватися.
Порядок розрахунку такий:

1. розрахунок проекційного об’єктива та його вибір
1.1.  знаходять лінійне збільшення

[image: image64.png]


,

де b – ширина; h – висота кадра, b`, h` – відповідні його зображення на екрані.

1.2.  обчислюють фокусну відстань

[image: image66.png]foo =

1-Bop



;
1.3.  визначають кутове поле об’єктива 2ω
[image: image68.png]BopVBTHRZ

tgw=
2f o (1+Bon)



;
1.4.  знаходять відносний отвір об’єктива

[image: image70.png]


.

Для знаходження цього параметра необхідно знати B – яскравість джерела випромінювання і τ – сумарний коефіцієнт пропускання всіх оптичних елементів об’єктива. Якщо відомі значення світлового ефективного потоку F і розмір випромінюючої поверхні dS, то [image: image72.png]=1
=B ="as



.

У практиці розрахунків коефіцієнт пропускання оптичної системи всього проектора τ вибирається в межах 0,5÷0,7. Кінцеве уточнений значення [image: image74.png]


 визначається після вибору об’єктива.

Знайдені параметри дають можливість підібрати [image: image76.png]fou2orr,,



 проекційного об’єктива, використовуючи каталоги або довідники. Якщо параметри 2ω і [image: image78.png]fob



 не збігаються з розрахованими, їх вибирають дещо більшими. Якщо значення відрізняється від розрахованого, то коректують відстань S` до екрана.
2. Визначення параметрів освітлювача
Вибирається одна з двох можливих схем проектування тіла розжарення джерела: на вхідну зіницю об’єктива або на площину кадрового вікна.

2.1. Знаходять лінійне збільшення конденсора

[image: image80.png]B =—2



 – використовують для визначення збільшення конденсора, якщо він проектує тіло розжарення джерела в площину вхідної зіниці об’єктива;

або [image: image82.png]Bie = —"



 – проектування тіла розжарювання у площину діапозитива.

Тут D – діаметр вхідної зіниці; с – мінімальний розмір тіла розжарювання; h – висота діапозитива.

2.2. Визначають кут охоплення конденсора залежно від схеми проектування
[image: image84.png]sing, = B -sing’,



,

де [image: image86.png]


 – апертурний кут конденсора в просторі зображення, який знаходять за формулою
[image: image88.png]tg oy =




,
[image: image90.png]fob

ob




– для діапроекційної системи (проектування у площину вхідної зіниці).

Величина [image: image92.png]=fob — Sty +5p




 береться з довідникових параметрів для вибраного об’єктива, де [image: image94.png]Ston



– відстань від першої поверхні об’єктива до вхідної головної площини об’єктива;
aбо [image: image96.png]908 =7



 – при проектуванні зображення в площину діапозитива (кінопроекційна система).

За параметрами [image: image98.png]By



 і [image: image100.png]


 визначають тип конденсора.
За формулою [image: image102.png]


 розраховують фокусну відстань конденсора, при цьому

[image: image104.png]@y =2z, + |z +q+ S|



 для діапроектора,
або [image: image106.png]@ =q+ S|



 для кінопроекційних систем.

q – відстань між кадром і останньою лінзою конденсора – вибирається приблизно в межах 10 – 20 мм, [image: image108.png]


 – відстань між площиною [image: image110.png]


 конденсора і поверхнею останньої лінзи вздовж оптичної осі, що вибирається в межах 6÷10 мм.
[image: image2491.emf]а
[image: image2492.emf]
б
Рис. 2. Схема проекційної системи: а – схема діапроекції; б – схема кінопроекції
1.5. Розрахунок мікроскопа
Оптичні системи мікроскопів слід розраховувати так, щоб можна було використовувати стандартні об’єктиви та окуляри. Тут оптична довжина тубуса Δ – відстань між задній фокусом об’єктива та переднім фокусом окуляра – а) повинна бути 160 мм.
Нормується величина загального збільшення Г, що отримується через комбінацію збільшення об’єктива й окуляра.

Порядок розрахунку такий:

Задаються: видиме збільшення Г, оптичний інтервал Δ, діаметр вихідної зіниці D’, причому якщо Г<0, то зображення перевернуте.

1. Знаходять числову апертуру об’єктива:

[image: image112.png]A=n-sing,

500



.

За числовою апертурою визначають об’єктив, де вказують його збільшення [image: image114.png]Bob



. Це дає можливість визначити фокусну відстань об’єктива:
[image: image116.png]


.

2. Знаходять фокусну відстань окуляра:

[image: image118.png]- . Bob
fo = 250-%2



.
З каталога вибирається окуляр мікроскопа з близьким до розрахункового значенням фокуса [image: image120.png]ok



.
Для вибраного збільшення окуляра задається лінійне поле зору 2y`.

3. Обчислюється фокусна відстань усього мікроскопа як системи:
[image: image122.png]250

fu="T



.
4. Визначають розміщення предмета відносно першої поверхні об’єктива (відрізок - S), для цього спочатку знаходять розміщення предмета відносно переднього фокуса об’єктива (відрізок z) за формулою

[image: image124.png]z = —Lon)



; тоді [image: image126.png]S=Ss+z



, де
[image: image127.png]



Рис. 3. Визначення кардинальних елементів мікроскопа 
в просторі предмета
[image: image129.png]


 – відстань від переднього фокуса до першої поверхні об’єктива, яка береться з каталогів.

5. Знаходять лінійне поле мікроскопа

[image: image131.png]2y
= 1Bosl



.
6. Визначають розміщення вихідної зіниці відносно останньої поверхні окуляра ([image: image133.png]


):

[image: image135.png]


.
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Bux.3in

€

= -
F, P

P j
Z,





Рис. 4. Визначення кардинальних елементів мікроскопа 
в просторі зображень
[image: image138.png]


.
[image: image140.png]


 – відстань від переднього фокуса окуляра до площини апертурної діафрагми.

[image: image142.png]Zap = —4— Sk, +Sap



,

[image: image144.png]


– відстань від останньої поверхні об’єктива до заднього фокусa;
[image: image146.png]


 – положення апертурної діафрагми відносно останній його поверхні (задається за каталогом вибраного об’єктива);

[image: image148.png]


 – відстань від останньої поверхні окуляра до заднього фокуса (визначаються за каталогом).

7. За діаметром вихідної зіниці D`, знаходять діаметр апертурної діафрагми, вважаючи її вхідною зіницею окуляра:

[image: image150.png]


.
8. Визначають глибину різкості – розміщення предмета вздовж оптичної осі
[image: image152.png]2509
Tu



,
де ψ – кутова межа роздільної здатності ока (ψ~1’÷2’).

9. Знаходить найменший лінійний розмір, що можна побачити під  мікроскопом:

[image: image154.png]


.
Тут λ = 0,589 мм (D – лінія Фраунгофера).

1.6. Розрахунок дзеркал

В оптичних системах використовують плоскі дзеркала із зовнішнім відбивним шаром і дзеркала із внутрішнім відбиним шаром, причому останні розміщуються лише в паралельних пучках світла.
Розміри дзеркал мають бути узгодженими з поперечним перерізом світлового пучка, що відбивається.

Дзеркала із зовнішнім напиленням
Нехай на зовнішнє дзеркало падає конус променів з плоским кутом при вершині - 2α.
[image: image155.png]



Рис.5. Хід конусоподібного пучка променів через дзеркало із зовнішнім напиленням
Дзеркало нахилене до осі пучка під кутом γ. В цьому випадку перетин пучка дзеркалом має форму еліпса, тому габарити дзеркала будуть визначатися його осями (2a,2b), причому [image: image157.png]2a=a, +a,



.
[image: image159.png]Lsina
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.

Знайдемо координати [image: image161.png]


та [image: image163.png]Vi



 точки B на еліпсі:

	                       
	[image: image165.png]Lsina

o= gy =Loga




,
	(1)


[image: image167.png]y; L



 до площини рисунка і до осі пучка. Оскільки точка В знаходиться на еліпсі, то координати [image: image169.png]


та [image: image171.png]Vi



 відповідають рівнянню еліпса:
[image: image173.png]


,
Звідси

	
	[image: image175.png]


.
	(2)


Підставляючи (1) у (2), отримаємо:

[image: image177.png]


.
Якщо на дзеркало падає паралельний циліндричної пучок діаметром D, то мала вісь еліпса 2b = D, а велика вісь еліпса визначається за формулою

	
	[image: image178.png]2a

siny




	(3)


[image: image179.png]



Рис. 6. Хід циліндричного пучка променів через дзеркало із зовнішнім напиленням 
Довжина дзеркал залежить від кута нахилу γ: чим він менший, тим більше 2a.  Розміри 2a та 2b не залежать від того, чи дзеркало вігнуте, чи опукле, але вибираються розміри дещо більшими, оскільки потрібно дати припуск на кріплення.

Дзеркала зі внутрішнім відбиванням

Вираховується хід променів в товщині скла, тому довжина такого дзеркала буде дещо більшою, ніж дзеркала із зовнішнім покриттям. Оскільки такі дзеркала використовують тільки в паралельному ході променів, розміри визначаються, воиходячи з циліндричної форми пучка:

[image: image181.png]2a = |AB| + |BC|



.
З формули (3):

[image: image183.png]|4B| =

=7



.
[image: image184.png]



Рис. 7. Хід променів через дзеркало зі внутрішнім відбиванням
З трикутника BKC:
[image: image186.png]


,
n – показник заломлення,
[image: image188.png]


.
Якщо [image: image190.png]


, при [image: image192.png]n=15153



:

[image: image194.png]2a = 1,41D + 1,05d



.
РОЗДІЛ 2. ВИПРОМІНЮВАЛЬНІ ВЕЛИЧИНИ ТА ОДИНИЦІ
2.1.  Основні геометричні зображення фотометрії

2.1.1. Точкове джерело

Будь-яке реальне джерело оптичного випромінювання займає деякий об’єм кінцевих розмірів, що обмежений певною поверхнею. Через цю поверхню проходить випромінювання, яке виникає у речовині джерела і випромінюється в оточуючий простір. Але вважають, що випромінює поверхня джерела.
Якщо лінійні розміри випромінюючої поверхні джерела достатньо малі порівняно з відстанню, на якій розглядається ця дія, то для зручності розрахунків заміняють випромінюючу поверхню однією випромінюючою точкою. Так виникає поняття точкового джерела, умовою існування якого є малість лінійних розмірів джерела, порівняно з відстанню до опроміненого об’єкта.

Якщо випромінювальна поверхня недостатньо мала порівняно з відстанню, її розбивають на окремі елементи, кожний з яких може вважатися точковим джерелом. Результати розрахунків потім підсумовують (інтегрують) по всіх елементах поверхні реального джерела.
Точковим джерелом можна вважати будь-яке джерело, якщо його відстань від опромінювальної поверхні прийнаймні у десятки разів перевищує максимальний лінійний розмір даного джерела.
2.1.2. Геометрія променів

Якщо точкове джерело О опромінює елемент поверхні dS, то безмежна множина геометричних променів, що виходить з т.О і падає на поверхню dS, утворює розбіжний гомоцентричний пучок (пучок, який формується променями, що перетинаються в одній точці – центрі). Але всі промені, які утворюють цей пучок, обмежуються тілесним кутом dω, що спирається на площадку dS і має вершину в т.О. Чим більший тілесний кут dω, тим більша множина променів, що ним обмежується.
Тілесний кут – міра множини променів гомоцентричного пучка (що сходиться і розходиться).

[image: image196.png]dw

ds-cos8



,

r – відстань від т.О до площадки dS вздовж осі, θ – гострий кут між віссю пучка і нормаллю до площадки dS.

[image: image197.png]do





Рис. 8. Формування гомоцентричного пучка променів
Розглянемо реальне джерело випромінювання площі [image: image199.png]


 і опромінену ним поверхню площею [image: image201.png]


.
Кількість розбіжних гомоцентричних пучків, які з’єднують випромінюючу і опромінену площадки, складає подвійну безмежну подібність.

Сукупність усіх збіжних (або розбіжних) геометричних пучків утворює фізичний пучок променів, які здійснюють перенесення енергії від випромінюючої поверхні до опроміненої (рис.9).

Сам гомоцентричний пучок не може переносити енергію, тому що в точці не може бути безмежна енергія.

Умовно фізичний пучок замінюється паралельним пучком або одним - єдиним променем. Тоді вважається, що цей промінь переносить усю енергію, притаманну реальному фізичному пучку променів.

У фотометрії промінь – це сукупність прилеглих напрямків, по яких відбувається перенесення випроміненої енергії.

[image: image202.png]=




Рис. 9. Поширення фізичного пучка променів
З кожної точки елемента [image: image204.png]


 будується гомоцентричний пучок променів, які поширюються до опроміненого елемента поверхні [image: image206.png]


.

2.2. Фотометричні величини
2.2.1. Енергія випромінювання

Випромінювальна енергія – кількісна міра особливої форми руху матерії, що носить назву електромагнітного випромінювання. Енергія оптичного випромінювання стосується довжин хвиль від 10 до 340 000 мм (340 мм).
Променита енергія W вимірюється в різних одиницях:

Дж [СІ], 1 ерг, 1 кал, …
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Промениста енергія бере участь у різноманітних явищах природи, які являють собою перетворення одного виду енергії в іншу.

2.2.2. Випромінювальний потік

Випромінювальний потік Ф вимірюється енергією випромінювання, яка переноситься потоком фотонів за одиницю часу. Випромінювальний потік – потужність випромінювання.

Якщо за час dt пропускається енергії dW, то променистий потік:
[image: image209.png]



Якщо джерело випромінює стабільно, тобто випромінювальна енергія не змінюється з часом, то променистий потік:
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Миттєві значення випромінювального потоку dФ або інших випромінювальних величин, не описують мікропроцеси, які відбуваються при окремих актах випромінювання атома або молекули.

Причому вважають, що dt[image: image212.png]>



 періоду коливання світлової хвилі, а протяжність пакета dl [image: image214.png]>



 довжини окремих хвиль. Тому розповсюдження випромінювання вважається  неперервним за часом і в просторі процесом.

Отже миттєве значення променистого потоку та інших променистих величин, які використовують у фотометрії, є макроскопічним по відношенню до мікропроцесів, які характеризують випромінювання окремих елементарних випромінювачів (атомів і молекул).
2.2.3. Сила випромінювання

Силою випромінювання (I) називається просторова густина променистого потоку. Інакше кажучи, променистий потік dФ, розподілений в одиниці тілесного (просторового) кута, де розповсюджується:

[image: image215.png]_ ] [ka] — kauzena
dw lerep.




Якщо променистий потік Ф рівномірно розподілений у межах всього тілесного кута ω, то

[image: image216.png]ele




Тілесним (просторовим) кутом називають частину простору, обмежену поверхнею з вершиною в точці розташування джерела. Тілесний кут визначається відношенням площі S тої частини сфери з центром L у вершині конуса, що вирізається тілесним кутом, до квадрата радіуса R  даної сфери:
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Рис. 10. Поняття тілесного кута
Одиниця виміру тілесного кута – 1 стередіан (стер). Це такий тілесний кут, який вирізає з сфери частину поверхні S, що чисельно дорівнює квадрату її радіуса R. Тілесний кут всього простору біля точки = 4[image: image221.png]


 стер, а в межах напівплощини = 2π стер.
[image: image223.png]


.
Сила випромінювання строго використовується до точкових джерел випромінювання та для протяжних джерел, лише по відношенню до досить малих його частин. На практиці джерела не характерезуються рівномірним розподілом просторового потоку в просторі, сила випромінювання більшості джерел різна в різних напрямках. Для характеристики подібних випромінювачів треба вимірювати розподіл випромінювання по всіх напрямках.

Результати таких вимірів зображують у вигляді полярної діафрагми, яка носить назву кривої сили світла (випромінювання).

Через початок координат (центр) проводять прямі по напрямках, де вимірюється сила випромінювання. На кожному з них відкладають відрізок, пропорційний силі випромінювання в даному напрямку, і кінці цих відрізків з’єднують плавною кривою.
[image: image224.png]A<V




Рис.11. Крива сили випромінювання
Якщо такі виміри провести в межах повного тілесного кута 4π, то отримується деяка тримірна поверхня, що обмежує частину простору і носить назву фотометричного тіла.
Коли фотометричне тіло випромінювача симетричне відносно деякої осі, тобто є тілом обертання, то випромінювач називається симетричним. Для симетричних випромінювачів крива сили випромінювання [image: image226.png]


, α – полярний кут. Для несиметричних випромінювачів [image: image228.png]f(a,B)



;  [image: image230.png]®, = f, 1(,B)do.




Якщо крива випромінювання побудована у відносних одиницях, то її називають індикатрисою сили випромінювання.

Середнє значення сили випромінювання:

[image: image231.png]



2.2.4. Опроміненість

Променистий потік dФ, який падає на одиницю площі опроміненої поверхні, тобто поверхнева густина падаючого потоку, носить назву опроміненості:

[image: image232.png]dd Br
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При рівномірному розподілі променистого потоку Ф по всій опромінювальній поверхні [image: image234.png]


 опроміненість може бути оцінена як
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Опроміненість – фотометрична величина, яка використовується в біологічних, біофізичних та інших дослідженнях, пов’язаних із використанням випромінювання.

Опроміненість є функцією точки і напрямку. Тобто у кожній точці простору опроміненість може мати безмежну множину значень: кожному новому розташуванню опроміненої поверхні по відношенню до напрямку падаючого на неї потоку буде відповідати нове значення створеної опроміненості.

Оскільки dФ = І [image: image239.png]


 dω,
[image: image241.png]


,
де [image: image243.png]dw
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 – закон квадратів відстаней, або закон нахилу, згідно з яким опроміненість довільної поверхні пропорційна косинусу кута опромінення (кута між нормаллю до поверхні й напрямком падіння випромінювання).
2.2.5. Випромінюваність
Реальні джерела випромінювання характеризуються певними кінцевими розмірами, тобто кожне реальне джерело обмежене певною поверхнею, через яку виходить в оточуючий простір випромінювання.

Випромінювальність R задається променистим потоком dФ, який випромінюється джерелом з одиниці його поверхні dS, тобто це поверхнева густина променистого потоку:

[image: image245.png]


,
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 – мала площа поверхні джерела, вважаючи, що в межах цієї площадки потік  dФ рівномірний.

Якщо поверхнева густина променистого потоку Ф постійна по всій поверхні [image: image249.png]


, то випромінюваність:
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2.2.6. Променистість (яскравість) поверхні
Якщо джерело випромінює рівномірно в усіх напрямках, то це джерело можна охарактеризувати величиною випромінювальності, тобто поверхневою густиною випромінюваного ним променистого потоку. Ця характеристика недостатня для джерела, що випромінює по-різному в різних напрямках, тому що поняття випромінювальності не пов’язане з напрямком випромінювання. Тому вводять величину променистості, що називається променистою яскравістю.

Променистість – сила випромінювання [image: image253.png]


 з одиниці площі, яка видна в даному напрямку поверхні [image: image255.png]


 джерела:
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Якщо випромінюваність R визначає поверхневий розподіл, сила випромінювання I – кутовий розподіл променистого потоку Ф, то променистість [image: image258.png]


 характеризує поверхнево - кутовий розподіл променистого потоку в просторі.
2.2.7. Кількість опромінення
Величина, яка вимірюється добутком опроміненості на час його дії і визначає променисту енергію, що падає на одиницю площі опромінювальної поверхні за час дії випромінювання, носить назву кількості випромінювання (Н). В медицині цю величину називають дозою, а у фотометрії – експозицією.

Коли опроміненість змінюється з часом дії випромінювання на опромінювальний об’єкт, кількість опромінення Н визначається як
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2.2.8. Закон Ламберта
Деякі джерела випромінювання характеризуються однаковою опроміненістю в усіх напрямках: В = const. Про такі джерела говорять, що вони підпорядковується закону Ламберта, який стверджує, що сила випромінювання випромінювальної поверхні пропорційна конусу кута випромінювання:
[image: image261.png]dl, =B -dS, - cosa



.
Закон Ламберта строго справедливий лише для абсолютно чорного тіла та ідеально розсіювальних (ідеально матових) поверхонь, однак більшість реальних джерел (теплових та люмінісцентних) лише близькі до Ламбертових випромінювачів.

При виконанні закону Ламберта виконуються рівності:

[image: image263.png]dd

n-B-

ds



,
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.
Якщо опромінювальна поверхня відбиває весь падаючий променистий потік, незалежно від напрямку падіння, і розподіляє відбитий потік за законом Ламберта (через наявність відбитого потоку променистість набуває однакового значення по всіх напрямках, незалежно від напрямку падіння), то така поверхня називається ідеально розсіюючою або дифузно розсіюючою.

Випромінювання ідеально розсіюючої поверхні можна вважати вторинним джерелом, для якого 
E = R.
Ідеально розсіювальна поверхня розподіляє променистий потік у просторі за законом Ламберта, її променистість буде величиною постійною в усіх напрямках. Тому

[image: image267.png]


.
2.2.9. Оптичні коефіцієнти
Пучок променів, зустрічаючи на своєму шляху різні тіла, взаємодіє з ними і змінюється. Змінюватися може напрямок пучка, його розподіл у просторі, спектральний склад, стан поляризації, променистий потік.
Якщо однорідний (монохроматичний) променистий потік [image: image269.png]


 падає на якесь тіло, то в загальному випадку частина [image: image271.png]


 відбивається, частина [image: image273.png]


 пропускається, частина [image: image275.png]


 поглинається, тобто перетворюється в інші види енергії.
Закон збереження енергії для потоків:
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;
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 – спектральний коефіцієнт відбивання;
[image: image283.png]


 – спектральний коефіцієнт пропускання;

[image: image285.png]


 – спектральний коефіцієнт поглинання.

Або [image: image287.png]


.
Кожний з оптичних коефіцієнтів [image: image289.png]01, T



 показує, яка частина падаючого на тіло променистого потоку поглинається, пропускається, відбивається. При дослідженні біологічних об’єктів істотну роль має коефіцієнт поглинання α, що визначає поглинуту частину променистого потоку. Частина падаючого потоку, яка відбивається або пройшла крізь об’єкт, у створенні фотобіологічних реакцій участі не бере.

Залежність оптичних коефіцієнтів від довжини хвилі падаючого випромінювання визначається такими факторами: структурою речовини тіла; його агрегатним станом, станом поверхні тіла (гладка чи шорстка); температурою тіла. Bеличина оптичних коефіцієнтів змінюється в залежності від кута падіння променів на поверхню тіла довжини шляху пучка в досліджуваному тілі й спектрального складу падаючого випромінювання. Це пояснюється тим, що більшість тіл вибірково поглинає (а отже, відбиває і пропускає) випромінювання з різною довжиною хвилі.

Довжина шляху пучків у досліджуваному тілі – це оптична довжина шляху (d) = n[image: image291.png]


d.

Якщо на тіло падає складний променистий потік, який складається з кількох однорідних променистих потоків різних довжин хвиль, то повний відбитий променистий потік [image: image293.png]


 дорівнює сумі всіх відбитих однорідних променистих потоків.
Так, якщо складний променистий потік складається з двох однорідних складових [image: image295.png]


 і [image: image297.png]


, для яких спектральний коефіцієнт [image: image299.png]Pa, 1P,



, то
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.
Коли складний променистий потік, що падає на тіло, має неперервний спектр, тобто складається з безмежної кількості окремих променистих потоків, то сума стає безмежно великою:
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 – елементарний однорідний променистий потік, який називається спектральною інтенсивністю падаючого променистого потоку; [image: image307.png]A4,



–  довжини хвиль початку і кінця спектрального інтервалу, де відбувається інтегрування.

Повний потік [image: image309.png]
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тоді [image: image311.png]20
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2.2.10. Оптичні властивості тіл
У залежності від стану поверхні та внутрішньої структури тіл розподіл у просторі відбитого від них або пропущеного через них променистого потоку різний.

а) У випадку однорідних прозорих тіл з оптично гладкою поверхнею, тобто такою поверхнею, де величина нерівностей значно менша за довжину хвилі падаючого випромінювання, спостерігається напрямне (дзеркальне) відбивання і напрямне пропускання.

  [image: image312.png]


[image: image313.png]


   
Рис. 12. Проходження та відбивання випромінювання при взаємодії з однорідним прозорим середовищем
Тут структура пучка до і після відбивання незмінна, а кут падіння дорівнює куту відбивання і куту, під яким заломлений пучок виходить з даного тіла.

Такими властивостями характеризуються прозорі типи скла, пластмаси, рідини, розчини.

б) Прозорі однорідні тіла, які мають одну (або дві) шорсткі поверхні, дають напрямно - розсіяне відбивання і пропускання.
[image: image314.png]—f-
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Рис. 13. Відбивання та проходження випромінювання крізь середовище із шорсткими поверхнями
При цьому вісь відбитого (пропущеного) пучка має напрямок, який відповідає закону дзеркального відбивання, але пучок захоплює збільшений тілесний кут через розсіяння на нерівностях шорсткої поверхні. Так поводять себе матові прозорі типи скла і пластмаси.

Фотометричне тіло, яке утворене напрямно-розсіяним випромінюванням, частіше за все буває симетричним відносно осі відбивання (пропускання) пучка. Форма наближується до еліпсоїда обертання, більша вісь якого збігається з напрямком розповсюдження відбитого (пропущеного) пучка. Відношення великої осі еліпса до його малої осі характеризує розсіюючі властивості даної поверхні; чим більше це відношення, тобто чим більше витягнутий еліпс, тим менше розсіює поверхня, тим відбите (пропущене) випромінювання ближче до напрямного. При напрямлено-розсіяному відбиванні (пропусканні) променистість пучка різна по різних напрямках: вона максимальна по осі пучка.
В) Чим більш шорстка поверхня, тим сильніше вона розсіює випромінювання, тим ближче до одиниці стає величина відношення великої осі (a) еліпса до його малої осі (b).
[image: image316.png]
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Рис. 14. Формування індикатриси випромінювання

ідеально розсіювальних середовищ
Відношення [image: image319.png]


 (коефіцієнт дифузності), дорівнює одиниці ([image: image321.png]


), тобто еліпс перетворюється в коло, поверхня стає ідеально розсіювальною або дифузною.
При цьому променистість розсіяного (відбитого або пропущеного) пучка променів стає однаковою по всіх напрямках, розподіл розсіюваного випромінювання (пропускання) задовільняє закон Ламберта. Таким розсіяним (дифузним) відбиванням  характеризуються дуже шорсткі поверхні прозорих і молочних стекол, пластмас, дисперсні порошки барвників. Листя рослин також дифузно відбиває оптичне випромінювання.

Дифузне пропускання спостерігається в тіл із неоднорідністю внутрішньої будови.

г) У тіл з неоднорідністю внутрішньої структури та і шорсткою поверхнею спостерігається четвертий тип відбивання і пропускання: змішане або дифузно-напрямне.

[image: image322.png]
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Рис. 15. Формування індикатриси випромінювання для дифузного типу
Це молочні (глушені) типи скла і пластмас, які використовують для виготовлення світильників.
2.2.11. Вплив випромінювання на око людини
Випромінювання, що сприймається оком, видиме. Але, крім видимого, існує невидиме випромінювання – ультрафіолетове та інфрачервоне. Вплив видимого випромінювання на око людини вивчено достатньо.
Для оцінки чутливості ока в водять поняття світлової чутливості – найменшої кількості світлової енергії, яка викликає зорове відчуття. Для отримання зорового відчуття необхідна потужність випромінювання, що відповідає освітленості на зіниці [image: image325.png]~1-10%1k.




Здатність сприймати об’єкти визначається як характеристика ока сприймати відмінності в опроміненості двох частин поля зору, які воно може бачити одночасно або послідовно.

Яскравістний контраст К є контрастом, при якому око може розрізняти предмет на деякому фоні:

[image: image326.png]



[image: image328.png]nel, L, —



 яскравість предмета і фону.

Найменший контраст, який сприймається оком, – пороговий. Це відношення найменшої розрізненої оком різниці яскравості предмета та фону до яскравості фону, тобто [image: image330.png]— Abmin



. Чим менше це відношення, тим більша чутливість.
Контрастна чутливість ока [image: image332.png]


 – величина, зворотна до порогового контрасту, тобто [image: image334.png]


.

При збільшенні [image: image336.png]


 яскравості фону контрастна чутливість збільшується; вона досягає максимуму [image: image338.png]L, = (130+ 640) K*“/Mz.




Око – це селективний приймачах, що реагує на видиму область спектра, [image: image340.png]=380+ 780 HM



.

Сумісна дія видимого випромінювання на сітківку ока сприймається як біле світло. Зображення стає кольоровим.
Для денного зору максимальна спектральна чутливість ока спостерігається на довжині хвилі випромінювання в жовто – зеленій області λ = 555 мкм; а для дія нічного зору для λ = 510 нм. 
Вплив на око монохроматичного випромінювання з довжиною хвилі λ оцінюється відносною спектральною світловою ефективністю:

[image: image341.png]vy =K@y, |




де [image: image343.png]K (2)



 – спектральна світлова ефективність монохроматичного випромінювання з довжиною хвилі λ; [image: image345.png]


 – максимальна спектральна світлова ефективність.
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Рис. 16. Крива відносної спектральної світлової ефективності:
 1 – денний зір; 2 – нічний зір
Спектральна чутливість ока характеризується кривою відносної спектральної світлової ефективності (рис. 16). По осі ординат відкладають значення V(λ) для денного і V`(λ) для нічного зору.
Спектральна чутливість змінюються в межах довжин хвиль λ = 400 нм і λ = 700 нм.

УФ-промені для довжин хвиль λ < 313 нм при значних дозах опромінення викликають запалення рогівки ока і з’єднувальних оболонок, а також сильний біль, який виникає за декілька годин після опромінення.

УФ-промені для довжин хвиль у межах λ > 313 нм затримуються кришталиком, який починає під їх впливом руйнувались.

При ІЧ-випромінюванні око руйнуються в межах λ = 800 – 1350 нм. Випромінювання практично не затримується оболонкою ока і, досягши сітківки, поглинається, викликаючи її нагрівання. Цей типовий вплив не небезпечний. Але тривалий вплив викликає руйнування сітківки.

ІЧ-випромінювання з λ > 1350 нм поглинається рогівкою, викликаючи руйнування кришталика.
Важливе дослідження впливу ОКГ на організм людини. До складу ОКГ входять видимі й невидимі промені.
Лазерне випромінювання, при тривалому або інтенсивному тимчасовому опроміненні, негативно впливає на очі та шкіру людини. Біологічні зміни, які відбуваються під впливом лазерного випромінювання в очах людини, залежать, при неперервному випромінюванні, від опроміненості ([image: image348.png]BT/

cM?



), при імпульсному випромінюванню – від густини енергії або експозиції лазера ([image: image350.png]cM?



), довжини хвилі випромінювання, тривалості впливу та розмірів зображення променя лазера на сітківці ока.

Найбільш небезпечне лазерне випромінювання з λ = 550 нм (аргоновий лазер). Випромінювання з λ = 400[image: image352.png]


1400 нм (аргоновий, рубіновий лазери) безпечні, але для оптичних середовищ ока (рогівки кришталика, склоподібного тіла), оскільки не поглинається ними й не руйнує сітківку.

Випромінювання поза вибраним інтервалом λ = 400[image: image354.png]


1400 нм добре поглинається оком і небезпечне для оптичного середовища ока.

2.2.12. Система світлових величин
Зразковим приймачем для цієї системи є око людини. Система світлових величин побудована на основі кривої відносної спектральної чутливості середнього людського ока. Система призначена лише для видимої ділянки спектра.

Тут основною ефективною величиною є світловий потік. Це промениста потужність, яка оцінюється по зоровому сприйняттю середнього людського ока:
[image: image355.png]F., = 683 f PV () dA,
o




де [image: image357.png]V(a) —



 відносна спектральна чутливість середнього ока, відносна видність випромінювання; 683 [image: image359.png]


 максимальне значення абсолютної спектральної чутливості середнього людського ока; [image: image361.png]p(2) —



 спектральна інтенсивність.

Еталоном люмена є світловий потік, який випромінюється абсолютно чорним тілом із площею вихідного отвору, що дорівнює 0,5305 [image: image363.png]MM



 при температурі t затвердінні платини (2046 [image: image365.png]


).

На основі величини потоку будується система одиниць:

· Світлова енергія W
[image: image367.png]W= [?Fdt [m-d]



.

Усі світлові величини визначаються за аналогією до таких величин:

· сили світла

[image: image369.png]=1 ce(ceeua) = 1 Kz




.
Кандела – це сила світла, що випромінюється з площі [image: image371.png]1
600 000 M2



 перетину абсолютно чорного тіла в перпендикулярному до перетину напрямку та при t затвердіння платини T=2042 oK і тиску 101,325 [image: image373.png]


;
· опроміненості Е (освітленість)

[image: image375.png]


;
· світності R
[image: image377.png]


;
· кількості освітлення або дози H
[image: image379.png]H= _[::E,dt [ ]



;
· яскравості [image: image381.png]


 у даному напрямку [image: image383.png]



[image: image384.png]



[image: image386.png]


нормальна освітленості.

Яскравість – нормальна освітленість в одиниці тілесного кута.
2.2.13. Поглинання і розсіювання випромінювання речовиною

· Проходження випромінювання через шар речовини
При проходженні через речовину інтенсивність випромінювання послаблюється. Відбувається за рахунок двох явищ: поглинання (абсорбція) і розсіювання випромінювання.
Розглянемо явище, яке відбувається при проходженні випромінювання через шар речовини.
[image: image387.png]



Рис. 17. Пояснення умов поширення випромінювання
Коли потік [image: image389.png]


 зустрічає на своєму шляху плоский шар якоїсь речовини ПВ, то на границі поділу частина променистого потоку [image: image391.png]


 відбивається за законом дзеркального відбивання через шар речовини.
Ця частина пучка поширюється в напрямку падіння, під кутом і, по відношенню до кута падіння:

[image: image393.png]Pa=

e



 – коефіцієнт дзеркального відбивання.

Для добре відполірованих металевих дзеркал [image: image395.png]p ~ 0,89 —0,90



. 

Та частина променистого потоку, що не відбивається від поверхні, тобто [image: image397.png]


, проникає вглиб шару і взаємодіє з речовиною. При цьому виникає два нових явища: поглинання і розсіювання.
При поглинанні випромінювання його енергія перетворюється в інші види енергії: хімічну, біологічну, теплову і т.п., а потім знову – в енергію випромінювання у формі люмінесценції.
Величина [image: image399.png]


 коефіцієнт поглинання.

Частина променів, взаємодіючи з речовиною, змінює свій напрямок і розходиться у всі боки (розсіюється). Розсіяне випромінювання виходить із шару речовини, причому частина поширюється в напрямку падаючого потоку [image: image401.png]


, а друга частина [image: image403.png]


 розсіюється у протилежному напрямку.
Відношення променистого потоку [image: image405.png]


 до падаючого потоку  [image: image407.png]


 визначається коефіцієнтом розсіяного відбивання (дифузного відбивання).
[image: image408.png]



відношення сумарного променистого потоку, відбитого та розсіяного в напрямку джерела випромінювання, до падаючого променистого потоку 
[image: image410.png]


 

носить назву “Альбедо” (лат. білий).

Відношення променистого потоку, який пройшов через шар речовини та розсіявся у напрямку пропущеного потоку, називають коефіцієнтом напрямленого пропускання.
[image: image412.png]


.
Тобто через шар речовини проходить тільки частина променистого потоку ([image: image414.png]D,id,



), тоді як поглинута або розсіяна частини зумовлюють послаблення потоку.

Закон збереження енергії потоку:
[image: image416.png]Op=0, +0, + 0, + D, + D,



.
1. Умова [image: image418.png]


задає непрозорі шари.
Якщо лише [image: image420.png]


, то крізь шар нічого не видно: розсіяне випромінювання проходить зі зворотного боку ([image: image422.png]@, #0



). Таким шаром є  папір або лист рослини.
2. Речовини, де [image: image424.png]@, ~ 0



, практично не розсіюють випромінювання, вони прозорі.

Це поліроване скло або чиста вода. Для цих речовин потік, розсіяний у зворотному напрямку, практично дорівнює нулю [image: image426.png](@, ~0)



, тоді як напрямлено відбитий потік [image: image428.png]


 має значну величину відбивання. Такі речовини описуються скляним відбиванням.

3. Якщо для речовин [image: image430.png]


, то цим речовинам притаманне дзеркальне відбивання.
4. Речовини, які відбивають лише розсіяне випромінювання ([image: image432.png]


), називають матовими.

5. Коли є і розсіяне, і напрямлене відбивання ([image: image434.png]#0



;[image: image436.png]@, #0



), то це відбивання змішане, а поверхні глянцеві.

6. Якщо розсіяне світло ([image: image438.png]O,;0,



) переважає над поглинанням [image: image440.png]


 то речовина світла, біла (пар, молоко, крейда), а коли більше поглинання, речовини темні, чорні.

· Закони послаблення випромінювання

Поглинання і розсіювання випромінювання відбувається селективно. Випромінювання певної довжини хвилі може сильно поглинатися (і слабо розсіюватися) у якійсь речовині, тоді ця речовина буде темною; при опроміненні цієї речовини випромінюванням іншої довжини хвилі (слабо поглиначим і сильно розсіюючим),  речовина є світлою.
Нехай паралельний пучок променів розповсюджується через шар поглинаючої і розсіюючої речовини. Весь шар речовини АВ поділений на безмежно тонкі шари dl, які обмежені паралельними площинами, перпендикулярними до напрямку поширення пучка.

[image: image441.png]NN NN




Рис.18. Пояснення закону послаблення випромінювання
Проходячи через ці шари, променистий потік послаблюється через вплив поглинання та розсіювання.

При проходженні падаючого променистого потоку Ф через безмежно тонкий шар dl кожний із цих підшарів послаблює потік пропорційно до товщини шару dl.
Величина сумарного послаблення – dФ складається з двох доданків:

[image: image443.png]—d® = a®dl + dddl



,
або 
[image: image445.png]—d® = (a + d)Pdl



.
Тут величина [image: image447.png]


 показник поглинання; d[image: image449.png]


 показник розсіювання.

Їх значення визначаються властивостями поглинаючої та розсіюючої речовин.

Кожна з цих величин задає ту частину падаючого потоку, що поглинається (або розсіюється) при проходженні елементарного шару dl.

Величина k = [image: image451.png]


+ d – показник послаблення, або коефіцієнт екстинкції.

Показники [image: image453.png]a,d,k



 мають розмірність, обернену до довжини, тобто вимірюється в одиницях  [image: image455.png]Vi Yem



.

В ізотропних речовинах показники k;[image: image457.png]


;d постійні.
[image: image459.png]L k-l
Py



,
[image: image461.png]®1d®
fo, %

—k [} dl



.
Границі [0;l] задають товщину шару.
[image: image463.png]


,
[image: image465.png]


,   або

[image: image467.png]


закон Бугера.

Це основний закон послаблення випромінювання в речовині (1729 р.): кожний шар однакової товщини послаблює паралельний пучок монохроматичного випромінювання, що проходить через цей шар, однаково (показник послаблення k = const), незалежно від величини падаючого на нього променистого потоку.

Фізичний зміст закону Бугера полягає в тому, що ймовірність поглинання фотону монохроматичного випромінювання молекулою речовини не залежить від густини фотонів (інтенсивності падаючого випромінювання).
Закон Бугера є наслідком, по-перше, однакової імовірності поглинання фотону кожною молекулою досліджуваної речовини, яка знаходиться в нормальному (незбудженому стані) і, по-друге, кількість молекул, що поглинають фотони, дуже мала порівняно із загальною кількістю в поглинаючому об’ємі.

Величина послаблення випромінювання пропорційна концентрації поглинаючих (розсіюючих) молекул у шарі речовини.

Якщо с – концентрація поглинаючої (розсіюючої) речовини в розчині, що виражається кількістю молекул в одиниці об’єму, то показник послаблення

[image: image469.png]


,
де m – молекулярний (натуральний) показник послаблення, який залежить від властивостей окремої молекули досліджуваної речовини.

Тоді

[image: image471.png]D, = D™,



     (*)

або [image: image473.png]


 [image: image475.png]


 концентрація в грам-молях на 1 літр розчину; [image: image477.png]


 молярний  показник послаблення.

Тоді [image: image479.png]


    (**)
(*),(**) – закон Бугера–Бера.
Величина [image: image481.png]


 коефіцієнт пропускання досліджуваної речовини.

[image: image483.png]=e—er!




,
[image: image485.png]In®, —In®, = acl = pl



,
де [image: image487.png]


 молекулярний (натуральний), [image: image489.png]


 молярний показники поглинання.

Оскільки використання десяткових логарифмів зручніше, то можна записати:
[image: image491.png]10 %106l = 10 510¢!




.
Позаяк [image: image493.png]



[image: image494.png]£10=0434-¢; a;,=0,434- 2,3026- £44;

2,3026- a,,.





Аналогічно [image: image496.png]107Fao





[image: image497.png];= @y - 10720ty ky o =0,434-k.




Для того, щоб не було показникової функції у формулі Бугера, вводять величину оптичної густини речовини D, під якою розуміють десятковий логарифм оберненої величини коефіцієнта пропускання:
[image: image499.png]D =log_ =log 3°
T y



  [image: image501.png]



[image: image502.png]P _logo, —log®,.
D = —logr = ~log* = log %y




З іншого боку [image: image504.png]D = g,5pl = a;pcl = Kyl



.

Для розчинів, для яких виконується закон Бугера, можна записати:
[image: image505.png]



Рис. 19. Залежність оптичної густини (D) та пропускання (τ)
від довжини хвилі
Якщо не виконується закон Бугера:

[image: image506.png]



Рис. 20. Залежність коефіцієнта поглинання від довжини хвилі
Тут максимуми зсунуті й розташовані на різних λ при різних концентраціях.

[image: image507.png]BHKOHYETBCS  He suxonyemscs C
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Рис. 21. Залежність оптичного поглинання від концентрації речовини
РОЗДІЛ 3. ДЕЯКІ МЕТОДИ ЕНЕРГЕТИЧНОГО РОЗРАХУНКУ
3.1. Яскравість фізичного пучка променів інваріант Гершуна
Нехай у непоглинаючому й нерозсіюючому просторі розповсюджується випромінювання. Помістимо в цьому просторі два екрани [image: image509.png]


 i [image: image511.png]


 із діафрагмами d[image: image513.png]


 і d[image: image515.png]


.

[image: image516.png]



Рис. 22. До пояснення інваріанта Гершуна
Відстань [image: image518.png]r > dS, idS,



. Такі діафрагма із нескінченної малої множини пучків у просторі виділяють один, який проходить через обидві діафрагми одночасно (фізичний пучок). Оскільки простір не поглинає і не розсіює, то променистий потік, що проходить через діафрагму [image: image520.png]


, можна записати:
[image: image522.png]d®, = B,dS, cos 6,dw,



,
а потік через діафрагму [image: image524.png]



	
	[image: image526.png]d®, = B, dS, cos 8,dw,



.
	(*)


Крім того,
[image: image528.png]dw,

ds; cos by

dw,

ds, cos 8



.
Тоді

[image: image530.png]ds, dS; cos#, cos 6,

d®, = B,



,
[image: image532.png]ds, ds, cos#, cosf,

d®, =B,



.
Оскільки [image: image534.png]d®, = dd,



, то 
[image: image536.png]ds, ds; cos; cos ;.

ds, ds, cos#, cosf,

B,



.
Звідси випливає, що

[image: image538.png]B,

B,

B



.
Величина B – промениста яскравість пучка.

Якщо  середовище не поглинає і не розсіює, то променистість пучка у будь-який його точці однакова. Якщо ж на шляху пучка знаходяться поглинаючі або розсіюючі центри, то потік, який переноситься пучком, змінюється від точки до точки і відповідно до нього змінюється також променистість пучка.

Виходячи з (*), можна записати, що опроміненість може бути оцінена як
[image: image540.png]a®
£~ Bcos6, dw,
das;



.
Якщо діафрагма розміщена паралельно до пучка, то

[image: image542.png]dE, = Bdw,



; [image: image544.png]


 величина променистості.

Променистість – просторова густина нормованої опроміненості.

За умови [image: image546.png]B,



, величина [image: image548.png]ds, dS, cosf, cosb;



 постійна для будь-якого перерізу даного пучка.

Враховуючи, що [image: image550.png]do, = dS, cos s,}
do, = dS, cos,




[image: image552.png]do,dw, = do,dw, = dodw = const



 для даного фізичного пучка та є оптичним інваріантом.

Гершун назвав цю величину мірою множини променистості пучка, тобто
[image: image554.png]dM = dodw



.
Коли пучок розповсюджується в непоглинаючому й нерозсіюючому середовищі, то величина [image: image556.png]const



 у будь-якій його точці, тобто є оптичним інваріантом (інваріант Гершуна). 

[image: image558.png]d® = BdM



.
Звідси [image: image560.png]


 променистість пучка і з фізичної точки зору виражає більшу або меншу згущеність променів у пучку, незалежно від їх загальної кількості. Аналог – напруженість електричного поля.

3.2. Коефіцієнти опроміненості та зв’язку

Нехай джерело, поверхня якого [image: image562.png]


 опромінює площадку [image: image564.png]


 що знаходиться на віддалі r від [image: image566.png]


 Виділяємо на поверхні [image: image568.png]


 елемент [image: image570.png]


, настільки малий, що його можна вважати точковим джерелом. Від [image: image572.png]


 до центру малої площадки [image: image574.png]


 розповсюджується гомоцентричний пучок у межах тілесного кута при вершині [image: image576.png]


 сила світла еквівалентна площадці [image: image578.png]


точкового джерела випромінювання [image: image580.png]


 (рис. 23).
Згідно зі співвідношенням між фотометричними величинами, променистість пучка

[image: image582.png]


.

Уводячи індикатрису сили випромінювання [image: image584.png]f(6,)



 для площадки [image: image586.png]


 отримаємо, що
[image: image587.png]



де [image: image589.png]


кут випромінювання; [image: image591.png]


 променистість площадки [image: image593.png]


(уздовж нормалі [image: image595.png]


).

[image: image596.png]



Рис. 23. До пояснення коефіцієнта опроміненості та зв’язку
Величина променистості [image: image598.png]


 може бути отримана через випромінюваність [image: image600.png]


 площадки [image: image602.png]


:

[image: image604.png]1 £(61)
B, =2l®)

4 cos6,



.
Тут A – еквівалентний тілесний кут джерела; [image: image606.png]


 – це кут, у межах якого розповсюджувався би весь потік, що випромінюється джерелом, у припущенні, що сила випромінювання в межах цього кута постійна й дорівнює [image: image608.png]


 (сила випромінювання в напрямку до нормалі [image: image610.png]


).

Опроміненість:

[image: image611.png]R, cos sz

dE; = B, cos B duw; =

f (6)- dw,.




Для всієї поверхні:

[image: image613.png]cos 6

By =" [y f(O) 2 dey

cos b,



.

Відношення опроміненності [image: image615.png]


площадки [image: image617.png]


 до  випромінюваності [image: image619.png]


 поверхні [image: image621.png]


 називається коефіцієнтом опромінення [image: image623.png]


 тобто

	
	[image: image625.png]1 cosfy

4w, cose,

dw,



,
	(*)


де кут [image: image627.png]


 це кут, під яким із центру площадки [image: image629.png]


 видно всю поверхню [image: image631.png]


.
Оскільки

[image: image633.png]cos 8y

BB roie =1 [, f(6.)

=S



.
Потік з поверхні [image: image635.png]


 на поверхню [image: image637.png]


 можна записати так:

[image: image639.png]1z = fig, E20S,,



або, використовуючи (*), одержимо

[image: image640.png]G,=Ry| £dS,
(S2)




для потоку [image: image642.png]


, що випускається поверхнею [image: image644.png]


 і потрапляє на площадку [image: image646.png]


.

Відношення [image: image648.png]


 коефіцієнт зв’язку.

Коефіцієнт опроміненості та зв’язку є безрозмірними величинами. Оскільки [image: image650.png]


, то 
[image: image652.png]Y12 =

Jisp=ds:



.
3.3. Теорема Штраубеля

Для всіх точок світлового пучка, що розповсюджується в середовищі з показником заломлення n, який змінюється від точки до точки, [image: image654.png]n?dM



  є оптичним інваріантом.

При переході границі поділу S двох середовищ для гомоцентричного пучка виконується інваріант Снеліуса:

	
	[image: image656.png]n,sin; = n,sin6,



.
	(v)


[image: image657.png]



Рис. 24. До пояснення теореми Штраубеля

[image: image658.png]



Рис. 25. Отримання величини [image: image660.png]do,




[image: image662.png]6,,6, —



 кути падіння і заломлення гоноцентричного пучка відносно нормалі N до площадки dS на границі розділу S середовищ із показниками заломлення [image: image664.png]



Проекції dS на площини, перпендикулярні до напрямку падіння і до напрямку заломлення (рис.25), будуть різними, а саме:
[image: image666.png]do, = dS, cos 6, —



 для падаючого пучка,

[image: image668.png]do, = dS, cos 8, —



 для заломленого пучка.
У полярній системі координат тілесні кути [image: image670.png]dw,,dw,



 записується так:

	
	[image: image671.png]dw, = sinf, db,dy;,,
dw, = sin 8, d6, dis,.




	(vv)


Оскільки при заломленні орієнтація площини падіння зберігається, то
	
	[image: image673.png]dy, = dy,



.
	(vvv)


Підносимо (v) до квадрата [image: image675.png]i 2gin?
n,%sin? 6; = n,?sin 6,



.

Диференціюємо

[image: image676.png]2n,” sin@, cos 6, df; =2n,”sinb, cosH,db,




Враховуючи (vv), (vvv), отримаємо:

[image: image677.png]n,%cos 8,d#; =n,*cos 8,d6,,




але [image: image679.png]


  [image: image681.png]de
cos b, = %2,



 
тому [image: image683.png]222 49,
222 9, =n,*
ny?




[image: image685.png]n,%do, d6, =n,*do, df, = const = n*dwdo



.
Добуток [image: image687.png]n? dw:
do
=n?dM



 теорема Штраубеля.
3.4. Сила світла. Яскравість пучка на границі поділу
середовищ

Гладка границя поділу S двох середовищ розмежовує середовища з показниками заломлення [image: image689.png]


; на віддалі [image: image691.png]


 від границі, вздовж нормалі до поверхні, в точці O, знаходиться джерело розбіжного гоноцентричного пучка. При відбиванні від границі поділу гомоцентричність пучка не зберігається, уявне зображення знаходиться в т.[image: image693.png]


 (рис.26).
При заломленні гомоцентричність пучка також порушується, пучок стає астигматичним, унаслідок чого замість одного зображення буде два: одне в меридіальній площині (в т.[image: image695.png]


), а друге в сагітальній площині (в т.[image: image697.png]


). В наближенні нормального падіння гомоцентричного пучка на площадку dS її опроміненість така

[image: image698.png]



де [image: image700.png]


 сила випромінювання джерела в середовищі з показником заломлення [image: image702.png]



[image: image703.png]



Рис. 26. До пояснення інваріанта Клаузіуса
[image: image705.png]E =B -cos8dw = n,?cos 8, dw, =n,*cos b, dw,



.
Для заломлення пучка (в середовищі з показником заломлення [image: image707.png]


) відповідно:

[image: image709.png]


,
де [image: image711.png]


 сила випромінювання джерела, якщо його спостерігати із середовища з показником заломлення [image: image713.png]


 Ця формула – формула Бугера.
Коли [image: image715.png]


 коефіцієнт відбивання площадки dS, то
	
	[image: image717.png]E,, =(1—p)Ey,,



.
	(*)


Підставляючи сюди значення [image: image719.png]iE,



 отримаємо
[image: image721.png]22 [

)
P
=(1-
L=



.
Це співвідношення ілюструє зв’язок значення сили випромінювання джерела в середовищі “2” із силою випромінювання в середовищі “1”. При переході границі поділу двох середовищ, сила випромінювання змінюється стрибкоподібно, оскільки величини [image: image723.png]0,15, 1°, 1,



 мають конкретні значення.

З теореми Штраубеля,
	
	[image: image725.png]n,%dw, cos @, =n,>dw, cos b,



.
	(**)


Оскільки
[image: image726.png]E,, =Bjdw; cos0y; E, = Bydw, cosb,,




[image: image728.png]Eny _ Badwycosfy

En,  Bydw,cosfy



.
Враховуючи (*), можна записати:
[image: image730.png](1—p) = 22d@zc0sts

By dw, cost,



.
З використанням (**) одержимо:

[image: image731.png]=QQ-p)=B;
C )=
B, = 2B,




[image: image733.png]


 оптичний інваріант.

Це інваріант Клаузіуса.
РОЗДІЛ 4. ГЕОМЕТРИЧНА ТЕОРІЯ ОПТИЧНИХ СИСТЕМ
4.1. Основні поняття геометричної оптики

Теорія геометричної оптики базується на таких знаннях:

a) прямолінійне поширення випромінювання в однорідному середовищі;
b) незалежність поширення різних пучків;
c) зворотність ходу променів;
d) закон відбивання;
e) закон заломлення променів на границі розділу двох речовин;
f)  принцип Фермі;
g)  закон збереження енергії.
· Згідно із законом прямолінійного поширення випромінювання між двома будь-якими точками в однорідному середовищі, пучок розповсюджується по прямій, що з’єднує ці точки. Всі промені – прямі лінії.

· Окремі пучки променів не впливають один на одного й розповсюджуються так, ніби інших пучків не існує. Якщо в якійсь точці сходяться кілька пучків, то відбувається накладання їх енергії. Це явище – закон незалежного поширення випромінювання.

· За принципом зворотності випромінювання пучок може пройти по одному і тому ж шляху, незалежно від напрямку: якщо пучок в якомусь напрямку проходить по певній траєкторії, то у зворотному напрямку пучок обов’язково пройде по цій самій траєкторії.

· Закон відбивання: промінь, що падає на границю розділу двох середовищ, нормаль до неї і промінь відбитий знаходяться в одній площині; кут падіння рівний куту відбивання за абсолютною величиною, але протилежний за знаком. Кути відраховуються від нормалі: якщо напрям відліку збігаються з ходом годинникової стрілки, то кут додатний, якщо напрям оцінюється в протилежний бік, то кут від’ємний (кут падіння – від’ємний, кут відбивання – додатний).

· Закон заломлення (інваріант Снеліуса):

[image: image735.png]n, sin(—6) = n, sin(—i)



,
або [image: image737.png]n,sin@ = n,sini



.
· Згідно з принципом Фермі, вводять поняття оптичної довжини шляху світла (рис.27).

Добуток показника заломлення середовища на геометричну довжину шляху S променя називається оптичною довжиною шляху променя, тобто

[image: image739.png]


.
Якщо промінь проходить кілька середовищ із різними n, тоді

[image: image740.png]Siny + S,n, + Syng+...





У загальному випадку m – середовищ:

[image: image741.png]



[image: image742.png]



Рис. 27. До пояснення принципу Фермі
Якщо в середовищі показник заломлення змінюється неперервно, тоді
[image: image744.png]


.
Згідно з принципом Фермі, промені розповсюджуються вздовж шляху, оптична довжина якого має бути екстремальною (мінімальною). Це означає, що
[image: image746.png]61:6[5 ndS =0



.
Якщо середовище неоднорідне, то показник заломлення є функцією трьох координат n(x,y,z), тому
[image: image748.png]I, n(xy,2)ds



.
· Закон збереження енергії проявляється в тому, що сума всіх оптичних коефіцієнтів, наприклад при відбиванні та заломленні, дорівнює 1.

Для границі розділу [image: image750.png]1,




[image: image752.png]


.
4.2. Характеристичні функції Гамільтона

1. Точкова характеристика

Згідно з рівнянням ейканала,
[image: image753.png](GE) +(Z5) +(5) -mcuma,




де [image: image755.png]


,
або

[image: image757.png](g1

rad G)

2
=n?



.
Поверхні

[image: image759.png]G(¥) = const —



 геометричні хвильові поверхні або геометричний фронт.

Функція G [image: image761.png]


 ейканал (“зображення”).

Ейканал характеризує місце розміщення і напрям поширення фронту хвилі в середовищі.

Часто замість функції [image: image763.png]G(7)



 використовують тісно зв’язану з нею функцію, яка носить назву характеристичної функції середовища.

Нехай [image: image765.png](X0, Y0, Zo)



 і [image: image767.png](x1,1,21) —



 відповідно координати двох точок [image: image769.png]


 і [image: image771.png]


 у двох різних прямокутних координатних системах, осі яких паралельні одна одній.

[image: image772.png]



Рис. 28. До пояснення точкової характеристики системи
Якщо з’єднати ці точки всіма можливими кривими, то деякі з них будуть оптичними променями, що задовольняють принцип Фермі.
Нехай дві довільні точки з’єднуються лише одним променем. Тоді характеристична функція V, або точкова характеристика, визначається як оптична довжина [image: image774.png][RP,]



 променя між двома точками, яка розглядається як функція їх координат, тобто
[image: image776.png]Py
V(Xo, Yo, 203 %1,¥1,21) = [, naS



.
Ця функція визначається властивостями середовища.
З іншого боку,
[image: image777.png]V(xo, Vo, Zo; X1, V1, 21) = G(x4,¥1,2,) — G(x0, Yo, Zo),




де функція G зв’язана з довільним пучком променів, до якого належить світловий промінь, що з’єднує точки[image: image779.png]


 і [image: image781.png]


.
(*) [image: image783.png]grad®V = —nySy
grad*V =n,S, }



 індекси 0 і 1 вказують, що оператор grad діє відповідно на координатах [image: image785.png](X0, Yo, Zo), (X1,1,21)



.
Можна вважати, що [image: image787.png]


 променевий вектор. Нехай [image: image789.png]aB,y—



кути, які утворені променевим вектором з координатними осями, тоді його проекції на осі:

[image: image790.png]p=ncosa; q=ncosf;m=ncosy—




променеві компоненти.

[image: image792.png]@ — KyT MK § ix



;
[image: image794.png]B —KyTMiK G iy



;
[image: image796.png]Yy — KyT MiXK § iz



.
Враховуючи, що [image: image798.png]cos?a + cos? B + cos?y



,

	
	[image: image799.png]p? + ¢ +m?




	([image: image801.png]


)


[image: image802.png]_—ov. .~ _ oV
T P T o

3rignos (x),  po




Аналогічно співвідношення справедливе для  [image: image804.png]Go,q1,Mg, My



.

Знаючи точкову характеристику, можна зразу визначити компоненти променя, який з’єднує дві довільні точки в середовищі.
З виразів (**) видно, що точкова характеристика задовольняє рівнянню ейканала, який записаний як у координатах [image: image806.png](X0, Y0, Zo)



, так і в координатах  [image: image808.png](x1,1,21)



, тобто

[image: image810.png]() +(Z) +(Z) =n



,
[image: image812.png]() + (&) +(Z) =n



.
4.3. Змішана характеристика

Змішана характеристична функція W визначається з рівняння

[image: image814.png]W=V-3Ypx



,
де підсумовуються три подібні члени з індексом 1. У загальному випадку W – функція дев’яти – ти координат.  

Нехай точки[image: image816.png]


 і [image: image818.png]


 зсунулися.

Зміна 

[image: image819.png]SW = EV*zplﬁxl 723{,6}7,.




Оскільки [image: image821.png](Po :£; p:=





[image: image823.png]v

—Po0x,



;
[image: image824.png]oV = p,0x,;




[image: image826.png]8V = T p16%, — T 0o6%,



;
[image: image827.png]SW = ) pi6xi= ) podto— ) pixi= ) xi8py == ) Pob¥o= ) x:8ps




тобто [image: image829.png]W = W(xY0Zo;P1G1M41) —



 функція 6-ти координат, при цьому

[image: image830.png]—ow

= ox,

X =

opy




Аналогічні вирази справедливі для [image: image832.png]Go;Y1:Mo; 21




Функція [image: image834.png]W (xoVoZo; P1q1 M)



 задовольняє рівнянню ейканала.

[image: image836.png](ZTW‘,)ZJ' (ZTW)Z + (,':Tw)z = ny? (s T.By)



.
Для т.[image: image838.png]


 такого рівняння не існує. Тобто змішана функція відповідає рівнянню ейканала лише для точки [image: image840.png]Py (X0)0Z0)



.

 Визначимо зміст [image: image842.png]Y p10%,



, а саме

[image: image843.png]



де [image: image845.png]d, = Q,P, —



 проекція [image: image847.png]Q.P,



 на дотичну до площини в точці [image: image849.png]


.

[image: image850.png]



Рис. 29. Пояснення фізичного змісту величини [image: image852.png]



Якщо [image: image854.png]


 знаходиться в однорідному середовищі, то частина променя в околі [image: image856.png]


 збігається з відрізком [image: image858.png]Q.P,,



 і функція W - оптична довжина шляху від точки[image: image860.png]


 до основи [image: image862.png]Q.



 перпендикуляра, який опущений з початку координат [image: image864.png]


 на вихідний із системи промінь. Тобто [image: image866.png]W = [F0Q,]



.
[image: image867.png]



Рис. 30. До пояснення змішаної характеристики системи
Якщо у околі [image: image869.png]


 показник заломлення постійний, то дотична до променя збігається з променем.

З виразу [image: image871.png]



[image: image873.png]=n,

—qy

2%



,
[image: image875.png]2m,6m, = —2q,6q, — 2p,6p,




,
[image: image877.png]sm.

91891+, 8D,



.
Тоді

[image: image878.png]oW =) xiopi- ) D Pobo —x16p; ~3380, — 2,6m,





[image: image879.png]P16p; + 4164,
*ZPQM 7’516?17716‘11721%
2

»,
=- z Podxo — (xl zl) 69, — (71 - 7’21) 541
my




Якщо на виході середовище однорідне, то змішана характеристика є функцією п’яти змінних:
[image: image881.png]W = W(xo,Y,%0; P1,91)



.
Тоді часткові похідні:

[image: image882.png]



[image: image884.png]


.
Якщо задані точки – промені в першому середовищі та променеві компоненти у другому, то, знаючи змішану характеристику, можна визначити променеві компоненти в першому середовищі та значення координат променя у другому середовищі.
4.4. Кутова характеристика

Кутову характеристику визначають за допомогою співвідношення

[image: image886.png]T=V+XpoXo— 2P1%



, 

з урахуванням, що
[image: image888.png]8V = T p,6%; — X Dobx,



.
При незначному зсуві точок [image: image890.png]


 і [image: image892.png]


відповідні зміни T оцінюється як
[image: image894.png]6T = ¥ x6pp — X X, 6P,



.
Тобто T є функцією шести променевих компонент, при цьому

[image: image896.png]


.
Аналогічні вирази справедливі й для інших координат.

Якщо середовище, де знаходяться точки [image: image898.png]P,iP,



 однорідні, то функція T є оптичною довжиною промені між основними [image: image902.png]


[image: image900.png]Q,10Q,



 перпендикулярів, які опущені з точок  і [image: image904.png]


на початковий та кінцевий відрізки променя, тобто
[image: image906.png]T =[QoQ4]



.
У цьому випадку кутову характеристику можна представити як функцію лише чотирьох змінних.
[image: image908.png]6T = 6V — L p16%; — L x,8p;, + L ppSxp + X X610,



,
[image: image910.png]8V = T p,6%; — X Dobx,



,
[image: image912.png]6T = ¥ x6pp — X X, 6P,



.
Тобто [image: image914.png]T =T(po;




.

Функція кутова, тому що вона є функцією кутових координат променів, що входять і виходять із системи.

Відповідно

[image: image915.png]5py

et




[image: image916.png]8q,

et




[image: image917.png]



Якщо відомі променеві компоненти початкового і кінцевого відрізків променів, то можна визначити кутову характеристику, та координати точок на цих ділянках променя.
[image: image919.png]6T = (%0 — :T:zn)rspn + (% 7izn)'s'h — (= - )ops— (o *:T’,Z;)'s'h



.
Тобто похідні задовільняють співвідношення
[image: image921.png]


,             [image: image923.png]


,
[image: image925.png]Py

2z,
Xy —

by



,             [image: image926.png]


.
4.5. Наближений вираз для кутової характеристики заломлюючої поверхні обертання

Нехай

[image: image928.png]C.
L +y)+
C,(x*+y?
y3)+..





де [image: image930.png]C,,Cy ... —



 постійні, які є рівнянням заломлюючої поверхні обертання, що належать до декартової системи координат, початок якої O збігається з основною точкою (тобто полюсом) поверхні, а вісь z напрямлена вздовж осі симетрії. Через r позначимо радіус кривизни поверхні (який вважається додатним, коли поверхня обертання повернута до джерела світла), промінь поширюється вздовж додатного напрямку осі z.
[image: image932.png]


.
[image: image933.png]



Рис. 31. Наближений вираз розрахунку кутової характеристики
Для сферичної поверхні радіуса r маємо [image: image935.png]



У випадку довільної поверхні обертання можна записати:
[image: image936.png]



де константа b (коефіцієнт деформації) служить мірою відхилення форми поверхні від сферичної.

Тоді

	
	[image: image937.png]x2+y? (P +y?)?
z= LEEY
2 8r?

(1 +Db)+...




	(*)


Нехай по обидва боки від поверхні обертання середовища однорідні, характеризуються показниками заломлення [image: image939.png]


 і [image: image941.png]


. Віднесемо кутову характеристику до координатної системи, осі якої паралельні осям координат із початком у точці О, а початки системи розташовані в осьових точках [image: image943.png]0,(0,0,a,)



 і [image: image945.png]0,(0,0,a,)



, [image: image947.png](ap <0; a, >0,r > 0).




Якщо P є точкою перетину падаючого променя із заломлюючою поверхнею, а [image: image949.png]Qo



 і [image: image951.png]Q. —



 основи перпендикулярів, які опущені з [image: image953.png]


 і [image: image955.png]


 на падаючий і заломлений промені, то кутова характеристика T буде такою:

[image: image956.png]T = [QoP] + [PQ,] = {xp, + ¥qo + (z — ag)my} — {xp; + yq,(z — a))m, };




де (x,y,z) – координати точки P у системі координат із початком у точці O;
[image: image958.png](Do, G0, Mo), (1,91, m1) —



 променеві компоненти падаючого і заломленого в точці P променів. 

Координати (x,y,z) виключається з останнього виразу за допомогою закону заломлення. 

Закон заломлення еквівалентний твердженню, що вектор [image: image960.png]N(Po — 21,90 — q1, Mg — M)



 нормальний до зовнішньої поверхні в точці P.

Вираз (*) можна записати так:
[image: image961.png]2 +y? (F+y?)?
2 8r?

F(x,y,2) =z — (A +b)+...




Тоді [image: image963.png]


,
[image: image965.png]


, 

[image: image967.png]


. 

Тобто 

[image: image969.png]


,

[image: image971.png]


,

де [image: image973.png]


 і [image: image975.png]


 величини третього порядку по [image: image977.png]p.a%/r > /r



.
Тим самим отримується співвідношення через променеві компоненти:
[image: image978.png][(o —p:)* + (90 — 40)°]

1
P [Ax(po — p1) + Ay (g0 — 92)]

1 1+b
S o P+ o )T

" 20mp—my)?
+





[image: image979.png][(o —p:)* + (90 — 40)°]

1
P [Ax(po — p1) + Ay (g0 — 92)]

1 1+b
S o P+ o )T

" 20mp—my)?
+





Членами, які містять [image: image981.png]


 і [image: image983.png]


 більшого ніж четвертий порядок, нехтують.

Тоді
	
[image: image984.png]T (0,90, Mo;P1,q1,My) =

o=y [P0 =P + (@0 = 0)?]

[0 — p)* + (g0 — q1)%1%

= —mya,+mya; +

1 r(1+b)
8 (my —m,)3?




	(*)


Вираз (*) є розкладом кутової характеристики відповідно до членів четвертого порядку включно, причому ця характеристика розглядається як функція всіх шести променевих компонент. Виходячи з того, що [image: image986.png]p? + ¢ +m?



, розкладаючи в ряд значення [image: image988.png]my(m,)



, отримуємо:
[image: image989.png]1
8n,®

(Do +qo*)*+...




[image: image990.png]1
8n,®

1
my = = o B+ ) = o (0 4D
3




Підставляємо в (*):

[image: image991.png]T (Do,q0;P1,91) = (o — P1)% (G0 — 4:)% 0o® + 4o, (2% + ¢42)).




Уводимо позначення:

[image: image992.png]Do + o’ =u%; P12+ G2 =% Poqo — P1GL = W2,




Виділяємо у виразі для T члени одного порядку, тоді

[image: image993.png]T (0o, q0;P1,q1) =T + TP + T+,





[image: image995.png]neT® =
n,a; —Nyag



;  
[image: image997.png](2) =
T® = Au? + Bv? + Cw?



;  

[image: image999.png]T™ = Du* + Ev* + Fw* + ?v? + HiPw? + Kv?w?,



 

де [image: image1001.png]


;
[image: image1003.png]


;
[image: image1005.png]


 
Кутові функції складні, навіть для однієї заломлюючої поверхні. Тому для реальних розрахунків використовують машинні методи.

4.6. Ідеальне відображення
Нехай точкове джерело розташоване в [image: image1007.png]T.P,



, у середовищі з показником заломлення n(x, y, z). З [image: image1009.png]


 виходить безліч променів. Нехай є [image: image1011.png]T.P,



, через яку також проходить безмежна кількість променів.

 Ця точка [image: image1013.png]


 носить назву стигматичного (або різкого) зображенням точки [image: image1015.png]



Ідеальний оптичний прилад – це такий прилад, який для кожної [image: image1017.png]T.P,



 тривимірної області, яка називається простором предмета, задає стигматичне зображення в т.[image: image1019.png]


 Сукупність точок зображення визначає простір зображення. Відповідні точки в цих двох областях спряжені. Промені, які досягають простору зображень, локалізовані в полі приладу.

Якщо [image: image1021.png]


 описує в просторі предмета криву [image: image1023.png]


, то [image: image1025.png]


 описує спряжену криву [image: image1027.png]


. Обидві криві не обов’язково геометрично подібні одна до одної. Якщо кожна крива [image: image1029.png]


 у просторі предмета подібна своєму спряженню, то кажуть, що ці області ідеально відображують одна одну.
1.  Загальні теореми

Оптична система F, яка дає стигматичне зображення тривимірного предмета, носить назву абсолютного приладу.

В абсолютному приладі оптична довжина будь-якої кривої, яка лежить в просторі зображень, дорівнює оптичній довжині свого зображення.

[image: image1030.png]



Рис. 32. Положення зображення в абсолютному приладі
Уперше ця теорема сформульована Максвелом у 1858 р.
Нехай [image: image1032.png]AyBy;A B, —



 відрізки променя в просторі предмета і в просторі зображення, які знаходяться в полі абсолютного приладу  F. Будь-який інший промень, лінійний елемент якого не відхиляється істотно від елемента [image: image1034.png]A,ByA,B,



 ні за абсолютною величиною, ні за напрямком, також лежить у полі цього приладу. [image: image1036.png]


 крива, яка з’єднує [image: image1038.png]A,B,



, та лежить в полі приладу, [image: image1040.png]


 зображення цієї кривої. 

Для абсолютного приладу виконується співвідношення
[image: image1042.png]J,, modSo = J,, mudS,



.
Це теорема Максвела для абсолютного приладу.

Нехай є трикутник зі сторонами [image: image1044.png]ds, (1)’ ds, @5 ds, (3); ads, (1)’ ds, @5 ds, @ _



 відповідно сторони трикутника, що формуються абсолютним приладом. [image: image1046.png]


 показники заломлення областей, де розташовані вибрані трикутники. Тоді:

[image: image1048.png]nodS, @ ny. ILY,O)



,
[image: image1050.png]nodS, @ ny. ILY,(Z)



,
[image: image1052.png]nndﬁng) = n,dﬁlg)



.
Отже, ці трикутники подібні, а відношення відповідних сторін обернено пропорційне величинам показника заломлення. Тому кути між довільними двома кривими в предметі не змінюється і в його зображенні, тобто таке відображення повинно бути комформним.
Тому відображення, що створюється абсолютним приладом, є або проективним перетворенням, або інверсією, або їх комбінацією. Це теорема Каратеодорі.

Якщо [image: image1054.png]n, = n, = const,



 [image: image1056.png]


 то ідеальне відображення двох однакових областей з однаковими показниками заломлення одна в одну завжди тривіальне в тому розумінні, що зображення повністю конгруентне предмету.

2.  Стигматичне відображення поверхонь
Розглянемо ідеальне або різке відображення тривимірних областей. Якщо простір предметів і простір зображення однорідні та мають однаковий показник заломлення, то ідеальне зображення повинно бути тривіальним, тобто дзеркальним відображенням предмета.

У цьому випадку обертально симетрична оптична система може забезпечувати різке відображення не більше ніж двох поверхонь.

[image: image1057.png]



Рис. 33. Формування стигматичного відображення поверхонь
[image: image1059.png]QP, —



 заломлений промінь, n<n`;
[image: image1061.png]S0,51 —



 сфери, центри яких знаходяться в 0, а радіуси [image: image1063.png]


;
r[image: image1065.png]


 радіус сфери S;
n[image: image1067.png]


 показник заломлення сфери;
n`[image: image1069.png]


 показник заломлення оточуючого середовища;
[image: image1071.png]AQ —



 падаючий промінь на сферу S;
[image: image1073.png]QB —



 заломлений промінь.

Сфера [image: image1075.png]


 являє собою стигматичне зображення [image: image1077.png]


 і, навпаки, всі промені, які виходять із т.[image: image1079.png]


 поверхні [image: image1081.png]


, задають стигматичне зображення в т. [image: image1083.png]


, розташовану на перетині [image: image1085.png]OF,



 зі сферою [image: image1087.png]


.

Точки [image: image1089.png]


 і [image: image1091.png]


  – аплонатичні точки сферичної поверхні S.

4.7. Проективне перетворення
Ідеальний зображення тривимірних об’єктів один в одний можна здійснити лише за допомогою проективного перетворення, оскільки останні перетворюють лінії в лінії.

4.7.1. Загальні формули

Нехай (x,y,z) – координати точки Р у просторі предметів, (x`,y`,z`) – координати точки Р’ у просторі зображень у тій самій довільно вибраній декартовій системі координат.
Проективне перетворення двох областей здійсюється так:

	
	[image: image1092.png]



	([image: image1094.png]


)


де [image: image1096.png]F;=ax+by+cz+d; (i=0,1,23).




Дві точки, координати яких зв’язані співвідношенням (*), носять назву спряженої пари. 

або

[image: image1097.png]



де [image: image1099.png]a;’ X + by +¢,7 +d;




З (*) випливає, що зображення будь-якої точки, що лежить в площині [image: image1101.png]


 знаходиться на безмежності. Відповідно і для [image: image1103.png]T.Fy =0



. Площина [image: image1105.png]


 називається фокальною площиною простору предметів, [image: image1107.png]


 фокальна площина в просторі зображень.
Оскільки більшість оптичних систем складається з поверхонь обертання із загальною віссю (такі системи називають центрованими), то особливу роль відіграє аксиальна симетрія. Згідно з підходами до симетрії, отримаємо, що зображення довільної точки [image: image1109.png]


 лежить у площині, що проходить через цю точку і вісь симетрії, тому розглядають лише точки в меридіальній площині.
Нехай ця площина збігається з площиною yz, а вісь напрямлена вздовж осі симетрії. Тоді т.(0,y,z) у просторі предметів перетворюються в т.(0,y`,z`)  у просторі зображення, де

[image: image1110.png]~_byteztd, | by+teztds
T hoy tcoztdy’ ©  boy+coztds





Згідно із симетрією, z` не змінюється при заміні y на –y. Це тоді, коли [image: image1112.png]


 При заміні y на –y, y` на –y`, [image: image1114.png]Cy

d,

0



. Отже,
	
	[image: image1116.png]by caz+ds
2 7 = faZtds
Coztde coz+do




.
	([image: image1118.png]


)


Проективне перетворення, при наявності аксіальної симетрії, характеризується чотирма параметрами.
Фокальні площини описуються рівняннями
[image: image1120.png]


.
Вони перетинають вісь z під прямим кутом у точках, координати яких:
[image: image1122.png]


.
Це головні фокуси.

[image: image1123.png]



Рис. 34. Формування кардинальних елементів системи
F,F`– головні фокуси;
U,U`– головні, одиничні точки;
N,N`– вузлові точки;
J,J`– фокальні площини;
U,U’– головні площини.

Відповідний простір (предмет або зображення) належать до своєї системи координат, при розташуванні їх початків у головних фокусах системи, тобто
[image: image1125.png]y =Y, coz+dy =cyZ



,
[image: image1127.png]Y, oz — 3 =cyZ



.
(*) переписуються як (XYZ) та (X`Y`Z`) – нові системи координат
[image: image1129.png]


.
Нехай [image: image1131.png]— Soda—cado

byco



.

Тоді можна записати:

[image: image1133.png]


 основне рівняння проетивного перетворення;
[image: image1135.png]Z7° = ff —



 рівняння Ньютона;
[image: image1137.png]


 фокусна відстань у просторі предметів;
[image: image1139.png]


 фокусна відстань у просторі зображень;
[image: image1141.png]


 поперечне збільшення;
[image: image1142.png]



Поперечне збільшення = 1, якщо [image: image1144.png]


, [image: image1146.png]



Ці площини – головні або одиничні. Точки їх перетину з віссю – U,U`-головні, одиничні точки.

[image: image1147.png]tgy =—-=; tgy =
9y =57 1Y





Відношення [image: image1149.png]


кутове збільшення або коефіцієнт збіжності.
Якщо [image: image1151.png]Z=fiZ =,



 то на осі отримуються N і N`– вузлові точки.
4.7.2. Телескопічне відображення

Розглянемо окремий випадок проективного перетворення – телескопічне відображення. Тут обидві фокальні площини прямують до [image: image1153.png]oo(cy = 0):




[image: image1155.png]


.
Знову введемо дві самостійні системи координатні в просторі предметів і в просторі зображення.

Формули перетворення у нових координатах набудуть вигляди
[image: image1156.png]



де [image: image1158.png]



Поперечне і повздовжнє збільшення тут постійні. Кутове збільшення теж постійне:

[image: image1160.png]


 відношення має бути кінцевим.

4.7.3. Класифікація проективних перетворень

Проективне перетворення класифікують за знаком фокусних відстаней. Якщо фокусні відстані мають різні знаки, то [image: image1162.png]ff <0



 і [image: image1164.png]&8

>0



 Тобто, якщо предмет змістити вздовж осі, то його зображення зміститься у тому ж напрямку. Таке відображення здійснюється при використанні або лише заломлення, або парної кількості відбивань, або їх комбінації. Таке відображення – діоптричне.

Якщо [image: image1166.png]ff >0,



 то [image: image1168.png]&8

<0,



 зсуви відбуваються у протилежні боки. Таке відображення – катоптричне. Реалізується при непарній кількості відбивань або комбінації непарної кількості відбивань із довільною кількістю заломлень.
В залежності від знака фокусної відстані f, в кожному з випадків, розглядають два типи перетворень. При [image: image1170.png]z >0



 поперечне збільшення додатне, при [image: image1172.png]f>0



 і від’ємне при [image: image1174.png]f<O0.



 Отже об’єкти, розташовані в просторі предмету мають пряме або перевернуте зображення, в залежності від знака f. Якщо [image: image1176.png]f >0,



 то перетворення – збіжне, а якщо [image: image1178.png]f<0



, то розбіжне.
Привило знаків Декарта

	Тип перетворення
	Збіжне
	Розбіжне

	діоптричне
	[image: image1179.png]f<0;f>0




	[image: image1180.png]f>0;f<0





	катоптричне
	[image: image1181.png]f<0;f<0




	[image: image1182.png]f>0;f>0






[image: image1184.png]B>0—



діоптричне перетворення,

[image: image1186.png]B<0—



катоптричне перетворення.

1. Комбінація проективних перетворень

Нехай є два послідовних проективних перетворення, які обертаються симетрично відносно тої самої осі.

[image: image1187.png]



Рис. 35. Пояснення комбінації проективних перетворень
“0”– перше перетворення; ”1”– друге перетворення, с – відстань між фокусами [image: image1189.png]F'oiF,.




Рівняння комбінованого перетворення має вигляд:

[image: image1190.png]



де [image: image1192.png]


 [image: image1194.png]fr="Lols




Відстань між початком нової та старої систем координат, тобто відстань [image: image1196.png]§ =FyFis' =F'F'



 між фокусами комбінованого перетворення і фокусами окремих перетворень:
[image: image1197.png]fofo o _AI:
-





Якщо [image: image1199.png]


; то [image: image1201.png]


 і еквівалентна комбінації є телескопічна.

4.8. Параксіальна оптика

Розглядаються лише точки і промені, які лежать дуже близько до осі; члени, що містять квадрати і вищі ступені відстаней від осі або кутів між променями і віссю, відкидаються. Ця теорія є теорією параксіальної оптики або оптики Гаусса.

4.8.1. Заломлююча поверхня відбивання

Розділяємо пучок паралельних променів, що падають на заломлюючу поверхню обертання, яка поділяє два однорідних середовища з показниками заломлення [image: image1203.png]



Нехай [image: image1205.png]Py (X0, Y0, 20), Py (X4,1,21)



точки на падаючому та заломлюючому променях відповідно.

Розкладаємо променеві компоненти в ряд і нехтуємо високими порядками розкладу:
[image: image1206.png]1
Mo =1to = 5= (B0? +06°) -
N




[image: image1207.png]1
My =1 =5 17+ 427
N




Тоді координати цих точок і променеві компоненти обидвох променів зв’язані як: 

	
	[image: image1208.png]



	(*1)

	
	[image: image1209.png]



	(*2)


На основі цього отримують умови, за якими всі промені, що виходять з [image: image1211.png]T.P,



, пройдуть після заломлення через [image: image1213.png]T.P,.



 Тоді координати [image: image1215.png]T.P,



 будуть залежати лише від координат т.[image: image1217.png]


 і не залежити від променевих компонент.
З (*1) та (*2) отримаємо
[image: image1219.png]0=y — a0 (24+ %)}



 де
[image: image1221.png]


 

	
	[image: image1223.png](2A+l ——z)=
zn)(ZB ‘z)
o) =0



,
	(**)


 (**) – проективне перетворення.

[image: image1224.png]P | P R T




що можна записати так:

	
	[image: image1225.png]



	(v)


Права і ліва частини (v) носить назву інваріанта Аббе (для заломлення) і відіграють важливу роль у теорії оптичного відображення.

З (v) можна отримати:

[image: image1226.png]



[image: image1228.png]


 оптична сила заломлюючої поверхні і позначається як P, тобто     [image: image1230.png]p="1""



.
З (**) [image: image1232.png]



[image: image1234.png]24+
%zn) (2B-2B
+0) =
—C?



,
[image: image1236.png]24+ —.
270 =C



,
[image: image1238.png]Zy = —




 при [image: image1240.png]Z, —>



,
[image: image1242.png]z, > —




 при [image: image1244.png]Z, > —oo



.
Координати [image: image1246.png]


 і [image: image1248.png]


 головних точок [image: image1250.png]


 і [image: image1252.png]


 дорівнюють нулю, тобто головні точки збігаються з полюсами поверхні обертання.
Тому [image: image1254.png]


 [image: image1256.png]


.

Фокусні відстані: [image: image1258.png]


:
[image: image1260.png]


 [image: image1262.png]fi




.

Оптична сила: [image: image1264.png]


.
Оскільки [image: image1266.png]fo



 і [image: image1268.png]fi



 мають різні знаки, то відображення діоптричне.
[image: image1269.png]


[image: image1270.png]



відображення збіжне                          відображення розбіжне

Рис. 36. Формування діоптричного відображення
4.8.2. Відбиваюча поверхня обертання

Формула Аббе для відбиваючої поверхні обертання отримуються аналогічно, але необхідно врахувати, що [image: image1272.png]Ny =—n; =n



, де n – показник заломлення середовища, в якому розповсюджуються промені:
[image: image1274.png]


.
Тоді
[image: image1275.png]



інваріант Аббе для відбивання.

[image: image1277.png]


.
Фокусні відстані: [image: image1279.png]


.
Оптична сила: [image: image1281.png]


.
Оскільки [image: image1283.png]fofi >0,



то відображення катоптричне.

[image: image1284.png]


[image: image1285.png]



Якщо [image: image1287.png]r>0,f, <0—



розбіжне            [image: image1289.png]r<0,f >0—



збіжне.
Рис. 37. Формування злбраження для катопричного перетворення
4.8.3. Товста лінза

Розглянемо отримання формули Гаусса для відображення двома поверхнями, які обертаються симетрично відносно оптичної осі.

Нехай [image: image1291.png]Ng, My, Ny —



 показники заломлення середовищ. При поширенні променя, [image: image1293.png]1,1



 є додатними при попаданні світла на опуклий бік поверхні.

[image: image1294.png]



Рис. 38. Кардинальні елементи товстої лінзи
Фокусні відстані першої поверхні:

[image: image1295.png]



другої поверхні:

[image: image1296.png]



Фокусні відстані комбінації поверхонь:

	
	[image: image1298.png]fofs




,
	(*)


де с – відстань між фокусами [image: image1300.png]


 і [image: image1302.png]


.

Нехай t – осьова товщина лінзи, тобто відстань між полюсами двох поверхонь, тоді
[image: image1303.png]t+fo—fi-




Підставляючи сюди вирази для [image: image1305.png]fo



 і [image: image1307.png]fi



, отримаємо:

[image: image1308.png]



де [image: image1310.png]D = (n; — ny)(n, —n )t —n,[(n, —nydr + (n, —nydnl.




Або враховуючи в (*) вирази для [image: image1312.png]fo.fu.f'o.f1ic



 отримаємо:

[image: image1313.png]



Оптична сила P лінзи.

[image: image1314.png]



де [image: image1316.png]P,,P, —



 оптичні сили двох поверхонь.

Відстані [image: image1318.png]§ =FyF, 8§ =F,F



 відповідно рівні:

[image: image1320.png]


   [image: image1322.png]5 =nm,

7y 757
——




.

Відстані d і d` від головних площин U i U` до полюсів поверхонь:

[image: image1323.png]nt
d=6+f—f = —noln,—n)




[image: image1324.png]Rt
=6 +f = Fi =yl —no) -




Нехай [image: image1326.png]


 Вважаючи [image: image1328.png]


 отримаємо:
[image: image1329.png]



[image: image1331.png]A= (n—1)[nG; —n) — (n—1)1]



.
[image: image1333.png]


  [image: image1335.png]



[image: image1336.png]_(=Dbnt @G- Dnt




У цьому випадку головні та вузлові точки збігаються.

Якщо [image: image1338.png]f —% >0 — To cucrema 36upHa,

f=— % < 0 — To cuCTeMa Po3CiloBATEHA




При [image: image1340.png]


 є випадок телескопічного відображення:

[image: image1341.png]



Дані три типи відображення – окремий випадок двоопуклої лінзи. Якщо обидва радіуса кривизни дорівнюють один одному, то

[image: image1343.png]


відображення збіжне,

[image: image1345.png]


 відображення розбіжне,
[image: image1347.png]


 відображення телескопічне.
4.9. Довільна центрована система

[image: image1348.png]



Рис. 39. Формування зображення довільною центрованою системою
У наближенні параксіальної оптики, заломлення і відбивання променів на поверхні обертання описується проективними співвідношеннями, що належать до простого предмета й зображення. 
Послідовне застосування декількох проективних перетворень еквівалентно одному проективному перетворенню; у цьому наближені відображення центрованою системою також описується проективним перетворенням. Можна знайти кардинальні точки еквівалентного перетворення.
Нехай [image: image1350.png]$1,5,,

,S,



 послідовні поверхні в системі, [image: image1352.png]forforfifasme




 відповідні фокусні відстані і [image: image1354.png]


 показники заломлення відповідних середовищ (рис. 39).
Далі нехай [image: image1356.png]Py, Py™ —



 дві точки у просторі предмета, які розташовуються в меридіальній площині, а [image: image1358.png]P,,P,",P,,P,",




 їх зображення послідовними поверхнями. У системі координат, з початком у фокусі першої поверхні, координати точок [image: image1360.png]Po, Py’



 і [image: image1362.png]PP’



 пов’язані співвідношенням:
[image: image1363.png]W h_&
Yo zo f




[image: image1364.png]W_fo_z
," zo° fi





Отже,
	
	[image: image1366.png]


,
	([image: image1368.png]


)

	
	[image: image1370.png]


.
	(2)


Нехай 
	
	[image: image1371.png]



	(3)


Тоді з (1) і (2) знаходимо:

	
	[image: image1373.png]foo¥o" _ _ fi¥a¥y’
2z 2z




.
	(4)


Оскільки [image: image1375.png]


 то останній вираз запишеться так:

[image: image1377.png]Mo¥o¥o' _ Ma¥y¥y’

8zy 8z,



.

Аналогічно отримується вираз для заломлення на другій поверхні:

[image: image1378.png]Y nhY
Az, Az,





тобто в загальному випадку
	
	[image: image1379.png]



	(5)


Отже,

[image: image1381.png]nYi¥;"t



 інваріант послідовних перетворень.

Якщо [image: image1383.png]


 (рис. 39), то (5) набуде вигляду
[image: image1385.png]n, Y itgy:— =nYitgy;




.
У даному співвідношенні [image: image1387.png]tgy



 [image: image1389.png]tgy



 можна замінити на [image: image1391.png]


 і [image: image1393.png]


, тоді отримується формула Сміта–Гельмгольца:

	
	[image: image1394.png]n,_ Y Vi




	(6)


Величина [image: image1396.png]


 інваріант Сміта–Гельмгольца.
Використовуємо співвідношення між величинами, які стосуються першого і останього середовищ (простір предмета і простір зображення), будемо опускати індекс.

Нехай [image: image1398.png](Y,2),(Y +6Y,Z + 6Z) —



 дві сусідні точки в просторі предмета, а [image: image1400.png],Z),(Y' +6Y',Z' + 6Z") —



 спряжені ним точки.

Застосовуємо формулу Сміта – Гельмгольца, отримаємо:

	
	[image: image1402.png]ny(Y+8Y) _ niyi(yr+6yr)
sz sz



.
	(7)


Границя [image: image1404.png]§Y = 0;6Z - 0



 дає:

[image: image1406.png]


.
Оскільки [image: image1408.png]Z=const



то останній вираз набуде вигляду
[image: image1410.png]HC.




.
Це співвідношення – формула Максвела для відносного збільшення. Тобто повздовжні збільшення дорівнюють квадрату поперечного збільшення, помноженого на відношення показників заломлення [image: image1411.png]


.
Або

[image: image1414.png]


,
тобто відношення фокусних відстаней дорівнює відношенню показників заломлення зі знаком мінус.

З формули Сміта–Гельмгольца можна отримати
[image: image1415.png]



тобто добуток поперечного та кутового збільшення не залежить від виразу спряжених площин.

4.10. Стигматичні відображення в пучках із великою кутовою апертурою

Закони параксіальної оптики отримуються для випадку, коли розміри предмету і кути, які утворюють промені з віссю, малі. Часто використовують оптичну систему і малі предмети, але зі значними кутами нахилу променів по відношенню до осі.

Тоді існує дві прості умови існування стигматичного відображення – умова синусів та умова Гершеля.

Нехай [image: image1417.png]


точка предмета, яка знаходиться на осі, [image: image1419.png]


 довільна близька до неї точка, яка не обов’язково лежить на осі. Нехай система відображає ці точки  стигматично. Тоді [image: image1421.png]


 і [image: image1423.png]


 відображення точок [image: image1425.png]


 та [image: image1427.png]


.

Нехай [image: image1429.png](X0, Y0, Zo)



 і [image: image1431.png](x1,1,21) —



 координати точок [image: image1433.png]PyiP,



, причому координати [image: image1435.png]


  оцінюються відносно прямокутної системи з центром у точці [image: image1437.png]


, а координати [image: image1439.png]


відносно системи з паралельними осями і центрі в точці [image: image1441.png]


, напрямок осі z у цих системах вибрані так, що він був паралельним до оптичної осі системи.
[image: image1442.png]


Рис. 40. Пояснення умови формування стигматичного зображення пучка зі значною кутовою апертурою
З принципу рівного оптичного шляху отримаємо, що довжини всіх променів, які з’єднують точки [image: image1444.png]


 і [image: image1446.png]


, однакові. Отже, якщо через [image: image1448.png]


 позначити точкову характеристику середовища, то

	
	[image: image1449.png]V(xo,Yo,Zo; X1,¥1,21) — V(0,0,0;0,0,0) = F(xo, Vo, Zo; X1,1, 21,




	(1)


де F – деяка функція, яка не залежить від променевих компонент.

Використовуючи зв’язок променевих компонент з точковою характеристикою і нехтуючи членами, які містять другий та більш високий ступені розкладу в ряд, з (1) отримуємо:

	
	[image: image1451.png](221 + 02 ys +m3Dz;) = (0 %0 + 0030 + M0 V70) =
F(Xo,Y0,Z0; X1, Y1, 21)




	(2)


де [image: image1453.png](2o

()

+qo

()

(n))



 і [image: image1455.png](p:

(@

241

(@

(n)) —



 променеві компоненти довільної пари відповідних променів, що проходять через точки [image: image1457.png]


 і [image: image1459.png]


 На величину променевих компонент не накладено жодних обмежень, хоча т.[image: image1461.png]


 і [image: image1463.png]


 розташовані близько до [image: image1465.png]


 і [image: image1467.png]


.

Виділяють два випадки:

1) т.[image: image1469.png]


 і [image: image1471.png]


 лежать у площинах [image: image1473.png]


 і [image: image1475.png]


;

2) т.[image: image1477.png]


 і [image: image1479.png]


 лежать на осі симетрії.

Умова синусів
Розглядаємо промені лише в меридіальній площині ([image: image1481.png]


). Згідно з наведеними умовами, [image: image1483.png]zo=0Taz, =0



.

Тоді

	
	[image: image1485.png]31y — 4oy, = F(0,3,0;0,y;,0)



.
	(3)


Це співвідношення справедливе для довільної пари спряжених променів. Тому воно має бути правильним і для осьової пари [image: image1487.png]@ =g, =0



 і [image: image1489.png]p, @ =q,9=0



.

Отже,
	
	[image: image1491.png]F(0,y,,0;0,y,,0) =0



.
	(4)


Таким чином, (3) запишеться як
	
	[image: image1492.png]7:“y; = 4.,




	(5)


або в явному вигляді
	
	[image: image1493.png]n,y; siny; = ngY, siny,,




	(6)


де [image: image1495.png]V1



 і [image: image1497.png]Yo —



 кути, які утворюються відповідними променями, що проходять через  [image: image1499.png]


 і [image: image1501.png]


, з віссю [image: image1503.png]


 [image: image1505.png]


 і [image: image1507.png]


 показники заломлення середовища у просторах предмета і зображення. Співвідношення (6) носить назву умови синусів: це та умова, при виконанні якої незначна частина площини предмета, що лежить поблизу оптичної осі, різко відображається розбіжним пучком променів із довільною кутовою апаратурою. Якщо кутове розходженням мале, то [image: image1509.png]siny;



 і [image: image1511.png]siny,



 можна замінити на [image: image1513.png]Vi



і [image: image1515.png]Yo



, і умова синусів переходить в умову Сміта–Гельмгольца.
Якщо предмет знаходиться на безмежності, то умова синусів переписується.

Нехай деяка точка предмета розташована на значній відстані від першої поверхні. Якщо [image: image1517.png]


 абсциса цієї точки в системі координат із центром у першому фокусі і [image: image1519.png]


 відстань від осі точки перетину променя, що  виходить з осьової точки, з першої поверхні, то [image: image1521.png]h, — 1
(z Sm}'n)/
o



, при [image: image1523.png]Zy =



 і постійному  [image: image1525.png]


. Оскільки [image: image1527.png]


 велике, то (6) набуде вигляду (умова синусів переписується)
	
	[image: image1528.png]Mo

N
ho = —L zysiny,
o




	(7)


Оскільки [image: image1530.png]s _

Yo

fo



, а [image: image1532.png]


, то при [image: image1534.png]Zy =



 вираз (7) може бути записаним так:

	
	[image: image1536.png]


.
	(8)


Тобто довільний промінь, який падає паралельно до осі, перетне спряжений йому промінь по колу радіуса [image: image1538.png]fi



 із центром у фокусі.
Отже, дві осьові точки утворюють апланатичну пару: якщо вони є стигматичними зображеннями одна одної і якщо спряжені промені, що проходять через них, задовільняють умову синусів.

Відповідно до теорії аберації, осьовий астигматизм означає, що при розкладі характеристичної функції відсутні члени, які не залежать від відстані предмета до осі, тобто відсутня сферична аберація всіх порядків. Якщо виконується умова синусів, то зникають члени, які містять відстань до осі в першому степені; ці члени описують аберацію, яка носить назву колової коми.
Умова Гершеля

Розглянемо випадок, коли [image: image1540.png]


 і [image: image1542.png]


 знаходяться на осі системи [image: image1544.png](xo=yo =0,x;, =y, =0)



. Умова різкого відображення набуде вигляду:

[image: image1545.png]m, @z, —my @z, = F(0,0,2,;0,0,z,)




або через [image: image1547.png]Yo



 і [image: image1549.png]V1 —




	
	[image: image1551.png]n,z, siny,; —nyzysiny, = F(0,0,2,;0,0,z,)



.
	(*)


В окремому випадку осьового променя отримаємо:

[image: image1553.png]F(0,0,2,;0,0,2z,) = n,z; —nyzo = 0



.
Отже, (*) можна подати у вигляді
[image: image1555.png]3 2Yo
nz; sin® 22 = nozosin



.
Це співвідношення є однією з форм запису умови Гершеля. Вважаємо, якщо відстані від початку координат малі, то формула Максвелла набуде вигляду
[image: image1557.png]dz'y _ E(dy‘,)z
dzo  n \dy J,_one



, або
[image: image1558.png]ézb(&)z

Zg Ny Vo




Тоді умова Гершеля може бути записана так:

[image: image1559.png]£ - Yo
ny¥; sin— = nyy, sin =~




Якщо ця умова виконується, то будь-який елемент осі, який розташований поблизу [image: image1561.png]


, буде різко відображатися пучком променів незалежно від величини кутового розходження.
Умова синусів і умова Гершеля можуть задовольнятися одночасно лише у випадку [image: image1563.png]Yi="Y



. Тоді [image: image1565.png]"/,
/2=
V1 /’,Vn =



 тобто повздовжнє і поперечне збільшення дорівнюють відношенню показників заломлення середовища в просторі предмета і в просторі зображення.
4.11. Астигматизм пучків променів
Прямолінійні промені, які мають спільну точку, утворюють гомоцентричний пучок. Хвильові фронти в цьому випадку мають вигляд сферичних поверхонь, центр яких знаходиться в точці перетину променів. Зазвичай після заломлення або відбивання їх гомоцентричність порушується.

1. Фокальні властивості тонкого пучка
Нехай S – один із хвильових фронтів пучка прямолінійних променів, а P – довільна точка.

[image: image1566.png]



Рис. 41. Астигматизм пучків променів
Розглянемо площину, яка проходить через [image: image1568.png]T.P



, і позначимо криву перетину цієї площини з поверхнею S через C. Оскільки пучки променя нормальні до поверхні S, центр кола кривизни в т.Р розташований на промені, який проходить через цю точку.
Якщо повертати дану площину навколо променя, то крива С, а отже, і радіус кривизни будуть змінюватися неперервно. При повороті площадки на [image: image1570.png]180°



 величина радіуса кривизни в т.Р пройде через свої максимальні й мінімальні значення.

Дві площини, де лежать максимальний і мінімальний радіуси кривизни, взаємно перпендикулярні. Ці площини є головними площинами для т.Р, а відповідні радіуси – головними радіусами кривизни. Крива на поверхні S, яка дотикається у всіх своїх точках до головних площин, утворює два взаємно перпендикулярних сімейства кривих, які називають лініями кривизни.

[image: image1571.png]ds




Рис. 42. Поняття центрального променя
Промінь l, який проходить через центральну т.Р, носить назву центрального (або головного) променя пучка, а відстань між фокальними лініями, яка виміряна вздовж цього пучка, – астигматичної різниці пучка. Дві площини, які проходять через [image: image1573.png]fLLf, -



 це фокальні площині пучка; ці площини перпендикулярні одна одній.
Заломлення тонкого пучка

Тонкий пучок променів повністю характеризується своїм центральним променем і двома своїми фокальними лініями. Нехай такий пучок падає на заломлену поверхню. Визначаємо центральний промінь і фокальні лінії заломленого пучка.

Розглянемо випадок збігу однієї з головних площин із головною площиною кривизни заломлення поверхні в [image: image1575.png]T.0



, де її перетинає центральний промінь.
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Рис. 43. Заломлення тонкого пучка променів

Нехай центр декартової системи координат збігається із центром у [image: image1578.png]TouL; O



. Вісь z, направлена по нормалі до поверхні T, осі x і y направлені по головних лініях кривизни поверхні T.
Нехай [image: image1580.png]


 і [image: image1582.png]


 кути, утворені центральними променями [image: image1584.png]


 і [image: image1586.png]


 двох пучків із віссю [image: image1588.png]


,[image: image1590.png]


і [image: image1592.png]


фокуси падаючого пучка, який розташований відповідно при [image: image1594.png]z=Gyiz=G,



.
Фокальна лінія в [image: image1598.png]


[image: image1596.png]


 перпендикулярна до площини падіння; у цьому випадку  первинний фокус, а відповідна фокальна лінія [image: image1600.png]


первинна фокальна лінія. Фокус [image: image1602.png]


вторинний фокус, а відповідно фокальна лінія [image: image1604.png]fo



 (що лежить у площині падіння) [image: image1606.png]


 вторинна фокальна лінія. У випадку центральної системи, первинний і вторинний фокуси пучка, центральний промінь якого знаходяться в меридіанальній площині, називають тангінциальним і сагітальним фокусами.

Вираз, який визначає положення фокуса [image: image1608.png]


 заломлюючого променя:
[image: image1609.png]ngcos® @, nycos®d; mycos® Gy —n,cos® G,
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[image: image1611.png]


 меридіальний інваріант астигматичного пучка,

[image: image1613.png]


задає первинний фокус.

Промені, які виходять із [image: image1615.png]Touku F'



, задають положення вторинного фокуса [image: image1617.png]


:
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сагітальний інваріант.

РОЗДІЛ 5. АБЕРАЦІЇ ОПТИЧНИХ СИСТЕМ
5.1. Променеві та хвильові аберації, зв’язок між ними
Розглянемо аксиально-симетричну оптичну систему (рис. 44). 
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Рис. 44. Уявлення про променеву та хвильову аберації
Нехай точки [image: image1621.png]P,



,[image: image1623.png]


, Р1 – точки перетину променя, який виходить із Р0, з площиною вхідної зіниці, вихідної зіниці та площиною зображення оптичної системи.

Якщо [image: image1625.png]P



 –  параксіальне (без спотворень)  зображення точки Р0, якщо б не було аберацій, а Р1 – реальне зображення, то вектор  [image: image1627.png]


 носить назву аберації променя, або просторової аберації. Нехай W – хвильовий фронт, який проходить через центр [image: image1629.png]


 вихідної зіниці і зв’язаний з пучком, що формує зображення і виходить з  точки Р0. Якщо аберації відсутні, то W збігається зі сферою S, центр якої знаходиться в точці [image: image1631.png]P



, і сама вона проходить через точку [image: image1633.png]


. Ця сфера називається опорною сферою Гаусса (рис. 45) із радіусом R.

Нехай Q і[image: image1635.png]


 – точки  перетину  променя [image: image1637.png]


  з  опорною  сферою  і хвильовим фронтом відповідно. Оптичну довжину шляху [image: image1639.png]® = [QQ]



 називають аберацією хвильового елемента в точці Q, або хвильовою аберацією. Вона вважається додатною, якщо [image: image1641.png]


 і Р1 розташовані по різні боки від опорної сфери (як і в даному випадку). У звичайних приладах вона може досягати 40-50 довжин хвиль, а в телескопах, мікроскопах – частину цих величин.
[image: image1642.png]



Рис. 45. Уявлення про хвильову аберацію
Вираз для хвильової  аберації легко отримати через точкову  характеристику Гамільтона:
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	(1)


Тут використано та обставина, що точки [image: image1645.png]


 і [image: image1647.png]


 знаходяться на одному хвильовому фронті W.

Уведемо дві системи координат: у площині предмета і в площині зображення. Координата Z площини вхідної зіниці у першій системі відповідає D0, а координата Z  площини вихідної зіниці відносно другої системи – D1. Відповідно до з (1),
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	(2)


Тут (X, Y, Z) – координати точки Q, яка знаходиться на опорній сфері.

З рівняння із центром у точці [image: image1650.png]P
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	(3)


де   [image: image1653.png]X;



, [image: image1655.png]


( координати точки [image: image1657.png]P



 (координата [image: image1659.png]72




);

	
	[image: image1661.png]




	(4)


М – поперечне гауссове збільшення.

Виходячи з (3), координату z подамо як f(X,Y),  тоді з (2)

[image: image1663.png]O =d(X,,Y,X,Y)



.

Знайдемо зв’язок променевої і хвильової аберацій. Для цього з (2)

	
	[image: image1664.png]00 _ov oV oz
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	(5)


Якщо [image: image1666.png]ay, By Vs



 – кути, які утворює промінь QP1 з осями координат, а x1, y1, z1 = 0 –  координати точки P1, тоді, згідно з рис. 45,

	
	[image: image1667.png]



	(6)


і  [image: image1669.png]nycosy; =ny
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,

де 
[image: image1670.wmf]R
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 визначається, як для R за (3)

	
	[image: image1671.png]R?=(X—-X)*+ (Y -V)?+2?




	(7)


Це відстань від Q до P1. Далі з (3)
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	(8)


Підставимо (6) і (8) у (5):
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і аналогічно 
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	(9)


Тобто величина 
[image: image1675.wmf]R

¢

 залежить від координат точки Р1, але практично завжди можна замінити 
[image: image1676.wmf]R

¢

 на R або [image: image1678.png]


. Отже, співвідношення (9) дає можливість за відомою функцією хвильових аберацій знайти променеві аберації.

Координати точок можна зобразити в полярній системі координат:

	
	[image: image1680.png]


, [image: image1682.png]X, =rcosf



,

      [image: image1684.png]Y, =1, sin6,



, [image: image1686.png]


.
	(10)


Це означає, що функція хвильових аберацій 
[image: image1687.wmf]F

 може бути подана як функція трьох скалярних добутків

	
	[image: image1688.png]



	(11)


тобто залежить від квадратичних членів координат  X0, Y0, X, Y. Тому при розкладі функції Ф  по координатах непарні ступені повинні бути відсутніми. Крім того, оскільки Ф(0,0,0,0) = 0 (строго на оптичній  осі точка О0 відобразиться в точку 
[image: image1689.wmf]1

O

¢

 без аберацій), членів першого степеня  також не буває. Більше того, не буде й членів другого степеня, оскільки, згідно з (9), у цьому випадку променеві аберації повинні бути пропорційними координатам у першому степені. А цього не може бути, інакше точка Р1 у лінійному наближенні вже буде параксіальним зображенням точки Р0, а не точкою 
[image: image1690.wmf]*
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 (це відповідає відсутності аберацій).

Таким чином, даний розклад має вигляд
	
	[image: image1691.png]®=0® + dO) +.





	(12)


де [image: image1693.png]oleld]



 – поліном степеня 2k по координатах і містить їх лише у вигляді трьох скалярних інваріантів (11). У цьому випадку член степеня 2k описує хвильову  аберацію порядку 2k. Найнижчий порядок хвильової аберації – 4-й порядок, а променевої – 3-й порядок. Вони називаються первинними, елементарними абераціями, або абераціями Зайделя.
5.2. Класифікація аберацій оптичних систем

[image: image2493.png]4%




5.3. Первинні аберації

Для розгляду абераційних процесів на основних елементах оптичної системи ( площини зображень і площини вихідої зіниці ( Шваршильд увів для функції Ф нові змінні, які назвав змінними Зайделя. У площині предмета і в площині зображення введемо нові одиниці довжини l0 і l1, такі що 

	
	[image: image1695.png]=M



,
	(13)


М – поперечне гауссове збільшення.

Точки на площині предмета в цьому масштабі довжин позначаємо як координати х0, у0, а в площині зображення х1, у1, тоді

	
	[image: image1697.png]


,[image: image1699.png]


;

         [image: image1701.png]


,[image: image1703.png]


.
	(14)


Координати точки [image: image1705.png]


 у площині вхідної зіниці (рис. 44) будуть [image: image1707.png]


, [image: image1709.png]


, D0. Їх можна виразити через променеві компоненти променя Р0, [image: image1711.png]


так:

	
	[image: image1713.png]


.
	(15)


Тут  у наближенні параксіальної оптики можна, розкладаючи корінь у ряд, обмежитися лише першим членом розкладу. Аналогічно

	
	[image: image1715.png]


.
	(15()


Для координат точки [image: image1717.png]


 у площині вихідної зіниці отримаємо
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	(16)


Тепер уведемо  нові одиниці довжини в площині вхідної і вихідної зіниць [image: image1720.png]


 і [image: image1722.png]


, такі, що
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,
	(17)


де М( – гауссове поперечне збільшення на вихідній зіниці відносно вхідної зіниці. Тоді в новому масштабі для площини вхідної зіниці

	
	[image: image1725.png]



	(18)


Аналогічно для площини вихідної зіниці

	
	[image: image1726.png]



	(18()


Знайдемо з (15() значення [image: image1728.png]


, [image: image1730.png]


 і підставимо їх у (18):
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	(19)


Підставимо у (18() значення для [image: image1733.png]


 і [image: image1735.png]


 з (16):
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	(19()


Постійна С з (14) у цих масштабах виміру координат
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	(20)


Величини х0, у0, х1, у1 для площин предмета і зображення та величини 
[image: image1738.wmf]h

x

h

x

,

,

,

0

0

 для вхідної  та вихідної зіниць називають змінними Зайделя. Вони пов’язані зі старими координатами точок Р0, Р1 співвідношеннями (14) і (19). Зворотні співвідношення можна отримати, якщо розв’язати системи рівнянь (14) і (19). Тоді з урахуванням (20)
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,
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	(21)
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.
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У функції аберації Ф координати Х, У можна замінити координатами [image: image1748.png]


 та [image: image1750.png]


 (рис. 44 і 45) для площини вихідної зіниці, тобто [image: image1752.png]O(X,, Y, X, Y) = ©(X,, Y, X1, V2)



. Виходячи з (21), бачимо, що змінні X0, Y0 можна замінити змінними Зайделя х0, у0, а з (18() змінні [image: image1754.png]


 і [image: image1756.png]


 – змінними [image: image1758.png]


 і [image: image1760.png]


, тоді
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.
	(23)


Тут 
[image: image1763.wmf]j

 – функція хвильових аберацій, що виражається змінними Зайделя.

Зв’язок між похідними цих функцій такий:

	
	[image: image1764.png]



	(24)


Оскільки [image: image1766.png]9%
ax.  9x



, порівнюючи (24) з (9), знаходимо для променевої аберації  через функцію [image: image1768.png]


:

[image: image1770.png]


,
і аналогічно 
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	(25)


Усі  умови розкладання функції [image: image1773.png]


 такі ж, як і для функції 
[image: image1774.wmf]F

. Тому аналогічно  (12)
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Тут змінні [image: image1777.png]Xo,Vo,%1, 11



 аналогічно (11) входять у комбінації
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	(27)


Тоді, за Шварцшильдом, для первинних аберацій
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При [image: image1782.png]


 в точці О( на осі системи (рис. 45) функція хвильових аберацій [image: image1784.png]@ (x4,7,,0,0) =0



. В цьому випадку з (27) [image: image1786.png]


 і [image: image1788.png]k2



, що можливо лише якщо А=0, тобто
	
	[image: image1790.png]=
3Bp* = Ck* = Dr2p? + Er?k® + Fp2k?



.
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Знаки і цифри при коефіцієнтах В, С, ... були встановлені Шварцшильдом і є загальноприйнятими.

Зі співвідношень (25) знаходимо (якщо [image: image1792.png]


):
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;                                
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Тут 
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	(31)


і [image: image1799.png]A (y) =y, (2Ck* — Er* — Fp*) +1,(Bp” + Dr* — 2Fk’)



 – променеві аберації вздовж осей Х, У в площині зображення.

Оскільки є п’ять коефіцієнтів, може бути п’ять типів первинних аберацій Зайделя.

При дослідженні аберацій Зайделя в площині вихідної зіниці є зміст ввести полярну систему координат і обмежитися лише меридіальною площиною Y0Z, коли [image: image1801.png]


. Тоді, згідно з (27), [image: image1803.png]§, =psinf,n, = pcosB,r* =y k?=y,pcosf



 і (31) записується в полярній системі координат
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;      
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,
	  (32)


а функція хвильових аберацій за (29)
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.
	(33)


У випадку рівності нулю всіх п’яти коефіцієнтів хвильові аберації відсутні і хвильовий фронт W збігається з опорною сферою Гаусса.

5.4. Аналіз первинних аберацій

У реальних оптичних системах ті або інші (а іноді і всі) коефіцієнти у розкладі (33) наявні, тому виникають аберації – відхилення хвильового фронту від опорної сфери Гаусса. Променеві аберації для визначення точки предмета можуть бути зображені у вигляді так званих абераційних кривих. Ці криві –  геометричні   місця точок перетину променів, які виходять із вихідної зіниці з точками 
[image: image1810.wmf]const
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, із площиною зображення. Розглянемо  окрему кожну з аберацій Зайделя.

А. Сферична аберація ([image: image1812.png]


)


[image: image1813.png]



Рис. 46. Поняття про розподіл хвильового фронту для сферичної аберації
Якщо всі коефіцієнти, за винятком В, дорівнюють нулю, то з (33)

	
	[image: image1814.png]A®x=Bp3sin6, A®=Bp3cosh





	(34)


Абераційні криві (з 32) у цьому випадку мають форму концентричних  кіл, центри яких розташовані  в  точці параксіального зображення ([image: image1816.png]P



). Радіуси цих кіл пропорційні [image: image1818.png]


, тобто третьому степеню відстані від центра вихідної зіниці (сильна залежність від нахилу пучків до оптичної осі, але відсутня залежність від точки розташування на предметі ([image: image1820.png]


)). Це означає, що навіть для точки предмета, яка розташовується на оптичній осі, аберація буде сферичною  (рис. 47).

[image: image1821.png]nnowuHa
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Рис. 47. Поняття про формування сферичної аберації
Переміщуючи площину зображення, можна знайти таке її положення, коли кружок буде мінімальним. Це мінімальне зображення точки називають найменшим кружком розсіювання. 

Таким чином, зовнішнє сферична аберація проявляється в тому, що точка предмета, незалежно від значення [image: image1823.png]


, зображується кружком  розсіювання за рахунок пучків, які падають під кутом до оптичної осі.  

Б.Кома ([image: image1825.png]


)

Аберація, зумовлена відмінним від нуля лише коефіцієнтом F, має назву коми. Її рівняння, згідно з (33),

	
	[image: image1826.png]0@ = Fy, p3cos@,a




[image: image1828.png]AG®)(x) = —2Fy,p?sin @ cos 6

Fy,p? sin 26



,

[image: image1830.png]—Fy,p?(1+ 2 cos?8)

Fy,p?(2+ cos 26)



.
	(35)


Видно, що для даної фіксованої точки предмета [image: image1832.png]


 і фіксованого радіуса зони вихідної зіниці [image: image1834.png]


 зі зміною [image: image1836.png]


 від 0 до 2π точка Р1 у площині зображення двічі описує коло, радіус якого [image: image1840.png]2Fy,p’

2



[image: image1838.png]|Fy,p?|



, а центр  його повинен знаходитися на відстані  від точки  параксіального зображення [image: image1842.png]P



 на осі у (в протилежний від оптичної осі  бік порівняно зі знаком у0). При збільшенні у0 і [image: image1844.png]


 радіус кола збільшується, а його центр зсувається в бік від [image: image1846.png]P



 (рис. 48). Відомо, що при виконанні умови синусів Аббе елементи тіла, які лежать близько до оптичної осі, різко відображаються в просторі зображення. Отже, в цьому випадку розкладання функції аберацій у ряд не повинно містити членів, лінійних  по [image: image1848.png]


.
[image: image1849.png]



Рис. 48. Формування аберації “кома”
Це означає, що при виконанні умови синусів первинна кома відсутня. Загальна картина поверхні хвильової аберації “кома” зображена на рис. 49.

[image: image1850.png]



Рис. 49. Хвильовий фронт аберації “кома”
В. Астигматизм ([image: image1852.png]


) і кривизна поля ([image: image1854.png]


)

Ці аберації зручно аналізувати разом. Згідно з (33),

[image: image1856.png]0¥ = —Cy¢ p* cos? 0 — = DyZ p?



,

а з (32)

	
	[image: image1858.png]AG)(x) = DpyZsin @



;

[image: image1860.png]AG)(x) = (2C + D)pyZ cos B



.
	(36)


Перше рівняння зумовлює аберацію вздовж осі х, тобто в сагітальній  площині, тому постійна D називається сагітальною кривизною поля. Оскільки постійні не рівні  між собою (вздовж x і y), в площині зображення будуть спостерігатися дві криві поверхні, які приблизно можна вважати  сферичними. Нехай Rt  і [image: image1862.png]


 – їх радіуси. Згідно з  рис. 50,  Rt > 0, RS < 0. 

Можна показати, що  ці радіуси пов’язані з постійними  С і D такими співвідношеннями:

[image: image1863.png]



Рис. 50. Формування “астигматизму” та “кривизни поля”
	
	[image: image1864.png]~_om(C+D), o
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	(37)


Напівсума 

	
	[image: image1865.png]



	(38)


має назву кривизни поля.

Напіврізниця  
	
	[image: image1866.png]



	(39)


називається астигматизмом.

При відсутності астигматизму С=0, [image: image1868.png]


. Хвильові поверхні  астигматизму ([image: image1870.png]@@ = —Cy2p?cos? @



)  і кривизни поля ([image: image1872.png]


) зображені  на рис. 51 і  52.

[image: image1873.png]@ acrermatmiv





Рис. 51. Хвильовий фронт аберації “астигматизм”
[image: image1874.png]?  xpueM3na noxs





Рис.52. Хвильовий фронт аберації “кривизна поля”
Хоча зовні вигляд хвильової поверхні кривизни поля схожий на  хвильову поверхню сферичної аберації, є принципова відмінність, яка полягає в тому, що кривизна поля залежить від [image: image1876.png]


. Отже, для осьових точок предмета вона  дорівнює нулю.
Г. Дисторсія ([image: image1878.png]


)
У цьому випадку з (33)

[image: image1880.png]@@ =Eyipcos @



, а з (32)

	
	[image: image1882.png]


,  [image: image1884.png]


.
	(40)


Оскільки сюди не входять координати [image: image1886.png]


 і [image: image1888.png]


 , відображення отримуються стигматичними і не залежать від радіуса  вихідної зіниці. Однак відстані точок зображення до осі не будуть пропорційні відповідним відстаням точок предмета. При наявності  такої аберації  зображення будь-якої прямої, що не збігається  з оптичною віссю, буде спотвореним (рис. 54).


[image: image1889.png]



Рис. 53. Хвильовий фронт аберації “дисторсія”
[image: image1890.png]Tloaymxonoziona
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Рис. 54. Поняття про формування аберації “дисторсія”
Із п’яти  аберацій Зайделя три (сферична, кома і астигматизм) порушують різкість зображення, дві інші (кривизна поля і дисторсія) змінюють його положення і форму. У загальному випадку не можна сконструювати систему, яка була б вільною від всіх аберацій Зайделя, особливо від аберацій більш високого порядку. 

Отже, в кожному конкретному випадку треба шукати компромісні розв’язки, враховуючи особливості системи. Наприклад, для  телескопів необхідно повністю усунити кому, тому що при її наявності зображення  буде несиметричним і точно виміряти положення зображення неможливо, тоді як дисторсія і кривизна поля  нешкідливі. Зауважимо, що, якщо відхилення хвильового фронту W від опорної сфери Гаусса менше за λ, то наявні є істотними дифракційні явища. У цьому  випадку геометрична теорія аберацій доповнюється ще й дифракційною.

5.5. Аберації довільної центрованої оптичної системи

Розглянемо оптичну систему, яка складається з двох центрованих заломлюючих поверхонь обертання. Нехай О0 – осьова точка предмета, а О1 і О2 – їх параксіальні зображення відповідно першої і двох поверхонь. Використовуючи кутові функції Гамільтона [image: image1892.png]T, (P, 90,P1,91)



 і [image: image1894.png]T, (P, q1,72,92)



 для першої і другої поверхонь, можна отримати вираз для сумарної абераційної функцій обох заломлюючих поверхонь

	
	[image: image1895.png]1
0@ = @ + ¢ —— (B, + B)p3 — (Co+ C)KG,




[image: image1897.png]1
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,
	(41)


звідки випливає, що кожний коефіцієнт первинної аберації для двох поверхонь (як і для довільної центрованої системи) дорівнює сумі відповідних коефіцієнтів для кожної з поверхонь.

Тут

	
	[image: image1899.png]


,  [image: image1901.png]S

&5 +n;



,  [image: image1903.png]


,
	(42)


де [image: image1905.png]


, [image: image1907.png]


 – змінні Зайделя в площині вихідної зіниці системи з двох поверхонь.

Таким чином, розрахунок первинних аберацій для довільної центрованої оптичної системи зводиться до розрахунку сумарних коефіцієнтів первинних аберацій. Задача полегшується тим, що функцію аберацій через змінні Зайделя легко зв’язати з кутовою функцією системи

	
	[image: image1909.png]@ ¥ (x0,¥0,81,m) =T (Py, 0,91, P1)



.
	(43)


Використовуючи розклад кутової функції до членів 4 - го порядку малості. З (43) беремо лише члени, які визначають [image: image1911.png]T®



, а саме:
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Нехай осьова точка предмета знаходиться при [image: image1917.png]


, а її зображення  при z = a1.

Тоді з рис. 55 отримується

	
	[image: image1919.png]


, [image: image1921.png]


,

[image: image1923.png]


, [image: image1925.png]t'=a,+D



.
	(45)
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Рис. 55. Комбінація аберації
Запишемо інваріанти Аббе, виходячи з (42)

	
	[image: image1928.png]


,
[image: image1930.png]


.
	(46)


Використовуючи (45) і (46),
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Оскільки промені і точки, з яких вони виходять, у просторі предметів і зображень взаємно спряжені, можна замінити х1 у1 на х0у0, а також [image: image1936.png]


   на [image: image1938.png]


. Тоді співвідношення (22) запишуться  у  вигляді
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Уводимо  позначення

	
	[image: image1948.png]


; [image: image1950.png]


.
	(49)


Тоді, підставляючи (48) і (49) у (47),
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Порівнюючи (50) і (29), бачимо, що у [image: image1959.png]o™



 немає члена зі змінною [image: image1961.png]


, тому перша фігурна дужка у виразі  (50) = 0.  Порівнянням другого члена у виразі (50) з першим членом виразу (29) отримуємо для коефіцієнта
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Аналогічно порівняння наступних членів дає
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Можна показати, що гауссове поперечне збільшення зображення – предмет 
[image: image1969.wmf])
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а добуток
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Якщо  поверхня обертання сферична,  то  b = 0 і співвідношення (51) значно спрощується. Зі співвідношення (51) з урахуванням (46), (49), (52) і (53) випливає, що абераційні коефцієнти можна  легко розрахувати, знаючи, що параметри оптичної системи  n0, n1, t, 
[image: image1974.wmf]t

¢

, S, 
[image: image1975.wmf]S
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 і  R, а при  відмінності заломлюючої поверхні від сферичної – параметра b. Виходячи зі співвідношення (41), можна написати вираз для абераційних коефіцієнтів для довільної центрованої системи, що  складається з довільної кількості заломлюючих поверхонь  (нехай N – кількість поверхонь):
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і аналогічно для інших коефіцієнтів з (51). З (54) знаходимо, що для довільної оптичної системи (центрованої)
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Зі співвідношень (37) і (38)
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Тут 
[image: image1982.wmf]N

n

 – показник заломлення останнього середовища в системі (тобто біля площини зображення).

Порівнюючи (55) і (56), матимемо
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Якщо оптична система вільна від сферичної аберації, коми та астигматизму, то 
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Отриманий  результат називається  теоремою Петцваля. Вона визначає умову відсутності в оптичній системі даних аберацій.

5.6. Поєднання аберацій

У реальних оптичних системах  аберації  можуть поєднуватися по-різному.  При цьому бувають випадки двох типів, тобто коли при накладанні аберацій:

1) загальна картина в оптичній системі ускладнюється;

2) іноді можлива часткова (дуже рідко повна) компенсація  деяких із них.

Поєднання простої коми і астигматизму (
[image: image1986.wmf]0

,

0

¹

¹

F

C

)

У цьому випадку функція хвильової аберації


[image: image1987.wmf]q

r

q

r

j

cos

cos

3

0

2

2

2

0

)

4

(

Fy

Cy

+

-

=

.

Враховуючи, що 
[image: image1988.wmf]q

r

x

sin

1

=

, а 
[image: image1989.wmf]q

r

h

cos

1

=

, можна виразити хвильову аберацію через змінні Зайделя 
[image: image1990.wmf]1

x

  і 
[image: image1991.wmf]1

h

 в площині вихідної зіниці. Тоді

	
	
[image: image1992.wmf]2

1

1

0

3

1

0

2

1

2

2

0

)

4

(

x

h

h

h

r

j

Fy

Fy

Cy

+

+

-

=

.
	(58)


Видно, що в центрі вихідної зіниці (
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, тобто при малих кутових апертурах вихідної зіниці, основним є перший член (58) – астигматизм. Чим більші апертурні кути вихідної зіниці, тим більший вплив коми. Використовуючи (58), можна побудувати плоску картину розподілу хвильових аберацій у площині вихідної зіниці системи. Вона має вигляд, зображений на рис. 56.
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Рис. 56. Розподіл хвильового фронту комбінації аберацій
Суцільні лінії – так звані абераційні криві: геометричне місце точок з однаковими хвильовими  абераціями.  Рівняння (58) можна розбити на два – вздовж тангенціальної і сагітальної площин:
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сагітальному – 
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Згідно з (59), картина променевих аберацій у площині зображення для поєднання астигматизму і коми зображена на рис. 57.
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Рис. 57. Картина променевої аберації при поєднанні астегматизму
та коми
Поєднання астигматизму і сферичної аберації (
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[image: image2012.wmf]2

1

2

0

2

1

2

1

4

1

4

1

)

4

(

2

1

4

1

4

1

h

h

x

x

h

j

Cy

B

B

B

-

-

-

-

=

.
	(60)


Розглядаючи хвильову аберацію в тангенціальному напрямку, отримаємо
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Величина 
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 зумовлена  лише сферичною аберацією. Нехай у сагітальній площині сферична аберація виправлена самою конструкцією системи, тобто для неї 
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Криві рівних хвильових аберацій – це криві, паралельні осі абсцис (рис. 58). 

Крім того, 
[image: image2020.wmf]0

)

(

)

3

(

=

D

x

, 
[image: image2021.wmf]1

2

0

2

1

)

3

(

2

h

h

Cy

B

y

-

-

=

D

 і в площині зображення лінійна аберація зображується відрізком, розташованим уздовж тангенціального напрямку (рис. 59).
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Рис. 58. Хвильовий фронт                  Рис. 59. Променева аберація розподілу комбінації аберацій                    при поєднанні астегматизму астегматизму та сферичної аберації          та сферичної аберації
5.7. Хроматична аберація довільної центрованої системи лінз
Якщо оптична система містить лінзові елементи, то при переході від однієї довжини хвилі до іншої змінюються показники заломлення матеріалів, з яких ці лінзи виготовлені. Проявляється дисперсія оптичного матеріалу, тобто залежність його показника заломлення від довжини хвилі світла. Для кількісної оцінки міри нормальної  дисперсії скла використовується формула
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де 
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 – показники заломлення для F, D, C ліній Фраунгофера (відповідно 
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 називається в оптиці відносною дисперсією.

Із попереднього розділу видно, що зі зміною n змінюються фокусні відстані, оптична сила, збільшення заломлюючої поверхні, тобто для різних довжин хвиль один і той самий оптичний елемент буде діяти по-різному. Це призведе до спотворення якості зображення, яке називається хроматичною аберацією і проявляється в забарвленні контурів елементів зображення. Нехай 
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Рис. 60. Формування хроматичної аберації
Тоді в просторі зображення виникає хроматизм двох типів. Нехай  
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Розглянемо зміну 
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 фокусної відстані одної тонкої лінзи в залежності від зміни показника заломлення 
[image: image2043.wmf]n

d

.

Виходячи з формули лінзи  
[image: image2044.wmf])

1

1

)(

1

(

1

2

1

r

r

n

f

-

-

=

, отримаємо, що 
[image: image2045.wmf]f

n

)

1

(

-

 для такої лінзи не залежить від довжини хвилі. Отже,
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Розглянемо умови, при яких дві тонкі лінзи (рис. 61) утворюють комбінацію, вільну від хроматизму фокусної відстані.
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де l – відстань між двома тонкими лінзами.
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якщо ахроматизація відбувається для ліній С і F, то,  використовуючи (62) і (63), отримаємо
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де 
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 – відносні дисперсії двох лінз.

У системі, яка складається з кількох компонент, не можна одночасно усунути хроматизм положення і хроматизм збільшення, якщо це не зроблено для кожної компоненти.

Відображення тонкої лінзи – центральна проекція її центра, тому
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Рис. 61. Хроматична аберація системи лінз
Оскільки  
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Якщо довжина хвилі зміниться, то величина 
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 не зміниться, якщо вважати, що в системі відсутній хроматизм розміщення. 

Умова відсутності хроматизму збільшення системи записується як
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Оскільки  
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Розглянемо систему лінз. Нехай для монохроматичного світла система скоректована. Так можна вважати, якщо зміни монохроматичних аберацій при невеликих змінах довжини хвилі малі порівняно із самими абераціями. Тобто ці зміни мають той  самий порядок величин, що й члени в теорії Зайделя:
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	або 
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Якщо позначити зміни якоїсь величини при малій зміні 
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 довжини хвилі через 
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, то з (67) і (68) знаходимо
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Множимо (69) на 
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 і використовуємо співвідношення
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Отримаємо
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Нехай 
[image: image2073.wmf]a

 – кількість поверхонь у досліджуваній оптичній системі. Тоді, додаючи всі рівняння вигляду (72), маємо
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Оскільки положення предмета не залежить від довжини хвилі, 
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. Отримуємо такий вираз для хроматичної аберації 
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Розглянемо тепер хроматичну аберацію збільшення системи М.

Маємо
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Враховуючи, що
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 Логарифмічна похідна виразу (72) задає
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Сума у виразі (76) запишеться як
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Переписуючи другий член у правій частині цього співвідношення за допомогою (70) і (71), а останній – за допомогою (72), отримаємо
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Підставляючи цей вираз у (76) і використовуючи той факт, що 
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Враховуючи
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Якщо показники заломлення середовищ у просторі предмета і зображення однакові, то перші два члени у правій частині (77) зникають. Якщо система ахроматизована відносно положення зображення, то 
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 у (73) також зникають і виникають наступні дві умови, що забезпечують хроматичні спотворення положення зображення і збільшення системи:
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Особливі типи хроматичної аберації

Хроматизм у площині вихідної зіниці

Виникає, коли за вихідною зіницею знаходиться реальна  матеріальна діафрагма  (рис. 62).
Тут 
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 – розміщення зображення діючої діафрагми – вихідної зіниці, а  М – розміщення центру додаткової  матеріальної діафрагми, яка віддалена від 
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Зробимо припущення, що для якоїсь довжини хвилі 
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 хроматизм розміщення відсутній і М збігається з 
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Рис. 62. Хроматизм у площинні вхідної зіниці
Чим більший хроматизм розміщення 
[image: image2106.wmf]хр
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, тим більше геометричне віньєтування для 
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. У результаті цього, внаслідок залежності  віньєтування від довжини хвилі,  виникає забарвлення країв вихідної зіниці – хроматизм у площині вихідної зіниці. Для усунення хроматизму використовують два методи:

1) збільшення величини матеріальної діафрагми доти, поки не зникає забарвлення;

2) зменшення величини матеріальної діафрагми, поки не зникає забарвлення. У цьому випадку матеріальна діафрагма стає вихідною зіницею, а вихідна зіниця – віньєтуючою діафрагмою. Буде картина звичайного геометричного віньєтування, яка не приводить до забарвлення поля зору приладу.

Сферохроматизм
Згідно з виразом (51), величина абераційного коефіцієнта для сферичної аберації 
[image: image2108.wmf])

(

n

f

B

=

. Отже, якщо дисперсія матеріалу 
[image: image2109.wmf])

(

l

n

, то 
[image: image2110.wmf])

(

l

f

B

=

, тобто стає функцією довжини хвилі. А це означає, що величина сферичної аберації буде залежити від довжини хвилі. Це явище називається сферохроматизмом.

Тому при розрахунку сферичної аберації системи лінз задається одна система показників заломлення  (для 
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) і друга система (для 
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). Тоді величина поздовжньої і поперечної сферичної аберації для кожної із довжин хвиль буде різною. Нехай 
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, що визначають величину сферохроматизму.

5.8. Умова відсутності сферичної аберації і астигматизму для однієї заломлюючої поверхні.


Розглянемо випадок сферичної заломлюючої поверхні, для якої коефіцієнт деформації b = 0.


Відсутність сферичної аберації. Згідно з (51), в цьому випадку 
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Оскільки в загальному випадку S, S’, t, t’, 
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[image: image2127.wmf]0

1

1

1

1

1

1

0

'

1

'

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

S

n

S

n

S

R

S

R


	(81)



Видно, що для сферичної аберації місце розташування вихідної і вхідної зіниць значення не мають, оскільки у (51) для B і С в (80) і (81) розмірні відрізки t і 
[image: image2128.wmf]t

¢

 не входять. Із перших двох дужок у (81) отримаємо, що умова відсутності сферичної аберації буде R = S і 
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. Це відповідає розміщенню предмета в центрі заломлюючої поверхні. Третя дужка в (81) дає другу умову:
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Ще одну умову можна отримати, якщо, згідно з (80), припустити, що 
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. Це дає S = 0, що відповідає розміщенню предмета у вершині заломлюючої поверхні. 

Відсутність астигматизму 

У цьому випадку 
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Припустимо спочатку, що S і S’, t і t’ не дорівнюють 0, тоді з урахуванням (45),
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Із перших дужок (84) отримаємо, що умовою відсутності астигматизму буде  R = t, тобто площина вихідної зіниці розміщується в центрі заломлюючої поверхні.


Друга умова відсутності астигматизму отримується, якщо припустити, що 
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. Це відповідає розподілу предмета і площини вхідної зіниці у вершині заломлюючої поверхні. І, нарешті, третя умова отримується з рівності нулю виразу (84), у других дужках 
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, що відповідає умові (82) відсутності сферичної аберації. Це означає, що при виконанні умови (82) в системі відсутні як сферична аберація, так і  астигматизм. Для геометричного пояснення цієї умови звернемося до рис. 63. Стосовно даного випадку 
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Позначимо відстань від заломлюючої поверхні до точки предмета S, а від заломлюючої поверхні до точки зображення – 
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Рис. 63. Поняття про сферохроматизм
З подібності трикутників 
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, що повністю аналогічне співвідношенню (82) і  визначає умову відсутності астигматизму та сферичної аберації. Нагадаємо, що точка 
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) називають апланатичними точками заломлюючої поверхні. Всі точки на сфері, що проходять через точку 
[image: image2157.wmf]0
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, будуть апланатичними до спряжених до них точок, що лежать на другій сфері з центром в тій же точці 
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, яка проходить через точку
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. Ці сферичні поверхні називаються апланатичними поверхнями. Предмет, що лежить в одній апланатичній площині, буде безабераційно відображатись в іншу апланатичну площину. Умова (82) є умовою апланатизму. 


Відмітимо, що, згідно з умовою синусів, збільшення 
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Апланатичні сферичні поверхні використовуються як конструктивні елементи, що не мають аберацій (за винятком кривизни поля і дисторсії), при компонуванні різних оптичних систем.

5.9. Термооптичні аберації

Вплив температури на роботу оптичної системи складається з двох чинників.

По-перше, оптична деталь під впливом температури набуває лінійного розширення, що зумовлює пропорційне збільшення його лінійних розмірів (товщини, радіуса), а також фокусної відстані фокальних відрізків.

По-друге, під впливом температури відбувається зміна показника заломлення, що є причиною зміни фокусної відстані і відрізків до точок фокусів, навіть при збереженні лінійних розмірів оптичної деталі.

Крім того, в оптичній системі, яка складається з кількох оптичних деталей, які виготовлені з різного оптичного скла, можливі неоднакові за величиною і за знаком зміни фокусних відстаней і фокальних відрізків, які можуть або підсумовуватися, або взаємно відніматися.

Якщо оптичні деталі розташовані на значній відстані одна від одної, то необхідно враховувати й можливі температурні зміни розмірів оправи, які несуть оптичні деталі, що може призвести до зміни повітряних проміжків між ними.

Вплив температури на роботу оптичної системи дуже малий і зводиться до виникнення деякого розфокусування, що відчувається лише при значних змінах температури для достатньо довгих фокусних систем.

У довідниках наводяться термооптичні характеристики для спектральних ліній C,D і F:

1. Приріст відносних показників заломлення при підвищенні t на [image: image2165.png]1°C



, що виражається як

	
	[image: image2166.png]



	(v)


2. Термооптична постійна [image: image2168.png]


 що дорівнює
	
	[image: image2169.png]@,





	(*)


де [image: image2171.png]


 ТК лінійного розширення;
[image: image2173.png]


 коефіцієнт лінійного розширення при температурі t.

3. Термооптична постійна [image: image2175.png]Wt 2,



 дорівнює:

[image: image2176.png]Wy = Bea+ @, (n; — 1),




[image: image2178.png]


 приріст абсолютного значення показника заломлення.

Сила тонкої лінзи може бути записана так:

[image: image2179.png]



У дужках вираз  залежить від пропорційної зміни радіусів, тому зі зміною t відношення не змінюється.

Диференцюємо Ф:

	
	[image: image2180.png]



	(*)

	
	або  [image: image2182.png]1d0 _ g dr
v @ = ra





	(**)


Права частина (**) відповідає правій частині (*), тобто постійність величини [image: image2184.png]


 забезпечує пропорційність росту сили лінзи та їх фокусної відстані зі зміною t.

Відповідна дисперсія:

[image: image2185.png]



а вплив лінійного розширення враховуються як безпосередній коефіцієнт при силі лінзи. Тоді термооптична зміна сили лінзи  [image: image2187.png]d® =

dt



.
РОЗДІЛ 6. УТВОРЕННЯ ДИФРАКЦІЙНОГО ЗОБРАЖЕННЯ
6.1.  Розподіл енергії в площині зображення


Знання величини і характеру хвильових аберацій ще не є  критерієм для оцінки якості зображення. Більш повне уявлення про якість зображення можна отримати по картині розподілу світлової енергії в площині зображення. Найбільш простий з точки зору математичного описання випадок відображення точкового джерела (предмета), що знаходиться в предметній площині. Розглянемо спочатку саме цей випадок, поділивши його на дві частини: картина дифракції в площині зображення без урахування і з врахуванням аберацій.

Дифракційна картина без аберацій

Нехай є ідеальна (безабераційна рис. 64) оптична система.
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Рис. 64. Формування дифракційного зображення
Тут точка Р* є стигматичним зображенням точки 
[image: image2189.wmf]0

P

 і отримується як результат дифракції на діючому отворі вихідної зіниці (вважатимемо, що вона кругла з радіусом круга 
[image: image2190.wmf]s

). Кут 
[image: image2191.wmf]Q

 – кут нахилу пучків до оптичной осі. З курсу хвильової оптики відомо, що у випадку дифракції на круглому отворі картина розподілу інтенсивності (освітленості) в площині зображення описується співвідношенням
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де 
[image: image2193.wmf]s
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[image: image2194.wmf]R
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амплітуда хвильового фронту на опірній сфері Гаусса; А - деякий коефіцієнт, який визначається властивостями випромінювання джерела (предмета)]:
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тут φ – кут дифракції.

Вид функції 
[image: image2196.wmf]2
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визначає характер розподілу освітленості в площині зображення. 

[image: image2197.png]



Рис. 65. Розподіл освітленості в площині зображення

Детально досліджувати цю функцію не будемо, її графік показано на рис. 65, з якого видно, що точка 
[image: image2198.wmf]0

P

 у площині зображення навіть у випадку стигматичного зображення зобразиться не точкою, а,  внаслідок дифракції, –  кружком розмиття, який навколо супроводжується темними і світлими кільцями. 


Цей кружок носить назву  кружка Ейрі, а точка максимального значення інтенсивності 
[image: image2199.wmf]*
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. Якщо біля точки 
[image: image2200.wmf]0
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 є інша точка предмета 
[image: image2201.wmf]'
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, її дифракційне зображення 
[image: image2202.wmf])
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 наложиться на дифракційне зображення точки 
[image: image2203.wmf]0

P

, що знаходиться в близько розташованій точці 
[image: image2204.wmf]*
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. Згідно з критерієм Релея, ці точки в площині зображення розрізняються як окремі точки, якщо максимум кружка Ейрі для точки 
[image: image2205.wmf]*
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 збігається з першим мінімумом кружка Ейрі для точки 
[image: image2206.wmf]*
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(рис. 66). Точка перетину двох кривих відповідає значенню 
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Рис. 66. Підходи до критерія Релея
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[image: image2210.png]



Рис. 67. Критерій Релея
Якщо дві точки, близькі в площині зображення, ще розрізняються, то зображення вважається якісним. Це означає, що, згідно з Релеєм, зображення може бути  якісним, якщо провал в інтенсивностях між головними максимумами кружків Ейрі не менше 0,2. 

Картина дифракції з урахуванням аберацій
Розглянемо ту ж оптичну систему, але тут уже внаслідок аберацій точка 
[image: image2211.wmf]0
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 зобразиться кружком Ейрі, який знаходиться в точці 
[image: image2212.wmf]1
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, а не в точці 
[image: image2213.wmf]*
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. Згідно з принципом Гюйгенса–Френеля, амплітуда в точці 
[image: image2214.wmf]*
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де 
[image: image2216.wmf]R
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 – амплітуда хвилі в точці Q; 
[image: image2217.wmf]Q

і 
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– кути між R і 
[image: image2219.wmf]R
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 та оптичною віссю системи відповідно; t – поточна координата, час; Т – період коливання; 
[image: image2220.wmf]j

- хвильова аберація; 
[image: image2221.wmf]l

 – довжина хвилі (світло монохроматичне); ds – елементарний відрізок отвору вихідної зіниці (в загальному випадку довільної форми); S – його площа.


Оскільки різниця між  R і R’ мала, можна вважати, що 
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. Тому вираз (4) буде мати вигляд
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Розкладаючи sin суми кутів, отримаємо: 
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Помножуючи формулу (6) на спряжений їй вираз, отримаємо вираз для освітленості в околі точки
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	де 
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	Оскільки ds/
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Хвильову аберацію можна зобразити як функцію змінних Зейделя в площині вихідної зіниці 
[image: image2238.wmf]x

 і 
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, тоді елемент тілесного кута d
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. В полярній системі координат 
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, а інтеграли (10) стануть подвійними інтегралами з такими межами інтегрування: по 
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 – від 0 до 
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Формула (9) з урахуванням (11) і дає розподіл освітленості дифракційної картини зображення точки 
[image: image2250.wmf]0
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 при наявності аберацій.

В одиничному випадку відсутності аберацій, тобто при 
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Тому, відповідно до (9), інтегральна освітленість у точці
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тобто інтегральна освітленість в зображенні точки 
[image: image2255.wmf]*
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 в площині зображення прямо пропорційна квадрату тілесного кута, який побудований на площині вихідної зіниці з вершиною в точці 
[image: image2256.wmf]*
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(при відсутності аберацій). Крім того, оскільки в полярній системі координат, згідно з (11), 
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для круглого отвору вихідної зіниці з радіусом 
[image: image2259.wmf]s

.


Якщо отвір прямокутної форми, потрібно віділити два напрямки: тангенціальний – уздовж осі y (див. рис. 56), позначивши граничний розмір отвору через 
[image: image2260.wmf]t

s

, і сагітальний – вздовж осі х, з аналогічним розміром отвору – 
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. Тоді інтегральна освітленість в точці 
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 згідно з (12), 
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Для вихідного отвору еліптичної форми аналогічно
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На практиці для оцінки якості зображення найчастіше  використовують не освітленість Е, яка визначається за виразом (9), а співвідношення
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Це співвідношення освітленості при наявності аберацій до освітленості безабераційного зображення точки, називають числом Штреля, або шуканою визначуваною яскравістю, яка визначається.
6.2. Конкретні приклади впливу аберацій на якість зображення


А. Астигматизм 
[image: image2267.wmf](
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Розглянемо вплив повздовжнього астигматизму. Це еквівалентно тому, що центр сфери Гаусса зміщується вздовж оптичної осі (точка 
[image: image2268.wmf]1
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зміщується перпендикулярно до площини вихідної зіниці). Таке явище  називається розфокусуванням. Тоді, згідно з (27) і (29), розглянемо дві площини: тангенціальну і сагітальну.


Для  тангенціальної площини 
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а для сагітальної 
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Враховуючи аксіальну симетрію дифракційної картини відносно нормалі до площини зображення в точці 
[image: image2275.wmf]1
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, можна припустити, що 
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Підставимо (20) в (11). Інтегруванням знаходимо 
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Тоді з (9) 
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число Штреля, згідно з (14) і (22),
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Уведемо позначення 
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Згідно з (20), величина 
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 має фізичний зміст величини аберації хвильового фронту на краю отвору вихідної зіниці, 
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На основі виразів (24) і (25) розраховується залежність чисел Штреля від хвильової аберації – повздовжнього астигматизму. 


Розглянемо вплив поперечного астигматизму. Це еквівалентно зміщенню центру опорної сфери Гаусса (
[image: image2290.wmf]1
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) в площині зображення. Враховуючи аксіальну симетрію дифракційної картини, обмежимось розглядом меридіальної площини – вздовж напрямку осі y. Тоді хвильова аберація зводиться до променевої та,  згідно з (31), 
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Підставивши (26) в (11)  при 
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Уведемо нову змінну Z. 
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а інтеграл:
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Тут кінцевим змінам z відповідає 
[image: image2298.wmf]s

 в інтегралі (27), а це означає, що для краю отвору замість 
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Згідно з теорією функції Бесселя, ці два інтеграли є інтегралом від добутку функції Бесселя 
[image: image2302.wmf])
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а цей інтеграл в свою чергу дорівнює добутку функції Бесселя 
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Відповідно до (14) і (17), для круглого отвору вихідної зіниці число Штреля 
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Тут, згідно з (20), для краю круглого отвору радіусом 
[image: image2307.wmf]s

 отримаємо
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Як і раніше, величина 
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 фізично визначає аберацію хвильового фронту на краю круглого вихідного отвору, а відношення 
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 – відхилення хвильового фронту від опорної сфери Гаусса, що представлено у частках 
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 і зумовлене зміщенням точки 
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. На основі виразів (31) і (32) розраховують залежність чисел Штреля від хвильової (променевої) аберації – поперечного астигматизму. 


Розглянемо зараз отвір прямокутної форми зі змінними координатами 
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 і
[image: image2317.wmf]h

.


У цих координатах вираз (11) запишеться так:
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Тоді й поперечний астигматизм потрібно розглядати в двох напрямках: тангенціальному та сагітальному. Відповідно до (31),
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Тоді для тангенціального напрямку із (33): 
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Тут граничним значенням 
[image: image2323.wmf]h

 відповідає 
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Після інтегрування отримаємо 
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з урахуванням (15), число Штреля    
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функція, по вигляду схожа зі співвідношенням (1), проте вона отримана з урахуванням поперечного астигматизму, де z, відповідності до (35), виражається значенням хвильової аберації на краю отвору вихідної зіниці 
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в частках довжин хвиль. 


Для сагітального напрямку формула повністю аналогічна (36), де z виражається 
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Це означає, що картина дифракційного розподілу освітленості буде різною по меридіанному і сагітальному напрямках. У випадку еліптичного  отвору вихідної зіниці вплив аберацій на якість дифракційного зображення можна розглядати як сукупність двох кругових отворів із радіусом 
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 і 
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. В цьому випадку використовується співвідношення (31):
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де 
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, тобто тут, як і для прямокутному отвору, картина дифракційного розподілу інтенсивності буде різною по меридіанному і сагітальному напрямках.

Б. Сферична аберація 
[image: image2337.wmf])
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У цьому випадку,  відповідно до (33), 
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Розглянемо випадок круглого отвору вихідної зіниці радіусом 
[image: image2339.wmf]s

. Тоді, згідно з (11), 
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Уведемо нову змінну 
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r

4

0

2

4

A

z

=

, яка для граничного значення 
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Тут знову 
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– хвильова аберація на краю отвору, яка виражена в частках довжин хвиль. Тоді інтеграли Френеля: 
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Освітленість за (9),
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Враховуючи (14), знаходимо число Штреля:
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За допомогою співвідношень (39) і (42) можна розрахувати залежність визначальної освітленості в дифракційній картині з врахуванням сферичної аберації. 

В. Допустимі первинні аберації


Наведені співвідношення для нормованих освітленостей в отриманій дифракційній картині  дають можливість оцінити допустимі первинні аберації зі збереженням якості зображення оптичної системи. Для цього будуються криві залежності 
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 для круглого отвору вихідної зіниці й розглянутих випадків аберації (рис. 68): 1 – для повздовжнього астигматизму 


[image: image2351.png]025 05 075 L0 125 137,




Рис. 68. Розподіл освітленості при врахуванні аберацій
(розфокусування); 2 – для сферичної аберації; 3 – для поперечного астигматизму. 

У 6.1 зазначалося, що, за Релеєм, критерієм отримання якісного зображення є умова, згідно з якою значення відносної освітленості 
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 при накладанні двох кружків Ейрі в мінімумі загальної кривої повинно бути меншим за 0,8. Застосовуючи цей критерій до залежності чисел Штреля від  
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, приходимо до висновку, що вплив первинних аберацій на якість дифракційного зображення не  відчувається за умови 
[image: image2354.wmf].
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 З рис. 68 робимо висновок, що для сферичної аберації і повздовжнього астигматизму ця умова виконується, якщо відхилення нульового фронту на краю отвору від сфери Гаусса не перевищує 0,25
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. Отриманий результат відомий як правило чверть хвилі Релея, що служить корисним критерієм допустимої аберації в оптичній системі, що формує зображення. Цей результат Релей отримав, вивчаючи вплив сферичної аберації на якість зображення, проте наступні дослідження показали, що це правило справедливе не для всіх аберацій. Наприклад, для поперечного астигматизму
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 при відхиленні хвильового фронту від сфери Гаусса < 0,14 
[image: image2357.wmf]l

 (див. рис. 68, крива 3). Для коми отримується ще більш жорстка умова,   менша за 0,12. 


Розглядаючі будь-які оптичні системи, які мають хвильові аберації, завжди можна виділити частину площі зіниці, всередині якої 
[image: image2358.wmf]8
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; закриваючи іншу частину зіниці, отримають фізично ідеальне зображення. Припускають, що світлова енергія, що проходить через іншу частину зіниці, де хвильові аберації виходять за межі критерію Релея, складає фон для зображення. Тому  відношення корисної площі зіниці до всієї її площі можна розглядати як критерій досконалості корекції аберацій в оптичній системі. Чим вище це відношення, тим краще скореговані (скомпенсовані) аберації в оптичній системі.

6.3.  Поняття про частотно-контрастні характеристики

Часто предмет, який зображається оптичною системою, має нерівномірний розподіл яскравості по площі. Вона може змінюватися стрибкоподібно або плавно від максимального значення 
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 до  мінімального
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 (рис. 69)
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Рис. 69. Поняття про ЧКХ
Такі предмети називаються ґратками (П-подібною або синусоїдальною). Величина
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називається коефіцієнтом контрастності або контрастом предмета. Візьмемо на предметі маленький елемент поверхні dS, який близько розташований до оптичної осі системи. Якщо відображення стигматичне, він повинен у площині зображення зобразитися елементом поверхні 
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а його значення 
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Тоді контраст зображення
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Підставляючи значення освітленості (46), отримаємо
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тобто для ідеалізованою оптичної системи контраст на зображенні дорівнює контрастові на предметі. Проте діаметр кружка розсіювання внаслідок аберацій і дифракції значно більший за геометричне зображення 
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[image: image2373.wmf]K

¢

 і К. 

Тут крива PQ виражає функцію зміни яскравості В на предметі. Яскравість 
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Яскравість у точці 
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У площині зображення точка 
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Рис. 70. Введення ЧКХ
Відповідно, на цьому проміжку освітленість 
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У самій точці 
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де М – коефіцієнт пропорційності.
Відносна величина
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являє собою функцію світлорозподілу в колі розсіювання для точки 
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Якщо кружок розсіювання від точки 
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Точка 
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A

 та інші точки об’єкта,  зображення яких вкладаються в інтервалі від -
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Величина Е(х) є згорткою функцій 
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Таким чином, дифракційна картина виходить і за межі відрізка -
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Виберемо на предметі таку яскравість 
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Фізично це середня яскравість, яку можна вважати деяким постійним фоном, навколо якого і відбувається коливання яскравості з амплітудою 
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У зв’язку із цим яскравість 
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Підставляючи (58) в (55), отримаємо
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В окремому випадку синусоїдальної ґратки змінна частина (58):
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Тут 
[image: image2429.wmf]0
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 – амплітуда, m – величина, що визначає частоту даної періодичної функції (наприклад, кількість максимумів яскравості предмета l = 1мм).
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Уведемо позначення 
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З урахуванням (62) вираз (61) запишеться так:
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Представимо 
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де 
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Із (67) видно, що 
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Формула (69) виражає зв’язок контрасту на зображенні через контраст на предметі за допомогою передавальної функції T(m) – частотно-контрастної характеристики оптичної системи (ЧКХ). Вона може бути використана для експериментального визначення передавальної функції Т(m) довільної оптичної системи. Відношення екстремальних освітленостей у лівій частині (69) в зображенні можна знайти експериментально фотографічним або фотоелектричним методом. У цьому випадку як предмет при дослідженні Т(m) можуть бути використані спеціально виготовлені ґратки з відомим К і різними значеннями m. Із (69) випливає, що Т(m) 
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У випадку симетрії фігури розсіяння, коли 
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6.4.  Зв’язок частотно-контрастних характеристик з абераціями


Розглядаючи картину розподілу в площині зображення для різного типу аберацій в  6.1, ми бачили, що у співвідношеннях (25), (31), (37) і (42) в усіх випадках освітленість може бути представлена як функція деякого параметра Z. Параметр Z – функція  величини вихідної зіниці (
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), що визначає апертурні кути пучків променів на виході оптичної системи в різних напрямках (тангенціальному і сагітальному) у випадку, якщо діючий отвір вихідної зіниці буде некруглим. Найважливіше, що параметр Z є також функцією аберацій на краю отвору вихідної зіниці, вираженої в частках довжини хвилі, тобто [image: image2468.wmf]l

j

.


Це означає, що величина і розподіл освітленості в площині зображення є функцією апертурних кутів вихідної зіниці і хвильових аберацій на краю отвору [image: image2469.wmf]l

j

.


Зі співвідношень (25), (31), (36), (37), і (42) робимо висновок, що в кожному конкретному випадку освітленість 
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 має різний вигляд залежно від типу аберацій (див. рис. 36). Оскільки, згідно з (69), ЧКХ Т(m) безпосередньо визначається характером розподілу освітленості в площині зображення, то в залежності від типу і величини аберацій вона повинна мати в кожному конкретному випадку свій вигляд. 


Отже, розрахунок ЧКХ для оптичної системи здійснюється так: 


а) розглядається конкретна оптична система, в результаті чого встановлюються максимальні апертурні кути діючого отвору вихідної зіниці та її формула (в даному прикладі діючий отвір – круглий, геометричне і абераційне віньєтування в системі відсутнє; тілесний кут конуса променів змінюється з інтервалом 0,1 рад); 


б) встановлюється величина 
[image: image2471.wmf]l
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 на краю отвору для кожної з аберацій, наявності у системі. Для даного прикладу вважається, що система має всі основні типи аберацій, причому розрахунок робиться для 
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 аберації відсутні; 


в) для спрощення розрахунків будемо вважати, що контраст на предметі для всіх значень m абсолютний, тобто К = 1 (це буде при 
[image: image2477.wmf]0
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);

ґ) розраховується значення Е(z) у площині зображення і, згідно з (69), – значення Т(m) в області зміни m від 0 до 
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г) при проведенні розрахунків вважається, що кожна аберація, що розраховується, на порядок вища, ніж сума всіх інших аберацій. 

Результати цих розрахунків наведені на рис. 71, де а – повздовжній астигматизм (розфокусування); б – поперечний астигматизм в сагітальній площині; в – звичайна кома; г – сферична аберація.

Незважаючи на те, що розрахунки значною мірою ідеалізовані й не належать до реальної оптичної системи, графіки дають можливість зробити загальні важливі висновки: 


а) за відсутністю аберацій (
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) контраст у зображенні порівняно з контрастом на предметі зменшується зі збільшенням значення m за рахунок чистої дифракції;


б) різні типи аберації по-різному впливають на контраст зображення: найбільше знижується контраст у зображенні при наявності астигматизму; при 
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, тобто 50 максимумів яскравості на предметі на 1 мм його довжини при абсолютній контрастності (К=1), в площині зображення отримається повністю неконтрастна картина (рівномірне освітлення по полю) - 
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 в) чим менша частота m зміни яскравості на предметі, тим краще передається оптичною системою контраст предмета; в граничному випадку 
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, незалежно від типу аберацій; 


г) зі збільшенням хвильової аберації контраст зображення швидко падає, особливо для 
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, тобто там, де не виконується критерій Релея.
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Рис. 71. Пропускання системи зі зміною спектральної інтенсивності пучка. Криві 1 - 
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У реальних оптичних системах картина ускладнюється через можливість одночасної дії різних типів аберацій, віньєтування форми діючого отвору вихідної зіниці і т.п., що значно ускладнює розрахунок ЧКХ. Тому в практичних дослідах як оптичні системи найчастіше використовують експериментальні методи визначення Т(m) за допомогою (69). В сучасному оптичному виробництві функція Т(m) для оптичної ситеми є головним критерієм якості оптичного приладу, а також використовується як фактор контролю ефективності заходів по компенсації аберацій в оптичній системі.
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