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ПЕРЕДМОВА

Мова традицiйної математики, що спирається на теорiю множин i
двозначну логiку, виявляється недостатньо гнучкою для моделювання
реальних складних систем, оскiльки в нiй немає засобiв описання понять,
якими користується людина i якi мають невизначений сенс. Необхiднiсть
успiшного використання математичних методiв для аналiзу складних си-
стем привела до створення засобiв бiльш точного i повного урахування
нечiтких уявлень i суджень людей про реальний свiт у математичних мо-
делях. Цей напрямок у галузi прикладної математики пов’язаний з iм’ям
видатного американського математика Лотфi Заде i отримав назву теорiї
нечiтких множин.

Процесс побудови моделей є творчим i чiтких рекомендацiй тут че-
кати не можна. Увесь розвиток науки полягає в побудовi усе бiльш аде-
кватних моделей i їх дослiдженнi. Нечiтке моделювання є перспективним
напрямком прикладних дослiджень у сферi управлiння й прийняття рi-
шень.

Першi реалiзацiї нечiтких моделей в промисловостi вiдносяться до
середини 1970-х рокiв. Саме в цей перiод в Велiкобританiї Ебрахiм Мам-
данi (Ebrahim Mamdani) використав нечеткую логику для управлiння
парогенератором.

Розв’язання цiєї задачi звичними методами було пов’язанк з рядом
труднощей обчислювального характеру. Запропонованмй Е. Мамданi ал-
горитм базується на нечiткому логiчному висновку i дозволив уникнуть
дуже внликого об’єму обчислень i був позитивно оцiнений спецiалiстами.
В этот же перiод невелика пiдприємницька компанiя з Данiї застосувала
принципи нечiткого моделювання для вдосконалення системи управлiн-
ня доменною пiччю для обпалювання цементу.

На початку 1980-х гг. нечiтка математика оьримала свуя розвиток в
рядi программних засобiв пiдтримки прийняття рiшень i в експертных
системах аналiзу даних.

Бартоломеєм Коско у 1994 роцi була доведена теорема про нечетку
апроксимацiю, згiдно з якою довiльна математична система може бу-
ти апроксимована системою, яка базується на нечiткiй логiцi. Iншими
словами, з допомогою природних висловлювань-правил “якщо — то” з
наступною їх формалiзацiєю засобами теорiї нечiтких множин, можна
як завгодно точно вiдобразити будь-який взаємозв’язок “вхiд — вихiд”
без використання складного апарату диференцiального та iнтегрально-
го числення, якi традицiйно використовуються в управлiннi. Далi автор
показує, що два тысячолiття тому людство зробило рокову полилку, за-
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клавши у фундамент науки не поетику раннiх схiдних фiлософiй, а вели-
чну двiйкову логiку Арiстотеля. З тих пiр классична “чорно-бiла” бiнарна
логiка, затиснена шорами закону “виключення третього” все бiльше вiд-
даляється вiд реального кольорового свiту, де немає нiчого абсолютного,
а все найцiкавiше проходить в туманнiй областi мiж “так” та “нi”.

Пiд нечiткою моделлю розумiється часто iнформацiйно-логiчна мо-
дель системи, побудована на основi теорiї нечiтких множин i нечiткої
логiки. Нечiтке моделювання особливо корисне, коли в описi технiчних
систем i бiзнес-процесiв є невизначенiсть, яка ускладнює або навiть уне-
можливлює застосування точних кiлькiсних методiв. В областi управ-
лiння технiчними системами нечiтке моделювання дозволяє отримувати
адекватнi результати порiвняно з результатами, якi ґрунтуються на ви-
користаннi традицiйних аналiтичних моделей та алгоритмiв управлiння.
Дiапазон застосування нечiтких методiв охоплює такi галузi, як прое-
ктування промислових роботiв i побутових електроприладiв, управлiння
доменними печами i рухом поїздiв метро, управлiння промисловою без-
пекою пiдприємств, автоматичне розпiзнавання мови i зображень.

Нечiтка логiка є апаратом розв’язання великого класу практичних
задач. Вона знайшла зпстосування в теорiї алгоритмiв, теорiї прийняття
рiшень, розпiзнаваннi образiв i штучнму iнтелектi. Теорiя нечiтких мно-
жин — єдина теорiя, яка математично оперує зi смисловим змiстом слiв
людини (математична лiнгвiстика).

Наведений матерiал, приклади не є оригiнальними, вони розгляда-
лись рiзними науковцями i взятi з рiзних наукових публiкацiй.

У посiбнику кожному пункту вiдповiдає своя наскрiзна нумерацiя
формул i рисунуiв.
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1 ЗАДАННЯ ТА ОСНОВНI ХАРАКТЕРИСТИКИ
НЕЧIТКИХ МНОЖИН

Нехай X – унiверсальна множина, тобто множина, з елементiв якої
утворенi iншi множини, якi розглядаються в пеаному класi задач. X –
пiдмножина X, тобто A ⊂ X. Характеристична функцiя множини X

µA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x ̸∈ A,

визначає належнiсть елемента x ∈ X до множини A. Особливiстю хара-
ктеристичної функцiї є бiнарнiсть ii областi значень. Нечiткi множини
є природним узагальненням звичайних множин, коли вiдмовляються вiд
бiнарного характеру характеристичної функцiї i вважається, що аона на-
буває значень з [0, 1]. В теорiї нечiтких множин характеристичну фун-
кцiю називають функцiєю належностi, а її значення µA(x) – ступенем
алежностi елемента x до множини A.

Нечiткою множиною A називається сукупнiсть пар < x;µA(x) >, де
x ∈ X, µA(x) – функцiя належностi, яка ставить у вiдповiднiсть кожному
x ∈ X деяке дiйсне число з вiдрiзка [0, 1]. При цьому µA(x) = 1 означає,
що x точно надежить до нечiткої множини A, а µA(x) = 0 означає, що x
точно не надежить до нечiткої множини A. Iншi значення функцiї µA(x) з
промiжка (0, 1) означають, що елемент x надежить до нечiткої множини
A в певнiй мiрi (ступенi). Функцiя належностi µA(x) елемента x до нчiткої
множини A – це суб’єктивна мiра того, нпскiльки елемента x вiдповiдає
поняттю, яке формалiзується нчiткою множиною.

Нечiткоi множини позначають великими латинськими лiтерами A,
B, C . . . Для задання нечiткої множини A потрiбно;

1) задати унiверсальну множину X;
2) задати фенкцiю належностi µA(x) кожного елемента x ∈ X до

нечiткої множини A.
Приклад 1.1. Нехай X = {a.b.c.d, e}, A = {< a; 0 >,< b; o, 1 >,<

c; o, 5 >,< d; o, 9 >,< e; 1 >}.
Тут елемент a не належить до нечiткої множини A; елемент b в малiй

мiрi належить до нечiткої множини A; ступiнь налкжностi елемента d до
нечiткої множини A 0,9; елемент e належить до нечiткої множини A.

Приклад 1.2. Нехай X = R, µA(x) = (1 + |x− 10|m)−1, m ∈ N.
Тут нечiтка множина A означає “множину чисел, близьких до 10”.

Графiк функцiї належностi подано на рис. 1.1. Н при m рiвному 1, 4 та
7.
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Рис. 1.1

Приклад 1.3. Нехай X = [0, 100]. Нечiтка множина A, яка
описуэ поняття “молода людина” може мати функцiю належностi

µA(x) =


1, x ∈ [0, 25],

1

1 +
(
x−25
5

)2 , x ∈ (25, 100].

Її графiк подано на рис.1.2.

Рис. 1.2
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Рис. 2.1

На рис. 2.2 зображено функцiю належностi об’єднання та пере-
тину нечiтких множин A та B i доповненням множини A.

Рис. 2.2

Рiзницею нечiтких множин A та B називається нечiтка мно-
жина A \B, функцiя належностi якої має вигляд

µA\B(x) = min{µA(x); 1− µB(x)}.

Симетричною рiзницею нечiтких множин A та B називає-
ться нечiтка множина A△B, функцiя належностi якої має вигляд

µA△B(x) = max
{
min{µA(x); 1− µB(x)};min{1− µA(x);µB(x)}

}
.

Правильна властивiсть

A△B = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∩ B̄) ∪ (Ā ∩B).

Розглянемо властивостi операцiй об’єднання та перетину нечiт-
ких множин.

Нехай нечiткi множини A, B та C заданi на унiверсальнiй мно-
жинi X. Тодi правильнi такi властивостi:

1) A∪B = B ∪A, A∩B = B ∩A (комутативнiсть об’єднання та
перетину);
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2) (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
(асоцiативнiсть об’єднання та перетину);

3) A ∪ A = A, A ∩ A = A (iдемпотентнiсть об’єднання та пере-
тину);

4) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C),
(A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) (дистрибутивнiсть операцiї

об’єднання вiдносно перетину та перетину вiдносно об’єднання);
5) A∪ (A∩B) = A∩ (A∪B) = A (поглинання однiєї з нечiтких

множин при операцiях об’єднання та перетину);
6) A∪∅ = A, A∩∅ = ∅, A∪X = X, A∩X = A (унiверсальнiсть

верхньої i нижньої межi операцiй об’єднання та перетину);
7) ¯̄A = A (подвiйне доповнення нечiткої множини);
8) ¯A ∩B = Ā ∪ B̄, ¯A ∪B = Ā ∩ B̄ (закони де Моргана).
В загальному випадку для нечiтких множин

A ∪ Ā ̸= X, A ∩ Ā ̸= ∅.

На рис. 2.3 зображено функцiю належностi об’єднання та перетину
нечiтких множин A та Ā.

Рис. 2.3

Вищерозгляненi операцiї отримали найбiльше застосування при
розв’язуваннi практичних задач нечiткого моделювання, оскiльки
цi операцiї найбiльш природнi для iнтуїтивного подання невизначе-
ностi, пов’язаної з використанням вiдповiдних їм зв’язок “i”, “або”,
“нi”, а також задовольняють властивостi 1)–8), що максимально на-
ближує структуру нечiтких множин до булевої алгебри.

17



Рис. 3.1

При прийняттi рiшень за схемою Беллмана–Заде не робиться нi-
якої рiзницi мiж метою i обмеденням. В традицiйнiй теорiї прийня-
ття рiшень подiбнi замiни неприпустимi. Однак i тут простежеється
деяка подiбнiсть мiж цiлями та обмеженнями, яка стає явною при
використаннi, скажiмо, методу множникiв Лагранжа, коли цiльова
функцiя та обмеження об’єднуються в одну функцiю..

Якщо α ∈ (0, 1), α ∈ [0, 1], – коефiцiєнт вiдносної важливостi
мети, а β ∈ (0, 1) – коефiцiєнт вiдносної важливостi обмеження,
α+β = 1, то розв’язок D = Aα∩Bβ . Чим бiльиший коефiцiєнт вiд-
носної важливостi, тим вiдповiднi нечiткi множини мети чи обме-
ження стають бiльш розмитими i, як наслiдок, їх роль в прийняттi
рiшення знижується. На рис 3.2 показано нечiткi рiшення при рiз-
них коефiцiєнтах вiдносної важливостi.

Рис. 3.2
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Приклад 9.4. Оцiнити за 100-бальною шкалою виступ спортсме-
на в лижному двоборства, враховуючи його результати в лижнiй
гонцi на 15 км — 30 чв. i в стрибках з 90-метрового трамплiну —
90 балiв.

J Пiдсумкову оцiнку розглядатимемо як вихiдну лiнгвiстичну
змiнну “сума” з термами “низька” (D1), “середня” (D2), “хороша”
(D3), “висока” (D4) i унiверсальну множину [0;100] балiв.

Вихiдними змiнними є лiнгвiстичнi змiннi:
– ”гонка” (затрачений час t ) з термами “повiльно” (A1), “сере-

дньо” (A2), “швидко” (A3) та унiверсальну множину [24; 36] (хв.);
– “стрибок” (сума балiв s) з термами “слабко” (B1), “добре” (B2),

“вiдмiнно” (B3) та унiверсальну множину [30; 120] (балiв).
Графiки функцiй приналежностi цих лiнгвiстичних змiнних згi-

дно з експертними оцiнками маюти вигляд рис 9.15 i рис. 9.16 вiд-
повiдно.

Рис. 9.15
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Рис. 9.16

Графiк функцiй приналежностi лiнгвiстичної змiнної “сума” згi-
дно з експертними оцiнками має наступний вигляд (рис 9.17).

Рис. 9.17

Нечiткi правила (база знань), тобто вiдношення мiж лiнгвiсти-
чними змiнними, подано в таблицi.
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